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INTRODUCTION. 


Le  merveilleux  qiie  les  anciens  croyaient  exis- 
ter dans  la  composition  des  carrés  dits  magiques  ^ 
a  été  l'origine  du  nom  qui  leur  fiit  donné.  Les 
idées  superstitieuses  attachées  à  leur  prétendue 
yertu  dans  la  construction  des  talismans,  étaient 
le  résultat  de  la  doctrine  de  Pjtliagore,  et  des  fo- 
lies de  ^astrologie.  Les  principes  de  la  formation 
de  ces  carrés  étant  inconnus ,  on  attribua  à  ceux 
que  Ton  était  parvenu  à  composer,  des  qualités 
surnaturelles.  Chaque  planète  avait  son  carré  ma<« 
gique.  L'unité,  qui  est  elle-même  son  carré,  était 
le  symbole  de  la  divinité,  à  cause  de  l'unité  de 
Dieu,  et  de  son  immutabilité. 

Le  carré  de  2  désignait  la  matière  imparfaite,  à 
raison  des  quatre  élémens,  et  de  l'impossibilité 
d'arranger  magiquement  ce  carré 3  il  est  le  seul, 
en  effet,  qui  ne  puisse  être  formé* 

Emmanuel  Moscopule,  auteur  grec  du  quator- 
zième siècle,  est  le  premier  qui  ait  écrit  sur  les 
carrés  magiques.  La  Bibliothèque  royale  possède 
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un  manuscrit  de  ce  Moscopule.  On  y  trouye  quel- 
ques formes  de  constructions  y  mais  peu  étendues. 
Il  est  certain  qu'il  ne  considérait  pas  ces  carrés  en 
simple  mathématicien ,  mais  qu'il  leur  attribuait 
des  yertus  qu'Agrippa^  bien  connu  par  Faccusa- 
tion  de  magie ^  dont  il  était  fortement  soupçonné^ 
n'a  pas  manqué  de  yanter.  C'est  cet  Agrippa  qui 
a  considéré  comme  planétaires  les  carrés  de  3  à  9« 
Selon  lui  celui  de  3  appartenait  à  Saturne ,  celui 
^  ft  à  Jupiter.  Mars  ayait  le  carré  de  5  3  le  Soleil, 
celui  de  6  3  Yénus,  celui  de  7;  Mercure ,  celui  de  8  3 
et  enfin  la  Lune,  celui  de  9. 

Depuis  l'époque  où  yiyait  Agrippa,  les  mathé-* 
maticiens ,  abandonnant  les  chimères  des  astro- 
logues et  des  soi-disant  deyins ,  ont  fait  des  re- 
cherches sérieuses  sur  ces  carrés,  dignes  de  leurs 
inyestigations}  mais  tous  n'ont  pas  été  heureux 
dans  ces  recherches.  Les  uns  ont  été  rebutés  parce 
qu'ils  n'ont  rien  trouyë  de  satisfaisant  sur  les  car- 
rés pairs.  D'autres  n'ont  point  aperça  d'utilité 
dans  ce  genre  d'application  des  mathématiques. 
Quelques-uns  sont  reyenus  à  différentes  reprises 
à  la  charge,  et  de  ce  nombre  est  l'illustre  La  Hire. 

Montucla,  dans  son  histoire  des  mathématiques, 
donne  la  nomenclature  des  auteurs  qui  ont  écrit 
sur  cette  matière.  Ils  ont  tous  été  consultés. 
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Backei  de  Mézériae.  Il  s'est  occupé  des  carrés 
magiques  d'après  l'idée  qu'il  en  avait  prise  dans 
Agrippa.  Mais  tout  son  travail  roule  sur  les  carrés 
impairs ,  et  sa  méthode  est  très-circonscrite.  Il  ne 
put  rientrouyer  qui  le  contentât  sur  les  carrés 
pairs.  (  Problèmes  plaisans  et  délectables  qui  se 
font  par  les  nombres.  Lyon,  1613.) 

La  Sire  a  donné  ^  dans  le  cinquième  volume  de 
l'ancienne  collection  des  Mémoires  de  V Académie^ 
l'ouvrage  manuscrit  de  Frénicle  ^  l'un  des  plus  il* 
lustres  mathématiciens  de  son  temps.  Il  est  le  pre- 
mier qui  se  soit  occupé  d'enceintes ,  ce  qui  parut 
plus  difficile  que  les  carrés  simples ,  mais  ce  qui 
est,  dans  le  fait,  plus  facile,  et  le  moyen  le  plus 
propre  à  faire  varier  la  formation  des  carrés  ma- 
giques. Année  1693. 

l/k  Poignard j  chanoine  de  Bruxelles,  publia  en 
1705  UB  livre  sur  ces  carrés,  auxquels  il  donna  le 
nom  de  subUmes^  Il  trouva  aussi  que  l'on  pouvait 
faire  ce  genre  de  carrés  avec  des  progressions 
géométriques  et  harmoniques.  Son  ouvrage  est 
d'ailleurs  peu  étendu,  et  ne  peut  donner  une  idée 
complète  des  méthodes  qui  conviennent  à  l'arran- 
gement des  carrés  magiques. 

La  Hire  donna  ensuite,  en  deux  traités  séparés 
sur  les  carrés  impairs  et  pairs ,  insérés  dans  les 
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Mémoires  de  VjicadémieyannéeilO^,  de  nouvelles 
manières  de  formation  des  carrés  magiques.  Il  les 
compose  au  moyen  de  deux  carrés  simples.  Cette 
méthode  est  très-ingénieuse,  et  a  quel(iue  rapport 
arec  le  mouyement  composé,  mais  était  plus  diffi- 
cile à  trouver.  Ces  carrés  simples  ou  tableaux  sont, 
au  reste ,  plus  convenables  aux  carrés  impairs 
qu'aux  carrés  pairs.  Cet  auteur  est  bien  certaine- 
ment celui  qui  a  le  plus  facilité  la  composition 
des  carrés  magiques. 

Sauveur  y  dans  les  Mémoires  de  V Académie  ^ 
année  1710,  a  travaillé  d'après  La  Hire;  mais 
son  ouvrage  est  diffus  3  il  manque  de  démons- 
trations 3  ses  méthodes  rentrent  dans  les  formules 
plus  générales  connues  avant  lui.  On  lui  doit  ce- 
pendant d'avoir  donné  l'idée  des  cubes  magiques, 
des  croix  et  châssis,  quoique  d'une  manière  fort 
obscure,  et  en  peu  de  lignes.  Les  lettres  qu'il  a 
substituées  aux  nombres  n'apportent  pas  plus  de 
généralité  dans  ses  procédés;  son  mémoire  est 
d'ailleurs  presque  illisible  à  raison  de  la  multi- 
tude d'erreurs  dont  il  fourmille  ;  et,  il  faut  le  dire 
en  passant,  c'est  un  reproche  que  l'on  peut  faire 
à  la  majeure  partie  des  Mémoires  de  cette  inté« 
ressante  et  curieuse  collection.  Il  est  à  regretter 
qu'elle  ait  été  aussi  peu  soignée,  et  que  les  auteurs 
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n'aient  pas  pris  la  peine  de  surveiller  l'impression 
de  leurs  ouvrages. 

B'Ons  en  Bray^  dans  les  Mémoires  de  VAcadé^ 
mie  y  année  1750;  a  donné  quelque  chose  sur  les 
carrés  magiques ,  mais  son  traité  ne  contient  rien 
de  neuf. 

Rallier  des  Ourmesj  conseiller  &  Rennes,  a 
aussi  mis  au  jour  un  petit  traité  des  carrés  ma- 
giques (Mémoires  des  saçans  étrangers j  tome  IV. 
Paris;1763);  mais  ce  traité  ne  contient  que  quel- 
ques méthodes  expéditires  pour  faire  ces  carrés: 
ce  ne  sont  que  des  applications  particulières  de 
procédés  plus  généraux. 

On  trouve  encore  quelques  idées  sur  les  carrés 
magiques  dans  les  ouvrages  suivans ,  qui  ne  valent 
pas  la  peine  d'être  consultés. 

Acta  Lipsicdj  particulièrement  en  l'année  1686. 

Prestet  (Elémens  d'algçbre  du  père). 

Ozanam  (  Récréations  mathématiques). 

Kircher  (Hiéroglyphes  de  TOEdipe  égyptien  )', 
ouvrage  latin  imprimé  à  Rome  en  1653. 

Dictionnaire  encyelopédique  de  mathématiques^ 
2.^  volume. 

Dictionnaire  encyelopédique  de  l'amusement  des 
sciences. 

Stifel  (  Arithmetica  intégra  )• 
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Sch^enier  (  Deliciae  physico-malhematicse  ). 

Meerman  (  Spécimen  calcul!  fluxionum  )• 

Parmi  tous  les  auteurs  qui  se  sont  occupes  des 
carrés  magiques,  La  Hire  est  sans  contredit  celui 
qui  a  le  plus  approfondi  la  matière;  c'est  aussi 
celui  qui  a  été  le  plus  soutent  consulté  3  Sauiteur 
Ta  été  quelquefois;  mais  il  faut  conyenir  qu'ils 
sont  loin  d'ayoir  examiné  tous  les  cas  qui  se  pré- 
sentent; ils  ne  sont  pas  toujours  clairs;  ils  omettent 
souyent  des  démonstrations  indispensables,  et  ils 
n'ont  écrit  que  pour  la  classe  de  lecteurs  qui  ont 
déjà  les  connaissances  indispensables  pour  com- 
prendre la  construction  des  carrés  magiques. 

Dans  le  Traité  que  Ton  donne  au  public,  on  a 
réuni  ce  qui  se  trouye  épars  dans  les  diyers  au- 
teurs; Ton  appuie  la  tbéoried'unefoule  d'exemples, 
dont  plusieurs,  très-compliqués  en  apparence, 
n'exigent  cependant  que  de  l'attention.  L'on  fait 
ressortir  l'ayantage  des  méthodes  générales.  On  in- 
dique les  formes  yariées  que  peut  prendre  un  même 
carré,  et  Ton  met  sur  la  yoie  des  nombreuses  com- 
binaisons dont  ils  sont  susceptibles  ;  enfin ,  dans 
les  démonstrations,  on  ne  suppose  que  les  pre- 
miers élémens  d'arithmétique;  on  fait  un  sobre 
usage  de  l'algèbre;  et,  dans  tous  les  cas  où  elle 
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est  employée,  le  lecteur  peut  sans  inconyënient 
négliger  les  formules  qu'elle  fournit. 

On  peut  demander  quelle  utilité  peut  résulter 
de  la  connaissance  des  méthodes  diverses  propre^ 
à  la  construction  des  carrés  magiques.  Il  faut  bien 
avouer  qu'on  n'a  pas  encore  tiré  parti  de  cette  sin- 
gulière combinaison  des  nombres 3  mais,  d'abord, 
puisque  tout  se  lie  dans  les  sciences  mathémati- 
ques, il  n'est  pas  reconnu:  ni  démontré  qu'on  ne 
puisse  utiliser  avec  succès  ces  méthodes  3  en  se- 
cond lieu, comme  application  d'arithmétique, c'est 
une  des  plus  curieuses;  et,  le  traité  qu'on  offre  ici 
n'eût-il  que  cet  avantage,  rien  n'est  plus  propre 
à  exercer  la  sagacité  des  jeunes  mathématiciens , 
et  à  faire  passer  quelques  momens  agréables  à 
ceux  qui  aiment  ce  genre  d'amusement 

Ce  Traité  sera  précédé  des  notions  indispen- 
sables pour  le  bien  comprendre.  Il  sera  divisé  en 
trois  parties  principales. 

La  première  comprend  les  carrés  impairs,  et 
se  subdivise  en  deux  autres,  dont  Tune  renferme 
les  carrés  dont  la  racine  est  nombre  premier,  et 
dont  l'autre  comprend  ceux  dont  la  racine  est 
nombre  composé. 

La  seconde  partie ,  qui  contient  les  carrés  pairs, 
se  subdivise  aussi  en  deux  autres  :  dans  Tune  on 
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examine  les  carrés  dont  la  racine  se  divise  par  4  y 
et  dans  l'autre  ceux  dont  la  tacine  ne  se  dirise  <iue 
par  2. 

La  troisième  est  composée  des  combinaisons  qui 
n'ont  pu  entrer  dans  les  premières,  comme  les  pro- 
gressions géométriques  et  harmoniques ,  lescroix, 
châssis,  équerres,  bandes,  cubes  magiques ,  etc. , 
combinaisons  dont  quelques-unes  seulement  sont 
indiquées ,  et  les  autres  entièrement  omises;par  les 
auteurs.  Toutes  sont  analysées  dans  le  présent  trai- 
té, le  seul  complet  jusqu'à  ce  jour,  et  dans  lequel 
on  a  moins  eu  pour  but  de  rassembler  ce  qui  est 
dispersé  dans  les  ouvrages  cités,  que  de  présen- 
ter de  nouvelles  méthodes  plus  générales,  et  des 
formations  qui  ont  échappé  à  ceux  qui  se  sont  oc- 
cupés de  ce  genre  de  recherches.  L'on  indiquera 
à  la  fin  les  parties  sur  lesquelles,  on  peut  encore 
s'exercer  avec  succès ,  celles  qui  ont  embarrassé 
les  mathématiciens,  et  les.  problèmes  à  résoudre 
pour  compléter  la  théorie  des  carrés  magiques. 

Nous  étions  loin,  lorsque  nous  avons  pris  quel- 
ques notes  sur  les  carrés  magiques,  de  prévoir  l'é- 
tendue que  nous  donnons  à  cet  ouvrage.  Un  simple 
objet  de  curiosité  est  devenu  un  agréable  amu*^ 
sèment,  puis  une  étude,  et  enfin  un  travail  opi- 
niâtre. Nous  croyons  ne  rien  laisser  à  désirer^  et 
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ayoir  présenté  toates  les  formes  possibles  que  peut 
prendre  un  carré  magique.  On  nous  pardonnera 
d'être  entré  quelquefois  dans  des  détails  un  peu 
longs;  mais  nous  ayons  pensé  que  plusieurs  des 
lecteurs  Terraient  arec  plaisir  des  déreloppemens; 
que  l'on  est  libre  d'ailleurs  de  passer  si  on  les 
juge  inutiles. 

Nous  avons  eu  soin  de  rendre  à  chacun  ce 
qui  lui  appartient;  mais  nous  pouvons  nous  ap- 
proprier la  majeure  partie  des  formes^  des  mé- 
thodes et  des  constructions  que  l'on  trouvera 
répandues  dans  le  traité  que  nous  offrons  au 
public 

La  nécessité  de  parler  aux  jeux  dans  un  ou- 
vrage de  la  nature  de  celui-ci,  nous  a  fait  mul- 
tiplier les  figures.  Un  grand  nombre  de  planches 
devaient  donc  accompagner  le  texte.  Nous  n'avons 
épargné  aucuns  frais  pour  que  la  beauté  du 
papier,  la  netteté  des  caractères  et  la  correc- 
iion  des  épreuves  répondissent  au  désir  que  nous 
avions  de  présenter  un  traité  digne  du  public 
éclairé  auquel  il  est  destiné. 

Nous  n'avons  fait  procéder  à  l'impression  qu'a- 
près avoir  soumis  notre  travail  à  des  professeurs 
distingués  de  la  capitale,  qui  nous  ont  engagé, 
et,  nous  osons  dire,  prié  de  le  mettre  au  jour. 
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Us  l'ont  considéré  comme  un  ouvrage  noureau , 
et  propre  à  exciter  riTcment  la  i^uriosité.  Il  ne 
fallait  pas  moins  que  Tencouragement  qu'ils  nous 
ont  donné;  pour  nous  décider  à  publier  le  ré- 
sultat de  nos  recherches. 

L'ouvrage  sera  terminé  par  un  essai  sur  les 
cercles  magiques.  Cet  essai  a  été  fait  d'après  ce 
que  nous  a  rapporté  Tun  de  ces  professeurs, 
qu'un  Hollandais  avait  présenté  à  quelques  per- 
sonnes, à  Paris,  il  y  a  environ  vingt  ans,  des 
cercles,  les  uns  garnis  de  chiffres^  d'autres  percés 
de  plusieurs  trous.,  et  tels  qu'en  faisant  mou- 
voir ceux-ci  sur  les  premiers,  on  voyait  appa- 
raître des  nombres  tellement  disposés,  que  leur 
somme  était  constante.  Nous  n'avons  pas  eu  con- 
naissance du  procédé  employé  3  mais  nous  avons 
cherché  le  moyen  d'obtenir  un  résultat  analogue. 
Le  lecteur  jugera  si  nous  avons  atteint  notre  but. 


CARRÉS   MAGIQUES. 


NOTIONS  PHËLàMINAERES. 

ARTICLE  PREMIER. 
Théorie  des  nombres  pain  et  impairs. 


ADDITIOlf. 

Si  l'on  ajoute  tant  de  nombres  pairs  qu'od  youdra,  la 
somme  sera  paire. 

L'addition  d'un  nombre  pair  d'impairs  donne  encore 
une  somme  paire  :  d'où  il  suit  que  la  somme  sera  toujours 
paire  s'il  se  trouve  des  pairs  à  ajouter  ayec  un  nombre 
pair  d'impairs. 

Si  les  impairs  sont  en  nombre  impair^  la  somme  sera 
impaire,  qu'il  y  ait  ou  non  des  pairs  parmi  les  nombres 
à  ajouter. 

SOUSTRACTION. 

La  différence  de  deux  nombres  de  même  espèce  est 
paire. 
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Si  les  nombres  sont  d'espèce  différente^  le  résultat  est 
impair. 

MULTIPLIGATIOIV. 

Si  parmi  les  facteurs  d'un  produit  il  se  trouve  un  ou 
plusieurs  pairs ^  ce  produit  sera  pair. 

Si  les  facteurs  sont  tous  impairs ,  le  produit  sera  im- 
pair. 

BIYISIOIV. 

Pair  par  pair  donne  quotient  pair. 

Impair  par  impair  donne  un  quotient  impair. 

Impair  par  pair  n'est  pas  possible  :  car  le  quotient, 
quel  qu'il  soit,  multiplié  par  le  diviseur  pair,  ne  peut 
donner  le  dividende  impair. 

Enfin  pair  par  impair  donne  quotient  pair. 

RACINE. 

La  racine  quelconque  d'un  nombre  pair  est  paire; 
celle  d'un  nombre  impair  est  impaire,  d'après  les  règles 
ci-dessus  pour  la  multiplication. 

Il  est  inutile  de  faire  observer  qu'il  ne  s'agit,  dans 
tout  ce  qui  précède ,  que  de  nombres  entiers  et  de  résul- 
tais entiers. 

ARTICLE  IL 

Proportions.  Progressions.  Signes. 

SIGNES. 

Le  signe  +  se  prononce  et  signifie  plus. 
Le  signe  —  marque  et  se  prononce  moins. 
Le  signe  x  est  celui  de  la  multiplication,  et  se  pro- 
nonce multiplié  par.  Il  est  souvent  remplacé  par  un  point 
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placé  entre  les  nombres  que  l'on  veut  multiplier  l'un  par 
l'autre.  On  fait  aussi  grand  usage  des  parenthèses,  lorsque 
plusieurs  nombres  séparés  par  les  signes  +  ou  —  doivent 
être  multipliés  par  un  ou  plusieurs  autres  nombres.  Ainsi, 
qu'on  doive  multiplier  par  10  les  nombres  3  +  7 — 8,  on 
écrira  (3  +  7 — 8)10,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  mettre 
un  signe  entre  10  et  la  parenthèse.  H  en  est  de  même  si 
l'on  a  plusieurs  parenthèses  :  ainsi  (3  +  8 — 7)  (5 — 2) 
(18+15—6)  indique  qu'U  faut  multiplier  3  +  8  —  7 
par  5 — 2,  et  ce  produit  par  18+15 — 6.  L'ordre  des 
acteurs  est  indifférent. 

Le  signe  T  entre  deux  nombres  indique  que  le  premier 
doit  être  divisé  parle  second,  et  se  prononce  divisé  par.  Le 
plus  souvent  on  met  ces  deux  nombres  sous  la  forme  de 
fraction  :  alors  ils  sont  l'un  sous  l'autre,  et  séparés  par  un 
trait;  le  nombre  supérieur  est  le  dividende  ou  le  numé- 
rateur de  la  fraction,  le  nombre  inférieur  est  le  dénomi- 
nateur ou  le  diviseur.  Ainsi  12  divisé  par  3  s'écrit 
12  :  3,  ou  ^. 

Pour  désigner  qu'un  nombre  est  plus  grand  qu'un 
autre,  on  se  sert  du  signe  >;  la  pointe  est  toujours  du 
côté  du  plus  petit  nombre.  Ainsi  8  <  10  se  lit  :  8  plus 
petit  que  10,  ou  bien  10  plus  grand  que  8.  Le  signe = est 
celui  de  Fégalité,  et  se  prononce  égal  à. 

RAPPORTS. 

Quand  on  compare  deux  nombres,  on  demande  l'excès 
de  l'un  sur  l'autre,  ou  leur  différence.  C'est  cette  diffé^ 
rence  qui  exprime  le  rapport,  et  il  prend  le  nom  de 
rapport  ariOmétique  ou  rapport  par  diffirence. 
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On  bien  on  recherche  combien  de  fois  Tun  contient 
l'autre.  Le  quotient  est  ce  que  Ton  appelle  rapport  géo^ 
métrique  ou  par  quotient.  Ainsi^  soient  les  nombres  12 
et  3.  Si  Ton  soustrait  le  plus  petit  du  plus  g^and,  il  \ient 
12 — 3=9  pour  le  rapport  arithmétique  ;  et  si  l'on  divise 
l'un  par  l'autre ,  on  aura  ^=4  pour  le  rapport  géomé- 
trique. On  aurait  aussi  ^=x  dans  le  même  cas  de  rap- 
port géométrique. 

PROPORTIONS. 

Deux  rapports  égaux  forment  une  proportion  qui  est 
arithmétique  ou  géométrique,  d'après  la  nature  des  rap- 
ports que  l'on  considère.  Ainsi  3 «6  et  7*10  donnent 
6 — 3=10 — 7=3;  il  y  a  proportion  arithmétique, 
puisque  les  deux  rapports  sont  égaux,  et  l'on  prononce 
6  moins  3  égal  à  10  moins  7.  Ces  rapports  peuvent  aussi 
s'écrire  6*3: 10-7,  et  l'on  prononce  6  est  à  3  comme 
10  est  à  7  :  ici  les  deux  points  ne  sont  plus  le  signe  de 
division,  mais  servent  à  séparer  les  deux  rapports;  les 
points  ne  sont  pas  signe  de  multiplication. 

Que  l'on  ait  3:9  et  7:21.  Comme  Î=V  =  3,  on 
aura  proportion  géométrique,  et  l'on  prononcera  9  divisé 
par  3  égal  à  21  divisé  par  7.  On  écrit  encore  9 : 3  :  :  21  : 7, 
et  l'on  prononce  9  est  à  3  comme  21  est  à  7  :  l'on  voit 
que  les  quatre  points  ne  servent  qu'à  séparer  les  deux 
rapports;  les  deux  points  séparent  aussi  les  deux  termes 
d'un  même  rapport 

Lorsque  le  second  terme  du  premier  rapport  est  le 
même  que  le  premier  terme  du  second  rapport,  la  propor- 
tion est  dite  continue  :  ainsi  4, 7, 10,  sont  trois  nombres 
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en  proportion  arithmétique  continue  :  car  7 — A=  tO — 7. 
On  récrit  ordinairement  -f  &  •  7  •  1 0^  que  l'on  exprime  par 
4  est  à  7  comme  7  est  à  10^  ou  bien  10  est  à  7  comme 
7  est  à  4. 

De  même  3,  9,  27^  sont  trois  nombres  en  proportion 
géométrique  continue  :  car  | = ¥  >  ou  bien  3 : 9  :  :  9 :  27 , 
que  Ton  écrit  -H-  3 : 9 :  27,  et  que  l'on  prononce  3  est  à  9 
comme  9  est  à  27,  ou  bien  27  est  à  9  comme  9  est  à  3. 

La  propriété  principale  des  proportions  arithmétiques 
consiste  dans  l'égalité  de  la  somme  des  extrêmes  à  celle 
des  moyens.  Les  extrêmes  sont  le  premier  et  le  dernier 
terme;  les  moyens  sont  le  second  et  le  troisième.  Si  la 
proportion  est  continue,  alors  la  somme  des  extrêmes  est 
double  du  terme  moyen.  Le  premier  terme  de  chaque 
rapport  est  l'antécédent,  le  second  est  le  conséquent.  Il 
y  a  premier  et  second  antécédent,  premier  et  second  con- 
séquent, selon  qu'ils  appartiennent  à  l'un  ou  à  l'autre 
rapport 

Il  en  est  de  même  pour  les  moyens,  les  extrêmes,  les 
antécédens  et  les  conséquens  des  progressions  géomé-* 
triques. 

La  principale  propriété  des  proportions  géométriques 
consiste  dans  l'égalité  des  produits  des  extrêmes  et  des 
moyens;  et,  si  la  proportion  est  continue,  le  produit  des 
extrêmes  est  égal  au  carré  du  terme  moyen* 

Il  est  facile  d'obtenir  un  terme  lorsqu'on  en  connaît 
trois,  au  moyen  de  la  propriété  énoncée.  Ainsi,  par 
exemple,  que  l'on  veuille  le  troisième  terme  d'une  pro- 
portion arithmétique  dont  on  connaît  les  trois  autres,  et 
soient  4,  8,  17,  ces  trois  termes  connus  :  on  aurait 
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U  +  V=S  +  x;  d'où  21— 8=a;=13.  Ainsi  13  est  le 
terme  cherché*  Si  la  proportion  est  continue,  et  qu'on 
veuille  le  terme  moyen,  on  ^youte  les  extrêmes,  et  l'on 
en  prend  la  moitié.  Cette  moitié  est  le  moyen  cherché. 
Si  c'est  un  extrême,  on  soustrait  l'autre  extrême  du 
double  du  moyen.  Ainsi,  ayant  4,  11  pour  le  premier 
extrême  et  le  moyen,  l'autre  extrême  sera  2*  11 — 4= 
22—4=18. 

Pour  les  proportions  géométriques  il  n'y  a  pas  plus 
de  diflBculté.  Soit,  par  exemple,  à  trouver  le  premier 
terme  de  la  proportion  dont  on  connaît  les  trois  der-- 
niers  11,  25,  30  :  on  aurait  11  •25=30.a;=275;  donc 
a;=^=9i.  Si  la  proportion  est  continue,  et  qu'on 
cherche,  par  exemple,  le  dernier  terme,  soient  les  deux 
premiers  10,  50;  on  aurait  10  a?  =  50*= 2500  :  donc 
a.=25gfi=250.  En  effet  î§=^«  =  5. 

Un  nombre  harmonique  est  celui  dont  la  somme  des 
diviseurs  est  égale  au  nombre  même:  ainsi, 6 ayant  pour 
diviseurs  1 ,  2,  3,  il  suit  que  6  est  nombre  harmonique. 
De  même  28,  ayant  pour  ses  diviseurs  1 , 2,  4 ,  7, 1 4 ,  dont 
la  somme  est  28,  est  nombre  harmonique;  mais  ce  ne 
sont  pas  ces  nombres  qui  constituent  la  proportion  har-* 
monique. 

Si  l'on  a  quatre  nombres  tels  que  le  premier  soit  au 
quatrième  comme  la  différence  des  deux  premiers  est  à 
la  différence  des  deux  derniers,  et  en  proportion  géo^ 
métrique,  il  y  a  entre  ces  quatre  nombres  proportion 
harmonique.  Ainsi  24, 12,  9, 6,  sont  en  proportion  har- 
monique: car  24  : 6  :  :  24—12  : 9—6,  ou  24  : 6  :  :  12  : 3, 
proportion  géométrique. 
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Il  est  £sH;Ue  de  trouver  Fun  des  termes  lorsqu'on  con- 
naît les  trois  autres.  Par  exemple» qu'on  cherche  le  troi- 
sième terme  de  la  proportion  harmonique  dont  les  trois 
autres  sont  12,  6,  3:  les  quatre  termes  seront  12, 6,  x,  3, 
et  l'on  doit  avoir  12:3:;12— 6:ic— 3,  ou  12:3:; 
6: a;— 3;  d'où  l'on  tire  12a;— 36=18,  ou  2;»=9,en 
divisant  tout  par  6,  et  enfin  x=l.  Il  viendrait  donc  12, 
6,  f ,  3,  pour  les  quatre  termes  de  la  proportion  harmo- 
nique. En  effet  12;  3;:  6:$  — 3::6:  |. 

U  y  a  proportion  harmonique  continue  lorsque  les 
trois  termes  sont  tels  qu'il  y  ait  proportion  géométrique 
entre  le  premier,  le  troisième,  la  différence  du  premier 
au  second  et  la  différence  du  second  au  troisième.  Ainsi 
84, 2&,  U,  donnent  proportion  harmonique  continue  :  car 

84  :  14  :  :  sa  —24  :  24 — 14  :  :  6o  :  10  ::  6  :  i. 

ïl  est  aisé  de  trouver,  d'après  cela,  un  terme  de  la  pro- 
portion harmonique  continue.  Supposons  que  l'on  cherche 
le  moyen,  les  extrêmes  étant  12  et  2  :  dans  ce  cas  les  trois 
termes  sont  12,  x,  2,  et  l'on  doit  avoir  12  : 2  :  :  12— a;  : 
x—2,  d'oii  l'on  tire  12a5— 24  =24— 2a5;  puis  14a;=48, 
ou  7x  =24,  et  enfin  a? = V  :  donc  12,  ^ ,  2,  sont  en  propor- 
tion harmonique  continue.  En  effet,  chassant  la  fraction, 
il  vient  84,  24, 14,  comme  ci-dessus. 

PROGRESSIONS. 

Si  l'on  a  une  suite  de  rapports  arithmétiques  égaux,  tels 
que  le  conséquent  de  chaque  rapport  soit  égal  à  l'anté- 
cédent du  suivant,  il  vient  une  progression  arithmétique  : 
par  exemple,  3,6, 9, 12, 15,  sont  des  nombres  en  progres- 
sion arithmétique,  et  on  les  écrit-r  3*6 •9*12 •  15.  On 
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énonce  cette  progression  en  disant  :  3  est  à  6  comme  6  est 
à  9^  comme  9  est  à  i2,  comme  12  est  à  15. 

On  considère  cinq  choses  dans  une  progression  arith- 
métique^  savoir  :  le  premier  terme,  a,  le  dernier,  »,  la 
diiTérence  constante  entre  denx  termes  consécutif,  d,  le 
nombre  des  termes,  n,  et  la  somme  de  tous  les  termes,  s. 
Chacune  peut  s'exprhner  au  moyen  ou  en  fonction  de 
trois  des  quatre  autres,  ce  qui  donnerait  20  formules. 
Il  suffit,  pour  notre  objet,  des  deux  suivantes,  qui  sont 
les  plus  utiles,  savoir  :  «=:a  +  d(n— 1),  ou  bien  un 
terme  quelconque  est  égal  au  premier  plus  à  la  différence 
multipliée  par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  celui 
que  l'on  considère.  Ainsi  le  cinquième  terme  de  la  pro- 
gression ci-dessus,  dont  la  différence  est  3,  et  le  premier 
terme  aussi  =:  3,  sera  3  +  3*  4=^1 5.  Si  Ton  voulait  con- 
naître le  cinquante-cinquième,  on  aurait3  +  54*3=165. 
On  voit  avec  quelle  facilité  l'on  peut  obtenir  un  terme 
quelconque  d'une  progression  arithmétique. 

La  seconde  formule  est  «= (a  +  <»)  ;,  ou  la  somme  de 
tous  les  termes  est  égale  au  premier  plus  au  dernier,  le 
tout  multiplié  par  la  moitié  du  nombre  des  termes.  Ainsi 
la  somme  des  cinq  premiers  termes  de  la  progression  ci- 
dessus  est  (15+  3)  {=  18  •  1=5  •  9  =  45.  Pour  les 
vingt-quatre  premiers  termes,  on  aurait  d'abord  pour 
le  dernier  3+  3-23=72,  et  ensuite  pour  la  somme 
(3  +  72)V=^5. 12=900. 

Voici  encore  une  des  propriétés  des  progressions  arith- 
métiques ,  et  dont  on  fait  le  plus  grand  usage  dans  la  for- 
mation des  carrés  magiques  :  la  somme  des  extrêmes  de 
toute  progression  arithmétique  est  égale  à  la  somme  de 
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denx  antres  termes  à  égale  distance  de  ces  extrêmes;  et^ 
si  le  nombre  des  termes  est  impair^  elle  est  é|$ale  au 
double  da  moyen  terme.  Nous  appellerons  couple  ces  deux 
termes,  et  l'un  est  complément  de  l'autre  pour  former  un 
couple.  Ainsi  dans  la  progression  -7  3*6  -Q- 12*  15*  18  «21 
l'on  aura  3  +  21=6+18  =  9  +  15=2.12  =  24. 
Chaque  couple = 24 ,  et  3  est  complément  de  21,  ainsi  que 
21  Fest  de  3;  6  est  complément  de  18,  et  réciproquement; 
ISPèsld^  9,  et  9  de  15;  enfin  12  est  complément  de  lui- 
même. 

La  progression  géométrique  e^  aussi  celle  qui  est  com- 
posée d'une  suite  de  rapports  géométriques  égaux,  et  tels 
que  le  conséquent  de  chacun  est  égal  à  l'antécédent  du 
suivant  On  y  remarque  aussi  cinq  choses  :  le  premier 
terme,  a,  le  dernier,  «»,  le  quotient  constant,  q,  le 
nombre  des  termes ,  n,  et  la  somme  de  tous  les  termes,  s* 
On  retire  aussi  vingt  formules  >  dans  chacune  desquelles 
une  des  cinq  quantités  est  exprimée  en  fonction  de  trois 
des  quatre  autres;  les  plus  utiles  et  les  plus  usitées  sont 
les  deux  suivantes  : 

«saq'^'^S  ou  le  dernier  terme  est  égal  au  premier 
multiplié  par  le  quotient  élevé  à  la  puissance  désignée 
par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  Ainsi  dans  la 
progression  -îf  2 :6 :  18: 54: 162,  Ton  a  g=3....  n  =  5; 
donc  0=2 '3^=2  •  81  =162. 

La  seconde  formule  est  $  =  ^!^^;  et,  si  l'on  y  substitue 

lavalearde«,aTicnt«=  ^2^^^^^-^^  =  îï^  =  '-^^^ 
Cette  dernière  forme  est  la  plus  commode,  et  l'on  n'est 
pas  obligé  de  calculer  d'abord  le  dernier  terme  :  ainsi 


20 


lïOTI^NS 


dans  la  progression  ci-dessus  l'on  aurait  pour  les  huit 
premiers  termes,  a=:2...  4  =  3...n=89  et  il  Tiendrait 


» t(S 


Ui=3«— 1  =6561  —1  =6560, 


Les  progressions  géométriques  jouissent  d'une  pro- 
priété analogue  à  celle  des  progressions  arithmétiques , 
savoir  :  que  le  produit  des  extrêmes  est  égal  à  celui  de 
deux  termes  à  égale  distance  de  ces  extrêmes,  et  au  carré 
du  moyen  terme  lorsque  le  nombre  >des  termes  est  im- 
pair. Ainsi  2  .  162  =  6  .  54  =  18*  =  324.  Les  deux 
nombres  à  égale  distance  des  extrêmes,  ou  ces  extrêmes, 
forment  un  couple,  et  chacun  d'eux  est  complément  de 
loutre. 

La  suite  de  fractions  {,^f{fi,Uïf  ^t<^M  où  l'unité 
est  le  numérateur  constant,  et  où  chaque  dénominateur 
est  égal  au  précédent  augmenté  de  l'unité,  est  la  plus 
simple  des  progressions  harmoniques.  En  général,  toute 
série  de  fractions  dont  le  numérateur  sera  constant, 
et  dent  les  dénominateurs  auront  une  même  difGirence, 
sera  une  progression  harmonique.  Ainsi  |,  |,|,  f,  |,  etc., 
sont  en  progression  harmonique.  Car,  d'abord,  si  l'on 
divise  chaque  terme  par  le  numérateur  constant,  U  viendra 
19  89  i»  79  9*  Réduisant  au  même  dénominateur,  et  le 
supprimant, l'on  aura  3- 5* 7*9: 5-7.9: 3.7.9:3.5.9: 
3.5.7,  pour  les  termes  de  la  progression  :  les  divisant  par 
3,  il  restera  315:105:63:45:35;  or  31 5: 63::  21 0:42... 

105:45::  42:18.. 63: 35::  is:  10. 
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ARTICLE  III. 


IKfiérences,  et  diffiftrenees  de  différences. 


D'après  ce  qui  a  été  dit,  que  dans  toute  progression 
arithmétique  les  couples  sont  égaux ,  il  suit  que  chaque 
terme,  Fun  dans  l'autre,  vaut  un  demi-eouple,  ou  le 
moyen,  si  le  nombre  des  termes  est  impair.  Donc,  si 
l'on  doit  avoir  une  somme  fixe,  il  faut  prendre  les  dif-< 
férences  des  nombres  à  ce  demi-^onpIe>  ou  à  ce  moyen 
lorsqu'il  y  en  a  un  ;  ajouter  ces  différences,  lesquelles 
sont  positives  lorsqu'un  terme  est  plus  petit  qu'un  demi* 
couple,  et  négatives  s'il  est  plus  grand:  de  telle  sorte 
que*  la  somme  de  ces  différences  soit  =:(^.  Il  est  évident 
alors  qu'en  substituant  les  nombres  aux  différences  qui 
y  répondent,  on  obtiendra  la  somme  demandée.  Ainsi, 
par  exemple^  supposons  que  l'on  prenne  les  vingt -cinq 
premiers  nombres:  puisque  chacun  vaut  13,  terme  moyen, 
il  suit  que  cinq  deces  nombres  valent  5*  13  =^5.  C'est  le 
nombre  qui  doit  provenir  de  l'addition  de  cinq  des  vingt-* 
cinq  termes  de*  la  progression,  ou  c'est  la  valeur  de 
chaque  ligne  du  carré  de  5.  Or,  si  l'on  prend  au  ha- 
sard cinq  différences,  comme  4  +  12—7—6 — 3=0, 
les  nombres  9, 1 ,  20 ,  19 ,  16,  correspondans ,  vaudraient 
65,  somme  demandée.  On  fera  un  fréquent  usage  de  ces 
différences;. 

On  emploie  aussi  les  difiSrences  de  différences  pour 
faciliter  les  recherches.  L'on  verra  en  son  lieu  de  quelle 
utilité  elles  peuvent  être. 
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ARTICLE  IV* 

Déflnitioii  des  carrés  magiqaes  et  des 
tableaux.* 

Si  l'oD  partage  eu  an  nombre  n  de  parties  les  côtés 
d'un  carré  9  et  que  l'on  joigne  par  des  lignes  les  points 
opposés,  le  carré  sera  divisé  en  un  nombre  n'  de  cases. 
Si  l'on  place  ensuite  dans  ces  cases  les  termes  d'une 
progression  arithmétique ,  par  exemple,  de  manière  que 
la  somme  de  ceux  qui  sont  dans  les  bandes  horizon-- 
taies,  yerticales  et  diagonales  soii  la  même,  on  aura 
un  carré  magique.  Il  en  sera  de  même  si  la  progres- 
sion est  géométrique  ou  harmonique*.  H  &ut  seulement 
que  dans  la  première  le  produit  des  nombres  de  chaque 
bande  soit  égal,  et  que  dans  l'autre  ces  nombres  aient 
les  propriétés  dont  il  sera  tait  mention  ailleurs. 

Si  l'on  forme  deux  tableaux  tels  que  l'un  ne  c<mi- 
prenne  que  les  nombres  simples  de  la  racine  répétés  ou 
non;  dans  une  même  ligne,  et  que  l'autre  contienne  les 
multiples  de  la  racine,  en  y  comprenant  0  pour  un  de 
ces  multiples^  il  est  clair  que  l'on  aura  tous  les  nombres 
de  la  progression,  sans  qu'aucun  soit  répété,  pourvu 
que  chaque  multiple  réponde,  par  addition,  aux  diflTérens 
nombres  de  la  racine;  et,  si  le  premier  tableau  était  de 
plus  formé  de  manière  que  la  somme  de  chaque  ligne 
fût  égale  à  celle  des  nombres  de  la  racine,  et  le  second 
de  sorte  que  chaque  ligne  comprît  une  somme  égale  à 
celle  de  tous  les  multiples,  on  aurait,  en  syoutant  par 
ordre  les  nombres  de  chaque  tableau,  non-seulement 
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tous  ceux  de  la  progression,  mais  encore  dans  chaque 
bande  du  carré  une  même  somme ,  ce  qui  est  la  con- 
dition des  carrés  magiques.  La  Hire  s'est  particuliè- 
rement senri  de  tableaux;  mais^ outre  que  ce  procédé  ne 
donne  qu'une  manière  de  formation,  il  est  long,  et  de 
plus  il  y  a  beaucoup  d'autres  combinaisons  où  l'on  ne 
peut  enqiloyer  les  tableaux. 

ARTICLE  V. 

Enceinfes  on  bordnres. Distiiictioii 

des  lignMy  aa^lM,  etc. 

On  appelle  enceinte  ou,  bordure  (  on  emploiera  tou- 
jours la  dernière  expression)  les  deux  horizontales  et  les 
deux  verticales  qui  enveloppent  un  carré  magique,  de 
telle  manière  que  le  carré  total  soit  encore  magique. 
Il  peut  y  avoir  plusieurs  bordures.  La  première  sera  la 
plus  rapprochée  du  carré  central.  Dans  les  carrés  impairs 
on  peut  obtenir  jusqu'à  ^  bordures,  n  étant  le  nombre 
de  cases  d'une  bande,  et  même  pour  ce  cas  ^ ,  en  con^ 
sidérant  le  terme  moyen  comme  faisant  lui  seul  un  carré, 
et  les  8  cases  qui  l'entourent  comme  la  première  bor- 
dure. Mais  dans  les  carrés  pairs  le  maximum  des  bor-^ 
dures  est  ^.  L'on  peut  en  avoir  moins,  mais  jamais 
davantage,,  parce  que  le  plus  petit  carré  impair  est  celui 
de  3,  et  le  plus  petit  pair  celui  de  A,  puisque  2  ne  peut 
s'arranger  en  carré  magique. 

La  première  verticale  ^sera  celle  de  gauche,  les  autres 
en  suivant;  la  première  horizontale  sera  la  supérieure, 
et  les  autres  en  descendant;  la  première  diagonale,  celle 
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qui  part  de  l'angle  sapérieur  de  gauche ,  et  se  termine  à 
Tangle  inférieur  de  droite. 

On  dira  y  par  abréviation^  qu'une  diagonale  est  répétée, 
pour  indiquer  qu'elle  est  composée  d'un  même  nombre 
répété. 

Par  abréviation  encore ,  on  dira  qu'une  ligne  est  pé- 
riodique lorsqu'elle  est  composée  de  périodes  ou  de  sé- 
ries des  mêmes  nombres  dans  le  même  ordre. 

Deux  cases  symétriques  sont  également  placées  par 
rapport  au  centre  du  carré.  Pour  trouver  une  case  symé- 
trique à  une  ease  donnée,  on  tire  une  ligne  du  milieu  de 
cette  dernière,  et  par  le  centre.  La  case  qui,  sur  cette 
ligne,  est  à  la  même  distance  du  centre,  est  case  symé- 
trique à  la  case  donnée. 

Un  carré  magique  à  nombres  répétés,  ou,  par  abré- 
viation, un  carré  répété,  est  celui  dont  chaque  ligne 
comprend  les  mêmes  nombres,  sans  qu'aucun  soit  répété 
dans  ces  lignes.  Les  tableaux  sont,  le  plus  souvent,  des 
carrés  répétés. 

Deux  parallèles  complémentaires  sont  deux  parallèles 
à  une  diagonale,  telles  qu'elles  comprennent  ensemble 
autant  de  nombres  que  cette  diagonale. 

Les  cases  correspondantes,  ou  nombres  correspon- 
dans,  sont  ceux  qui  se  trouvent  sur  une  même  ligne 
horizontale,  verticale  ou  diagonale,  à  égale  distance  du 
milieu  de  cette  ligne. 

Un  angle  pair  ou  impair  est  celui  où  se  trouve  un 
iK>mbre  pair  ou  impair;  un  petit  nombre  est  celui  qui  est 
inférieur  an  terme  moyen  d'une  progression;  et  un  grand 
nombre, celui  qui  lui  est  supérieur. 


PREimÈRE  PARTIE. 


CARRÉS  MAGIQUES 

IMPAIRS. 

PREMIÈRE  SECTION. 


La  racine  est  un  nombre  premier. 

S  1.^ 

CARRÉS  SIVPLES  OU  SANS  BORDURE.^ 

Oit  supposera  toujours  que  la  progression  arithmétique 
est  celle  des  nombres  naturels,  dont  le  premier  est  l'unité  ; 
on  verra  ailleurs  que  les  autres  progressions  continues  ou 
discontinues,  distribuées  dans  les  cases  d'un  carré,  en 
sont  une  conséquence. 
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ARTICLE  PREMIER. 

GÀRRÉ  DE   3. 

Gomme  le  carré  de  3  est  la  base  des  carrés  impairs  avec 
bordure,  il  but  l'analyser  complètement. 

D^abord,  la  somme  des  neuf  premiers  nombres  étant 
(1+9)1=  45,  il  suit  que  chaque  bande  doit  ayoir  15  pour 
somme  des  trois  nombres  qu'elle  contient* 

Soit  l'unité  à  un  angle  :  elle  correspondra  à  trob  lignes, 
l'une  rerticale,  l'autre  horizontale,  et  à  une  diagonale;  i) 
Êiudraït  encore  14*  Or  Ift  ne  peut  se  Êdre  que  par  94~  ^ 
et  8  +  6  :  donc  l'unité  ne  peut  être  à  un  angle  ^  et  encore 
moins  au  centre,  où  elle  correspondrait  à  quatre  lignes. 

Soit  2  au  centre  :  il  £àxxi  encore  13;  or  13  ne  peut  se 
composer  que  par  9,  H,  ou  8,  5,  ou  7,  6,  et  il  faudrait 
quatre  combinaisons.  Si  3  est  au  centre ,  fl  faut  1 2;  or  12  ne 
peut  se  former  que  par  8, 4  et  7, 5  :  car  9 , 3 ,  ne  peut  avoir 
lieu,  puisque  3  est  àé^  employé.  Si  4  est  au  centre,  il  ûiut 
encore  1 1 ,  qu'on  ne  peut  avoir  que  par  9, 2,  ou  8,  3 ,  ou 
6,  5  :  car  7,  4  ne  peut  servir  i  donc  4  ne  peut  être  au 
centre.  Enfin  pour  5  au  centre  il  Êiut  encore  10,  qu'on 
aura  par  9, 1. . .  8, 2. . .  7, 3. . .  6, 4  :  donc  fl  &ut  néces- 
sairement 5  au  centre.  L'unité  sera  au  milieu  d'un  côté, 
et  9  lui  correspondra.  Maintenant,  soit  2  à  un  angle  :  il 
faut  encore  trois  fois  13  ;  or  13  ne  peut  s'obtenir  que  par 
9,  4.  • .  8,  5. .  •  7,  6  :  donc  2  sera  à  l'angle  de  la  ligne  ou 
se  trouve  9,  et  ne  peut  se  placer  ailleurs.  Au  reste  il  y  a 
deux  angles  qui  lui  conviennent  ;  l'un  d'eux  étant  choisi, 
le  reste  s'ensuit.  Il  Êiudra  encore  4  dans  la  bande  où  sont 
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2  et  9.  On  plaoera  8  en  diagonale  de  2  et  5, 3  sera  entre 
8  et  4^  6  en  diagonale  avec  4  et  5,  et  7  entre  2  et  6.  On 
remarquera  que  les  pairs  sont  aux  angles,  les  impairs  au 
milieu  des  côtés,  et  le  moyen  au  centre*  Il  suit  encore 
de  cette  remarque  que,  le  moyen  une  fois  placé  au 
centre,  et  un  seul  nombre  placé  à  un  angle  ou  au  milieu 
d'une  ligne,  tout  le  carré  s'ensuit  nécessairement  {plan^ 
chel,Jigure  1). 

Cette  analyse,  applicable  aux  autres  carrés,  serait 
longue  et  fiistidieuse.  C'est  le  seul  exemple  que  nous  en 
donnerons. 

Yoyons  la  formation  du  carré  de  3  par  tableaux.  Cefan 
de  la  racine  ne  comprend  que  1,2,  3.  Celui  des  multi- 
ples 0 ,  3,6*  Ils  peurent  être  distribués  comme  suit  : 

3  re  0   3 

1.«,1BLE1U.<    3      2      1  2.«TABLB1U.<    0      3      6 

2  {360 


{2  1 
3  2 
1     3 


Ajoutant  par  ordre  les  nombres  de  ces  deux  tableaux, 
il  Tiendra  le  carré  de  la  figure  1. 

n  est  fiiale  de  Toir  que  ce  carré  peut  a?oir  huit  posv* 
lions  :  l'ordre  des  nombres  est  le  même,  d'après  ce  qui 
a  été  dit.  D'abord,  si  l'on  fait  tourner  le  carré,  il  aura 
quatre  positions,  saToir,  une  à  chaque  quart  de  réyokt- 
tion.  Ensuite,  l'unité,  par  exemple, étant  au  centre  de  la 
bande  supérieure,  l'on  peut  alterner  la  première  et  la 
troisième  y^tcale  :  l'on  aura  une  bouTeile  position ,  el 
l'on  en  obtiendra  quatre  en  bisant  tourner  le  carré  :  donc 
en  tout  huit. 

Quoique  l'ordre  soit  le  même  dans  ces  huit  positions, 
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il  &ut  indispensablement  y  avoir  égard  :  car^  dans  tous 
les  cas  oii  ce  carré  n'est  pas  seul,  cette  différence  de  po- 
sition en  apporte  une  très-grande  dans  les  carrés  à  bor- 
dures et  autres ,  comme  on  le  Terra  par  la  suite* 

On  peut  encore  se  convaincre  de  ces  huit  positions  au 
moyen  des  tableaux  :  car,  2  étant  en  diagonale,  on  peut 
alterner  1  et  3,  ce  qui  donnera  deux  positions  j  et,  puis- 
que 3  est  en  diagonale  dans  le  second  tableau,  on  peut 
aussi  alterner  0  et  6,  ce  qui  en  donnera  encore  deux* 
Maintenant,  si,  dans  le  premier  tableau ,  on  met  2  dans  la 
seconde  diagonale  au  lieu  de  la  première,  ce  sera  en- 
core le  moyen  d'obtenir  quatre  positions  :  car  il  feudra 
aussi  que  3  change  de  diagonale  dans  le  second  tableau; 
et  dans  cet  état  les  permutations  entre  1  et  3  et  entre 
0  et  6  pourront  avoir  lieu  comme  précédemment* 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  le  carré  de  3  a  lieu  pour 
tous  les  carrés,  quelle  que  soit  leurforme.  Après  avoir  obte- 
nu toutes  les  combinaisons, on  pourra  en  di'viser  le  nombre 
par  huit,  pour  obtenir  les  combinaisons  réellement  diffé- 
rentes* Mais  cela  ne  doit  avoir  lieu  que  sur  le  carré  total, 
et  non  sur  les  carrés  particuliers  dont  il  peut  être  formé. 

Quant  à  la  composition  des  tableaux,  voici  les  obser- 
vations que  l'on  doit  retenir  : 

1.0  Après  avoir  écrit  la  première  ligne  horiïontale  ou 
verticale  (on  s'occupera  plus  spécialement  des  horizon- 
tales dans  ce  traité),  en  y  Êdsant  entrer  tous  les  nombres 
de  la  racine,  c'est^-dire  depuis  l'unité  jusqu'au  nombre 
qui  est.  la  racine  donnée ,  et  dans  l'ordre  que  l'on  voudra , 
on  formera  la  seconde  ligne  comme  il  va  être  expliqué, 
et  ensuite  toutes  les  autres  lignes  commenceront  par  le 
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nombre  du  même  ordre  pris  dans  la  ligne  précédente , 
que  celui  de  la  seconde  pris  dans  la  première  :  ainsi ,  par 
exemple ,  si  la  seconde  ligne  a  commencé  par  le  troisième 
nombre  de  la  première ,  la  troisième  ligne  commencera 
par  le  troisième  nombre  de  la  seconde  ;  la  quatrième,  par 
le  troisième  nombre  de  la  troisième  >  et  ainsi  de  suite. 

2fi  On  ne  peut  commencer  la  seconde  ligne  par  le  pre^ 
mier  nombre  de  la  première  :  car  les  bandes  n'auraient 
plus  la  somme  requise ,  attendu  qu'dles  seraient  toutes 
égales  en  horizontale,  et  que  les  nombres  seraient  répétés 
en  verticale. 

3.0  Lorsque  la  deuxième  ligne  du  premier  tableau  a 
conmiencé  par  un  nombre  de  la  première  d'un  ordre  quel- 
conque y  la  seconde  ligne  du  second  tableau  ne  peut  com- 
mencer par  un  nombre  du  même  ordre  :  car  alors  il  j 
aurait  des  nombres  répétés  dans  le  carré ,  lequel  ne  com- 
prendrait plus  tous  ceux  qui  doiyent  le  composer. 

4.0  L'on  ne  peut  prendre  le  deuxième  nombre  d'un 
tableau  pour  commencer  la  seconde  ligne ,  attendu  que 
le  dernier  serait  répété  en  diagonale,  à  moins  que  ce 
dernier  nombre  ne  soit  le  mojen. 

5.®  La  seconde  ligne  ne  peut  commencer  par  le  dernier 
de  la  première  :  car  le  premier  serait  répété  en  diagonale, 
à  moins  que  ce  premier  ne  soit  le  terme  moyen. 

Gfi  Enfin,  lorsque  le  moyen  est  répété  en  diagonale 
dans  un  tableau,  l'autre  tableau  ne  peut  avoir  la  même 
diagonale  composée  du  terme  moyen  répété  :  car  le  carré 
aurait  aussi  des  nombres  répétés. 

Ces  remarques  ont  lieu  pour  tous  les  carrés  compris 
en  ce  paragraphe. 
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ARTICLE    IL 

GA&ai  BB  5. 

Soient  les  tableaux  composée  comme  i^uit: 

12  3  4  5  /  0    5  10  15  20 

»&ftt3  I  fsa»  0  9  fO 

t.^rJauuLuJ  5  12  3  4  2fi  tablbauJ  5  10  15  20  0 
'23451  /2005  10  15 

^45123  \10  1520    0    5 

La  seconde  ligne  du  premier  tableau  commence  par  le 
troisième  nombre  de  la  première,  et  la  seconde  ligne  du 
second  par  le  quatrième  de  la  première.  Les  autres  lignes 
commencent  conmie  la  seconde  y  et  par  le  nombre  du  même 
ordre  pris  dans  la  précédente.  Une  fois  le  premier  nombre  de 
chaque  ligne  écrit,  les  autres  suivent  l'ordre  de  la  première 
ligne  jusqu'à  la  fin  de  cette  première  ligne,  et  l'on  achève 
en  reprenant  les  premiers  nombres ,  sans  en  intervertir 
l'ordre,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  les  deux  tableaux  ci*^essus. 

Ajoutant  par  ordre  les  nombres  des  deux  tableaux, 
l'on  obtient  le  carré  {planche  1 ,  Jigure  2). 

CSalculons  le  nombre  de  combinaisons  pour  un  carré 
simple,  c'est«à-dire  sans  bordures,  croix,  châssis,  etc. 

Soit  n  la  racine;  n*  le  nombre  des  termes  de  la  pro- 
gression, lequel  est  toujours  un  nombre  carré.  On  peut 
combiner  n  lettres  de  (1 ,  2, 3.  • .  n)  manières.  Ge  nombre 
représente  les  combinabons  de  la  première  ligne  d'un 
tableau.  Qu'on  fasse  d'abord  abstraction  des  premier, 
deuxième  et  dernier  nombres  de  cette  ligne ,  pour  Gom-- 
mencer  la  seconde;  celle-ci  ne  pourra  commencer  alors 
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qoe  par  Jes n  —  3  nombres  restans,  et  par  oonaëqnent 
le  premier  tableau  aiira(1,2,  S^A...?»)  (n— 3)  cembi- 
naisons.  Quant  au  second,  comme  la  deuxième  ligne  ne 
peut  commencer  par  un  nombre  du  même  rang  que  la 
seconde  dans  le  premier  tableau ,  U  n'y  aura  que  r-^-4 
manières  de  la  former.  Ainsi  le  deuxième  tableau  aura 
(1 ,  2^  3. .  •  n)  ( it*-4)  combinaisons;  mais  chacune  de 
celles-ci  se  combinant  ayec  toutes  celles  du  premier  ta- 
bleau, il  Rendra  pour  ce  cas(1, 2,  3. . .  ny  (ri — 3)(n— 4), 

Supposant  maintenant  que  le  mojen  soit  répété  dans 
le  premier  tableau  et  dans  la  première  diagonale ,  les 
nombres  restans  de  la  première  ligne  se  combineront  de 

(  1, 2, 3 n — 1  )  manières;  et,  comme  dans  ce  cas  la 

seconde  ligne  commence  nécessairement  par  le  dernier 
terme  de  la  première,  il  n'j  a  pas  d'autres  combiiiaisons 
pour  le  premier  tableau;  quant  au  second,  la  première 

ligne  aura  toujours  (  1, 2,  3 n)  combinaisons,  et  la 

seconde  (n— "3),  en  ne  supposant  point  de  moyen  en 

diagonale,  ce  qui  donnera  en  tout   (1,  2,  3 n) 

(1)2,3 n--1)  (n— 3).  Il  en  sera  de  même  si  la 

premier  tableau  a  dans  la  seconde  diagonale  le  terme 
moyen  répété,  ou  si  la  seconde  ligne  commence  par  le 
second  nombre  de  la  première,  dans  laquelle  le  moyen 
est  le  dernier*  De  plus,  si  le  premier  tableau  n'a  pas  le 
terme  moyen  répété ,  le  second  peut  l'aroir  à  la  première 
ou  à  la  seconde  diagonale.  On  aura  donc  pomr  le  cas  de 
diagonale  en  nombre  répété  dans  l'un  des  tableaux  seu« 
lement  4(1,  2,  3 n)  (1, 2,  3 n— 1  )  (n— 3> 

Enfin,  si  le  premier  tableau  ayait  la  première  diagonale 
répétée,  le  second  pourrait  ayoir  la  seconde  aussi  répétée, 
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ce  qui  donnerait  pour  chaque  tableau  (1,2,3 n — 1  ) 

et ,  par  la  multiplication  des  combinaisons  de  ces  tableaux, 
(1, 2,  3 n— 1)*;  de  même,  si  c'est  la  seconde  diago- 
nale dans  le  premier  tableau,  et  la  première  dans  le  second, 

qui  soient  répétées ,  l'on  aura  encore  (1 , 2, 3 n — 1  )*, 

donc  en  tout  pour  ce  cas  2(1,2,3 n — 1  )*. 

Réunissant  ces  combinaisons,  il  viendra  (1 ,2, 3 ny 

(«-3)(«-4)+a(1,2,3 n)(1,2,3 n-1) 

(„_3)+2(l,2,3 n— 1)«=(1,2,  3 n— 1)« 

„«(,i_3)(rt_4)  +  a(1,2,3 n— 1)«.n.(«— 3)+ 

2(1,2,3 11—1)*  =  (1,2,  3 n— 1)« 

{„«(«_3)(n— 4)  +  4/i(/i— 3)  +  2}. 
Les  combinaisons  pour  5  seront  : 

(1,2,3,a)»(5"-2+20.2  +  2)=24«.92  =  52992. 

Ozanam  {Récréations  mathématiques)  a  &it  erreur  en 
multipliant  240,  qui  est  le  nombre  des  combinaisons  du 
premier  tableau  lorsqu'on  commence  la  deuxième  ligne 
par  les  troisième  et  quatrième  termes  de  la  première^  par 
240,  qu'il  suppose  donner  les  combinaisons  du  deuxième 
tableau  :  car  on  ne  peut  ayoir  que  240  X  1 20,  et  non  240  *, 
en  ne  considérant  pas  les  diagonales  répétées. 

Pour  7  on  aurait  363,916,800. 

Ozanam  ùdi  ici  la  même  erreur  que  pour  le  carré  de  5, 
et  n'a  pas  Êdt  entrer  en  compte  le  cas  de  diagonales  ré- 
pétées. La  règle  donnée  ci-dessus  est  la  seule  exacte. 

Pour  11  de  racine  on  aurait  le  nombre  prodigieux 
93,889,190,707,200,000. 

Peur  3 ,  comme  n^—  3 = 0 ,  l'on  n'aurait  que  huit  com- 
binaisons, comme  on  l'a  déjà  trouvé. 

n  n'y  aurait  qu'à  prendre  le  huitième  des  combinaisons 
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ci-âedsii8,  pour  avoir  les  carrés  réeQement  diffirens;  mais 
seulement  dans  le  cas  où  ces  cairés  sont  seuls,  ou  n'en- 
trent pas  dans  d'autres  carrés. 

On  yient  de  voir  qu'il  j  aurait  près  de  94  quatrillions  de 
manières  de  fiiirele  carré  de  11;  et,  malgré  ce  nombre 
considérable,  on  pourrait  passer  sa  vie  à  le  construire 
afant  de  réussir  :  car  ce  nombre  n'est  rien  comparé  à  celui 
qui  résulte  de  la  multiplication  successive  des  121  pre- 
miers nombres.  'La  méthode  donnée  lait  arriver  directe- 
ment au  but* 

Chaque  ligne  du  carré  de  5  doit  contenir  65=^2!^^=;? 
*V^=13.5. 

ARTICLE   IIL 

On  va  encore  donner  le  carré  de  7.  La  mardie  que  l'on 
suit  pour  le  carré  de  5  et  celui  de  7  sera  la  même  pour 
tous  ceux  dont  la  racine  est  nombre  premier. 

Soient  les  tableaux 


f3  7  2  5  6  1  4 
6  14  3  7  2  5 

J7256  1  4  3 
14  3  7  256 
2  5  6  14  37 
4  3  7  2  5  6  1 

15  6  1  4  3  7  2 


r14  42  0  21  7  28  35 
0  21  7  28  35  14  42 
7  28  35  14  42  0  21 
[35  14  42  0  21  7  28 
142  0  21  7  28  35  14 
^21  7  28  35  14  42  0 
128  35  14  42    0  21     7 


Ajoutant  par  ordre ,  l'on  aura  le  carré  (Jigiire  3, 
planche  I). 

On  voit  que  les  nombres  de  la  première  ligne ,  dans 
diaque  tableau,  sont  distribués  à  volonté;  seulement  tous 


Ton.  I. 


sa 
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ceux  de  la  racine  doivent  se  trouver  dans  chaque  ligne 
du  premier,  «et  tous  les  multiples  de  la  racine  dans  les 
lignes  du  second*  On  a  de  même  commencé  arbitrairement 
la  seconde  ligne  du  premier  tableau  par  le  cin<iuième 
nombre  de  la  première,  et  la  seconde  du  second  tableau 
par  le  troisième  nombre  de  la  première. 

S'il  est  aisé  d'obtenir  le  carré  lorsque  tes  tableaux  sont 
formés,  il  est  aussi  &cîle  de  revenir  aux  tableaux  lorsque 
le  carré  est  donné.  Voici  les  règles. 

Pour  le  premier  tableau  l'on  écrit  les  nombres  du  carré 
tels  qu'ils  sont  lorsqu'ils  n'excèdent  pas  la  racine  :  ainsi , 
pour  le  carré  de  7,  les  nombres  1 , 2 , 3, 4, 5, 6, 7,  s'écrivent  au 
premier  tableau ,  à  la  place  où  ils  se  trouvent  dans  ce  carré. 

Si  le  nombre  excède  la  racine ,  on  en  soustrait  le  plus 
grand  multiple  qui  s'y  trouve  contenu,  et  l'on  écrit  le 
reste  :  ainsi,  dans  le  même  carré  de  7,  s'il  se  trouve  37, 
par  exemple,  on  ôte  35,  il  reste  2,  qu'on  écrit;  au  lieu  de 
17,  on  écrirait  17—14=3 ,  et  ainsi  de  suite. 

Le  premier  tableau  étant  formé ,  le  second  ne  présente 
pas  de  difficulté,  et  il  s'obtient  sur  le  champ;  il  suffit  d'a- 
jouter à  chaque  nombre  du  premier  ce  qui  est  nécessaire 
pour  remplir  la  case  correspondante  du  carré.  Ainsi,  la 
première  bande  horizontale  du  carré  de  7  étant  17,  49,  2, 
26, 1 3, 29,  39,  la  première  ligne  du  premier  tableau  serait 

17— .14. . . .  49—42. . . .  2. . . . 26—21 ....  13— 7 

29—28. . . .  89—  35,  ou  3, 7,  2,  5, 6, 1,  4,  et  la  première 
du  second  tableau  comprendra  les  nombres  soustraits;  et, 
comme  2=2 — 0,  U  faudra  mettre  0  à  la  case  correspon- 
dante à  2,  et  il  viendrait  14, 42,  0, 21,7, 28,  35,  et  ainsi 
des  autres.  Cette  règle  s'applique  à  tous  les  carrés  pairs 
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OU  impairs,  sans  exception,  lorsque  la  progression  est 
cdle  des  nombres  naturels  à  commencer  par  l'unité. 

Chaque  ligne  ou  bande  du  carré  de  7  doit  conte- 
nir^*^?fia  =  25. 7=^175. 

ARTICLE  lY. 

■  ilHODl   BXPéBlTITB  POITR  LBS  CÀEmii   ISFAIES, 
QUBLLB   QUB    SOIT   hk  BÂCUIBt 

Yoici  une  méthode  très-expéditiye  pour  faire  sur  le 
champ  un  carré  magique  impair  quelconque,  et  même  si 
les  progressions  sont  interrompues. 

On  place  le  premier  terme  de  la  progression  au  dessus 
de  la  Terticale  du  milieu  du  carré;  le  second  au  bas  de  la 
suivante,  on  suppose  que  ce  soit  celle  de  droite;  les 
nombres  suiyans  se  mettent  par  ordre,  et  en  diagonale 
en  remontant  d'une  case,  jusqu'à  ce  que  l'on  sorte  du 
carré;  alors  on  place  le  nombre,  qui  ne  peut  se  mettre 
dans  la  case  manquante,  à  l'autre  extrémité  de  la  ligne 
où  il  aurait  dû  se  trouver.  Ainsi ,  sort-on  du  carré  par  la 
droite ,  on  le  place  à  gauche,  à  la  première  case  de  la 
bande  supérieure  ;  sort-on  par  le  dessus,  il  se  place  à  la  case 
inférieure  de  la  verticale  suivante;  si  l'on  rencontre  une 
case  déjà  remplie ,  on  met  le  nombre  sous  le  précédent  ; 
on  agit  de  même  si  l'on  sort  par  un  angle ,  et  l'on  con- 
tinue toujours  en  diagonale  et  dans  le  même  sens.  En 
Toici  des  exemples  sur  les  carrés  de  1 1 ,  de  9  et  de  7  cases 
à  progression  interrompue. 

CÀBRé  PB  11  {planchelyjigure  ^y 
Le  premier  terme,  1 ,  de  la  progression  est  au  dessus  de  la 
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Terticale  du  milieu;  le  second,  2,  au  bas  de  la  verticale 
suivante;  les  autres  nombres,  jusqu'à  6,  se  placent  diago- 
naiement;  et,  comme  7  sortirait  du  carré,  il  se  place  à 
gauche  sur  la  ligne  supérieure ,  et  l'on  continue  jusqu'à  1 1  ; 
mais,  12  tombant  sur  une  case  déjà  remplie  par  1 ,  on  le 
met  sous  11 ,  et  l'on  va  jusqu'à  Itt;  mais,  15  sortant  du 
carré  par  le  dessus,  il  se  [^ce  au  bas  de  la  verticale  sui- 
vante, et  l'on  continue  jusqu'à  18;  et  19,  sortant  par  le 
côté,  se  met  à  gauche  de  la  ligne  horizontale  supérieure; 
on  place  ensuite  23  sous  22;  puis  28  au  bas  de  la  verticale 
qui  suit  ceUe  ou  est  27;  ensuite  31  à  gauche  de  l'horizon- 
tale supérieure  à  ceUe  où  est  30;  ensuite  34  sous  33;  puis 
Al  au  bas  de  la  verticale  suivant  celle  où  est  40;  et  43  à 
l'horizontale  supérieure  à  celle  où  est  42,  et  à  gauche; 
puis  45  sous  44 ,  et  54  à  l'angle  inférieur  de  la  dernière 
verticale;  ensuite  55  à  la  gauche  de  Fhorizontale  suivante 
supérieure;  puis  56  sous  55,  et  l'on  remplit  la  seconde  dia- 
gonale jusqu'à  66;  et,  comme  on  sort  par  l'angle,  67  se 
place  sous  66;  puis  68  à  l'angle  supérieur  de  la  première 
verticale;  ensuite  69  au  bas  de  la  seconde  verticale;  et, 
en  continuant  d'^rès  cette  marche, on  termine  par  121 , 
dernier  terme  de  la  progression^  et  qui  se  trouve  au  bas 
de  la  verticale  où  se  trouve  le  premier  ou  l'unité;  et  il  en 
sera  de  même  pour  tous  les  carrés  impairs.  La  figure  4 
fera  encore  mieux  *  comprendre  cette  méthode,  qui  ne 
donne  qu'une  manière  de  construction,  et  par  consé- 
quent est  très-bornée. 

On  peut  être  curieux  de  connaître  les  tableaux  qui  ont 
donné  Ueu  à  ce  carré.  Los  voici  : 
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i.«f  TABLBAV. 

'  'TVFTTCTTTT^ 

M     M     -^     -»     O^    00     ^     »     «     ^ 

0«^MI«-*.<*OCD0D>a0» 

•^3eft«iCke*M-^-^o«oOD 

eO»^0»OI4»MM-*>-«-0 

l«-k-^O«00*4»CR|^«» 

CkMiA-^^ooodojaoi 

AOIfkMM^-^OfipODM 

^     >k 

O«D00>a»«A«toM|«-*>-* 

2.e  TABLBAV. 

•i^ 

S3SSS:toSSS:S 

:3SSgSSioSSS- 

isstîss'sssiro 

•  sss:3SS&î:»2 

ioSSS3Sg&3K 

SSioSSS:îSgS- 

«k«»i«>*iOoSaov]o»cM 

Ces  dfeux  tableaux  sont  remarquables*  On  voit  daiis  le 

preuiier  que  la  première  ligne  commence  par  les  pairs  et 
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par  ordre;  viennent  ensuite  les  impairs.  Le  premier  nombre 
de  la  seconde  ligne  suit  celui  du  milieu  de  la  première. 
On  peut  donc  retenir  aisément  ce  tableau. 

Quant  au  second  tableau,  le  0  est  au  milieu  de  la  pre- 
mière horizontale ,  et  les  multiples  suivent  par  ordre  jus- 
qu'au multiple  moyen,  qui  est  ici  ^.  Cette  horizontale 
commence  par  le  multiple  qui  suit  le  moyen»  La  seconde 
horizontale  commence  par  le  deuxième  nombre  de  la 
première.  La  seconde  diagonale  est  répétée.  Ce  tableau 
est  donc  aussi  Êicile  à  retenir  que  le  premier. 

U  parait  que  c'est  par  analogie  qu'on  est  parvenu  à 
la  marche  indiquée.  Le  carré  de  3  présente  cette  dis- 
tribution: on  aura  cherché  à  l'appliquer  à  celui  de  cinq, 
et  la  formation  des  tableaux  s'en  est  suivie. 

CAR&É  BB   9   (/?g.  5,  pL  I). 

Quoique  9  ne  soit  pas  premier,  la  méthode  expéditive 
s'y  applique  également  Yoici  les  tableaux. 

(24  6  81  3579  /45  54  63  72  0  9  18  27  36 
3  579246  81      (54  63  72    0    9  18  27  36  45 

14  681357  92^.163  72    0    9  18  27  36  45  54 

15  7924  6813  2  172  0  9  18  27  36  45  54  63 
6.8  1  3  5  7  9  2  4  I  /   0    9  18  27  36  45  54  63  72 

i7  9  2  4  6  8  1  3  5  »  ]  9  18  27  36  45  54  63  72  0 
813579246^118273645546372    0    9 

'92  4  6  81357  [  27  36  45  54  63  72  0  9  18 
135792468      ^3645546372    0    9  18  27 

Les  remarques  sur  le  carré  de  1 1  s'appliquent  encore  ici. 
D'après  la  manière  dont  les  carrés  sont  formés  par 
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cette  méthode  ezpéditiye^  les  cases  symétriques  forment 
un  couple.  Ainsi,  dans  la  figure  5,  où  chaque  couple  yaut 
82=81  +1 ,  on  verra  que  46  +  36,  cases  symétriques, 
23  et  59,  9  et  73,  et  ainsi  des  autres ,  donnent  toujours 
pour  somme  82.  Mab  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
cairés  construits  par  d'autres  tableaux. 


AETICI.S    V. 

rAETICULÂalTis. 

Si  là  progression  ne  commençait  pas  par  l'unité,  on 
obtiendrait  toujours  facilement  les  tableaux,  mais  il  Êiut 
énoncer  différemment  la  méthode  de  leur  formation.  La 
première  ligne  horizontale  du  premier  tableau  commence 
par  le  deuxième  terme  de  la  progression  des  nombres 
de  la  racine;  riennent  ensuite  de  deux  en  deux  les  autres 
nombres.  La  seconde  ligne  commence  par  le  troisième 
nombre  de  la  racine;  les  lignes  suivantes  se  forment  à 
l'ordinaire  les  unes  des  autres,  comme  la  seconde  de  la 
première;  ou  mieux,  la  première  verticale  se  forme  des 
nombres  de  la  racine  dans  leur  ordre,  à  commencer  du 
second. 

Quant  au  second  tableau,  on  place  toujours  0  au  mi- 
lieu de  la  prepiière  horizontale,  les  multiples  viennent 
dans  leur  ordre.  Cette  horizontale  commence  par  le  mul- 
ti]4e  qui  suit  le  terme  moyen.  La  première  verticale  se 
pompose  de  ces  multiples  dans  leur  ordre  :  rien  n'est 
donc  plus  facile  que  d'obtenir  les  tableaux. 

Si  la  progression  n'est  pas  celle  des  nombres  naturels 
commençant  ou  non  par  l'unité,  le  carré  magique  se 
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forme  à  l'ordinaire.  Quant  aux  tableaux^  on  les  obtient 
comme  on  vient  de  le  dire.  Par  exemple,  soit  la  pro- 
gression 3«5«7«9 97*999  celle  qui  doit  remplir  les 

quarante-neuf  cases  du  carré  de  7.  Gomme  les  sept  pre- 
miers nombres  sont  3, 5,7,9911, 13, 15,  ce  seront  ceux 
de  la  racine,  ou  ceux  qui  doivent  composer  le  premier 
tableau  :  la  première  ligne  de  ce  tableau  sera  donc  5,9, 
13,3,7,11,15;  la  première  verticale  sera  5,7,9,11, 
13,15,3.  Ces  deux  lignes  formées,  le  tableau  s'ensuit 

Pour  avoir  les  multiples,  conmie  le  premier  nombre 
qui  vient  après  ceux  de  la  racine  est  17,  si  l'on  soustrait 
de  17  le  premier  terme  3  de  la  progression,  il  vient  Ift, 
premier  multiple  ;  et  la  première  horizontale  du  tableau 
des  multiples  sera  56,70,84,0,1a, 28, ft2;  la  première 
verticale  serait  56,70, 8/li, 0,1 4,28,42,  semblable  à  l'ho- 
rizontale. 

Si  la  progression  était  interrompue,  le  carré  par  la  mé- 
thode expéditive  se  formerait  toujours  de  la  même  ma- 
nière    (Jlg.    Gypl.    I). 

Les  progressions  sont  5«8*11  •I4«17*20*23 

31.34.37*40.43./l6./il9 57.60.63.66.69.72.75 

83.86.89.92.95.98.101 109.112.115. 

118.121.124.127 135.138.141.144.147.150.153 

161  •164.167.170.173.176.179. 

La  différence  de  chaque  progression  est  3.  L'intervalle 
entre  deux  progressions  est  8.  La  somme  totale  est  ifc±|â2 

7ii6i±i2i_i(28  +  80  + 132+184  +236  +  288  +  340) 
=^2^.  Donc  chaque  ligne  contiendra  ^=644;  chaque 
nombre  vaudra ^^=925  chaque  couple  vaut  2.92=184; 
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OU  bien  encore  chaque  couple  vaut  5-1-179,  savoir  le 
premier  et  le  dernier  terme*  Le  terme  moyen  est  92,  qui 
est  le  moyen  de  la  progression  centrale,  et  chaque  ligne 
aura  7*92. 

Pour  les  tableaux ,  ib  sont  faciles  à  composer.  Le  premier 
se  forme  avec  les  nombres  de  la  première  progression;  le 
premier  multiple  est  31 — 5=:26* 

La  première  horizontale  sera  donc,  pour  ce  premier  ta-« 
bleau,8, 14,20, 5,  t1,17,23;la  première  verticale, 8, 11, 
14,17,20,23,5. 

Quant  au  second  tableau,  l'horûontale  et  la  verticale 
seront  104,  f  30, 156,  0, 26,  82, 78;  û  en  sera  de  même 
pour  tous  les  cas. 

n  suit  de  ce  qui  précède  qu'il  est  inutile  de  considérer 
d'autres  progressions  que  ceDes  des  nombres  naturels  com- 
mençant par  l'unité. 

Dans  les  tableaux  formés  comme  il  a  été  expliqué,  si 
l'on  prend  deux  parallèles  à  une  diagonale ,  telles  que  ces 
deux  parallèles  comprennent  entr'elles  autant  de  termes 
qu'en  renferme  une  des  lignes  dti  tableau,  ces  termes  se- 
ront dans  le  même  ordre  que  ceux  de  la  diagonale ,  sans 
commencer  cependant  par  le  même  nombre,  et  par  consé* 
qnent  le  carré  sera  encore  magique  sous  ce  rapport ,  puis- 
que la  somme  de  ces  deux  parallèles  sera  égale  à  celle 
d'une  ligne  de  ce  carré  :  ainsi  la  première  diagonale  du 
premier  tableau  de  7  (,pûge  33)  étant  3, 1, 5,  7,  4,  6,  2, 
si  l'on  prend  deux  parallèles  comprenant  entr'eDes  7 
nombres,  comme  6,  2,  3,  et  1,  5, 7,  4,  on  voit  que  ces 
nombres  sont  disposés  comme  ceux  de  la  diagonale,  c'est- 
àr-dire  dans  le  même  ordre,  sans  commencer. cependant 
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par  le  même  nombre  3*  Mais  cela  n'a  plus  lieu  si  une  dia- 
gonale est  répétée  ou  périodique  :  ainsi ,  pour  la  seconde 
diagonale  ipag.  S7  )  du  second  tableau  de  1 1 ,  cette  pro- 
priété n'existe  pas;  elle  n'a  pas  lieu  dayantage  pour  la  pre- 
mière diagonale  du  premier  tableau  de  9(,pag*  38),  attendu 
qu'elle  est  périodique. 

n  en  est  des  carrés  comme  des  tableaux  :  ainsi  dans  la 
figure  6  on  Terra  que  la  somme  des  parallèles  à  la  pre- 
mière diagonale  est  encore  magpique,  puisqu'elle  donne  644. 
En  effet,  37+ 98+ 138  + 17+57+ 118  + 179= 6W„et 
ainsi  des  autres;  mais  les  paràUèles  à  la  seconde  diagonale 
ne  donnent  pas  cette  somme,  parce  que  dans  l'un  des  ta- 
bleaux il  7  a  eu  diagonale  répétée;  et  c'est  un  signé  de 
répétition  ou  de  période  dans  une  diagonale  que  le  dé&ut, 
dans  deux  parallèles  complémentaires,  d'avoir  leur  somme 
égale  à  celle  d'une  ligne  du  carré. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  des  nombres  soient  en  pro- 
gression pour  avoir  un  carré  répété  r  ainsi  ^figure  7,  pL  I) 
l'onyoit  que  les  nombres  A,  7, 2, 9, 1 3, 18, 5,  dont  la  somme 
est  58,  sont  disposés  en  carré  répété. 

Si  la  somme  des  nombres  donnés  se  divisait  par  la  ra- 
cine, et  que  l'un  de  ces  nombres  (ut  égal  au  quotient,  il 
pourrait  se  répéter  en  diagcmale,  et  le  carré  serait  exact 
{fig.  8).  Les  nombres  4,  2,9,5,  7, 15,21 ,  donnent  pour 
somme  63 ,  dont  le  7.^  égale  9  ;  et ,  puisque  9  fait  partie  des 
nombres,  il  peut  entrer  en  diagonale. 

n  pourrait  se  trouver  des  nombres  répétés  parmi  ceux 
donnés  :  on  n'aurait  pas  moins  un  carré  magique;  seule- 
ment on  ne  commencerait  pas  la  seconde  ligne  par  le 
deuxième  ou  dernier  nombre  de  la  première  :  car  les  dia- 
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gonales  seraient  finisses,  à  moins  que  le  terme  moyen  ne 
composât  l'une  d'eDes. 

Si  l'on  a  plusieurs  carrés  magiques  d'une  même  racine, 
l'addition  par  ordre  donnera  encore  un  carré  magique; 
mais  il  pourra  se  trouyer  des  nombres  répétés.  Les  carrés 
formés  par  le  mojen  de  tableaux  rentrent  dans  cette  ca^- 
tégorie. 

On  peut  proposiar  des  nombres  en  progression  arithmé- 
tique tels  que  les  horiaontales  aient  une  difiE&rence,  et  les 
yerticales  une  autre,  coamie  : 


f .  4.  7.f0.1S 
3.  6-  9.12.15 
5.  8.1M4.17 
7.t0»l3.16.19 
9*12.15*18.21 


t9   I 

m 


es 


0  8  41  2  6 
260  8  4 
8  4  260 
6  08  42 
4  2  6  0  8 


I  4  7  10  13 
7  10  13  1  4 
13  1  4  7  10 
4  7  10  13  1 
10  13  1  4  7 
Le  premier  tableau  se  compose  arec  les  nombres  de  la 
première  ligne  donnée^;  le  second  avec  les  multiples  de  2, 
différence  des  verticales  ,  et  l'on  a  le  carré  ^g.  9 ,  p/.  I)- 
n  s'y  trouTe  des  nombres  répétés ,  mais  ils  existent  parmi 
ceux  donnés;  la  somme  des  cinq  progressions  est  275, 
dont  le  cinqmème  est  55 ,  Taleur  de  cbaque  ligne  du  carré , 
et  ^s  parallèles  aux  diagonales,  tie  carré  peut  encore  se 
construire  par  la  méthode  expéditite  ;  le  moyen  de  la  pro* 
gtession  centrale  tient  le  milieu  du  carré. 

On  fora  fréquemment  usage  de  la  méthode  expéditire, 
particulièrement  lorsqu'on  aura  à  construire  des  carrés  im- 
pairs fiiisant  partie  d'autres  carrés. 

On  pourra,  d'après  ce  qui  précède,  fidre  tout  carré 
simple  impair  dont  la  racine  est  nombre  premier,  et 
même  tout  impair,  par  la  méâiode  expédîtiTe. 
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S  2. 

CÀERis    À    BORDUEBS. 

La  théorie  des  bordures  est  celle  à  laquelle  on  s'est  le 
moins  appliqué  >  et  qui  Êicilite  singulièrement  la  construc^ 
tion  de  toute  espèce  de  carrés  magiques.  Quoiqu'il  soit  aisé 
de  former  les  bordures ,  il  est  assez  difficile  de  connaître  le 
nombre  de  yariations  doht  est  susceptible  un  carré  à  bor- 
dures. Les  tableaux  sont  inutiles  pour  ce  genre  de  carrés: 
car  il  ne  serait  pas  possible  de  prévoir  leur  construction. 

L'on  a  dit  qu^  pouvait  y  avoir  jusqu'à  ^  bordures, 
n  désignant  la  racine ,  et  en  considérant  le  carré  de  3 
comme  le  plus  simple  de  tous;  mais  on  peut  en  avoir  beau- 
coup moins.  Ainsi  17^  par  exemple ,  de  racine  peut  n'en 
point  avoir^  ou  se  composer  du  carré  de  1 5  avec  bordure , 
de  13  avec  deux  bordures,  de  11  avec  trois  bordures ,  de 
9  avec  quatre,  de  7  avec  cinq,  de  5  avec  six,  enfin  de  3 
avec  sept  bordures ,  ce  <pii  fournit  un  nombre  prodigieux 
de  combinaisons» 

Dans  toute  bordure  les  nombres  opposés  doivent  fiiire 
un  couple;  et,  en  effet,  puisque  le  carré  central  est  ma- 
gique, il  faut ,  pour  que  le  carré  avec  bordure  le  soit  aussi, 
que  ces  nombres  donnent  un  couple;  et,  si  l'on  arrive 
jusqu'au  carré  de  3 ,  le  mojen  dans  les  carrés  impairs  sera 
nécessairement  au  centre  du  carré ,  puisqu'il  n'a  pas  de 
complément.  Hais  si  la  racine  du  carré  central  excède  3, 
le  moyen  peut  se  trouver  hors  du  centre,  mais  jamais  en 
bordure. 

Toute  bordure  surpasse  ceDe  qui  la  précède  de  8 
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nombres  formant  quatre  couples;  et  même  si  Ton  consi- 
dère le  moyen  conmie  carré  central ,  et  les  8  nombres  qui 
l'entourent  conmie  une  bordure,  la  suiyante,  ou  ceUe  de  3, 
sera  aussi  de  8  nombres ,  et  ainsi  de  suite  de  8  eç  8.  En 
effets  soit  n  le  côté  d'une  bordure ,  le  côté  oj^sé  sera  en- 
core IX,  et  chacun  des  deux  autres  sera  n— 2  :  en  tout 
2n.+  2  (n— 2)=::an— 4=4  (i— 1).  C'est  le  uombre  de 
cases  de  toute  bordure ,  le  côté  étant  n.  Maintenant,  la  bor^ 
dure  suiTante  surpasse  4e  2  cases,  pour  un  côté,  celui  de 
la  bordure  précédente  :  donc  n  doit  être  remplacé  par 
n+2,  et  l'on  aurait  4  (/i+2— 1)=4  (n+l)=4«+4;  si 
l'on  soustrait  de  ce  dernier  nombre  4/t— 4,  Taleur  du 
nombre  de  cases  de  la  bordure  qui  précède,  on  aura 
4«+4— 4«+4=8. 

On  trouve  iacilement  un  nombre  qui  ait  tant  de  bor- 
dures qu'on  voudra.  Soit  N  ce  nombre  de  bordures;  l'on  a 
TU  qu'en  supposant  le  carré  de  3  comme  central,  l'on  ob- 
tenait ^  pour  le  maTJmum  de  bordures  :  donc  N  =^  ; 
d'où  it=2N+3;  si  donc  on  voulait  10  bordures,  alors 
1V=:10,  et  71=20+3=23. 

Si  le  carré  était  pair ,  il  faudnttt  prendre  N=:^ ,  d'où 
n=2N+4. 

Plus  généralement,  soit  n!  le  c^rré. central  :  on  aura 
n=2N+n'.  Ainsi  ^  que  le  carré  central  soit  7,  et  qu'on 
veuille  un  nombre  qui  ait  5  bordures  et  ce  carré  central, 
il  viendrait  ii=10+7=î7. 

Pour  aller  du  simple  au  composé,  l'on  va  analyser  le 
carré  de  5  à  bordures. 
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AaiIGLE  PREMIER. 
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Le  carré  de  S  central  doit  se  composer  d'une  progrès* 
sion  non  interrompae,  ou  de  trois  progressions  dont  la 
raison  soit  la  même:  ainsi  que  les  intervalles ,  le  mc^en  13 
doit  nécessairement  occuper  le  cento^^  et  les  8  antres 
nombres  former  quatre  couples.  Toid  toi|tes  les  manières 
d'obtenir  ces  carrés  centraux  ayec  les  25  nombres  du 
carré  de  5. 

D'après  la  distribution  ci-dessous  la  progression  qui  est 
seule  est  celle  du  milieu  ;  les  nombres  de  l'une  des  deux 
restantes  sont  complémens  de  ceux  de  l'autre.  Il  est  inutOe 
de  s'occuper  des  nombres  qui  surpasseraient  12  dans  la 
première  des  progressions  :  car  on  retomberait  dans  des 
progressions  déjà  obtenues. 

Soit  d'abord  la  raison  des  progressions  =  l'unité ,  l'on 
aura: 

.23.24.25  \  1 

.22.23.24  \      .  2 

.21.22.23  J  3 

.20.21.22  /  4 

.19.20.21   \  12.13.14  5 

.18.19.20  (  6 

.17.18.19  I  7 

..16.17.18   I  8 

..15.16.17  /  9 


1. 

2. 

3 

2. 

3. 

4 

3. 

ft. 

5 

4. 

5. 

6..,.. 

5- 

6. 

7 

6. 

7. 

a.... 

7. 

8. 

9 

8. 

9' 

10. ... . 

9>10.t1 

Soit  maintenant  la  raison  des  progressions  =  2.  La  pro- 
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groasion  centrale  sera  nécessairement  11  •  13  •  15,  et  Ton 
aura  : 

1.  3.  5 21  •23.25  \  10 

2.  /»•  6 20-22.24  ]  .  11 

3-  5*  7 19*2f.23  I  12 

i».  6-  8. 18.20.22  \  11.13.15  13 

5.  7.  9 17.19.21  (  14 

6.  8.10 16.18.20  1  15 

8.10.12 U.16.18  /  16 


Soit  la  différence  =  3,  et  Ton  obtiendra: 
1.  4.  7 19.22.25 


2  •  5  •  8> . 
3.  6«  9.. 

5.  8.11.. 

6.  9.12.. 


10.13.16 


9.13.17 


8.13.18 


17 
18 
19 
20 
21 


...18.21.24 
...17.20.23 
...15.18.21 
...14.17.20 

Si  la  diffiéreiioe  est  U,  û  vient  : 

2.  6.10. 16.20.24 

3.  7.11 15.19.23 

4.  8.12. 14.18.22  J 

Enfin,  pour  la  difiérence  5,  Fon  aura  : 

1.  6.11 15.20.25 

2.  7.12. 14.19.24 

En  tout  vingt-six  manières  de  fonner  k  carré  central;  et, 
conune  chacune  donne  huit  positions ,  l'on  aura  208  com- 
binaisons de  ce  carré  central,  qu'il  est  nécessaire  de  retenir  : 
car,  one  bordure  restant  fixe,  chacune  de  ces  huit  positions 
apporte  on  diangement  réel  et  notable  dans  le  carré  totaL 

Muntenant ,  pour  connaître  toutes  les  bordures  du  carré 


22 
23 
24 


25 
26 
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de  5  9  il  faut  yoir  si  Ton  peut  indifféremment  mettre  aux 
angles  des  nombres  pairs  ou  impairs* 

D'abord  les  complémens  sont  ici  de  même  nature  que  les 
nombres  avec  lesquels  ils  font  un  couple.  Or  un  couple  est 
égal  à  26,  nombre  pair,  qui  né  s'obtient  que  par  deux  pairs 
ou  deux  impairs.  On  &it  abstraction  de  13,  qui  est  né- 
cessairement au  centre,  comme  on  l'a  dit  Mais  cbaque 
ligne  du  carré  central  yaut  3*1 3 = 39  ;  et  ce  nombre ,  étant 
impair,  ne  peut  se  composer  que  de  trob  impairs  ou  d'un 
impair  et  de  deux  pairs  :  donc ,  si  l'une  des  lignes  ne  con- 
tient que  des  nombres  impairs ,  les  quatre  angles  sont  im- 
pairs, et  par  suite  le  carré  central  n'aura  que  des  impairs, 
ou  sera  composé  de  8  impairs. 

Si  l'un  des  angles  est  pair,  comme  chaque  ligne  doit 
être  impaire,  il  Êiut  que  l'un  des  angles  d'un  même  côté 
soit  impair  si  le  nombre  du  milieu  est  pair ,  ou  que  cet 
angle  soit  pair  si  le  nombre  du  milieu  est  impair. 

]>ans  le  premier  de  ces  deux  cas  la  ligne  opposée  aura 
un  an^e  pair  et  un  impair,  et  le  nombre  du  milieu  sera 
pair;  les  deux  autres  côtés  auront  aussi  le  nombre  du  mi- 
lieu pair  :  on  aura  ainsi  employé  6  pairs  et  2  impairs. 

Dans  le  second  cas,  les  quatre  angles  étant  pairs,  les 
quatre  nombres  du  milieu  sont  impairs,  et  l'on  aura  pris 
4  pairs  et  4  impairs. 

Il  faut  Toir  ce  qui  résulte ,  pour  la  bordure,  de  ces  obser- 
vations. 

Si  Fou  a  employé  4  pairs  et  4  impairs ,  il  reste  8  pairs 
et  8  impairs;  mais  chaque  ligne  du  carré  de  5  yaut  65, 
nombre  impair,  qui  ne  peut  ayoir  lien  que  par  5  impairs, 
ou  3  impairs  et  2  pairs ,  ou  enfin  par  1  impair  et  4  pairs. 
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Soient  sur  une  des  lignes  de  la  bordure  un  angle  pair  et 
un  impair  :  on  ne  pourra  avoir  5  impairs  sur  aucune  ligne , 
puisqu'il  j  aura  1  pair,  par  supposition.  Donc  les  angles 
ne  peuvent  être  de  nature  différente  dans  le  cas  où  une 
ligne  aurait  5  impairs.  D'ailleurs,  si  une  ligne  avait  5  im-* 
pairs,  l'opposée  en  aurait  aussi  5,  ce  qui  ferait  10,  et  il 
n'en  reste  que  8  :  ainsi  une  ligne  ne  peut  avoir  5  impairs 
dans  ce  cas. 

Si  l'une  des  Hgnes  comprend  &  pairs  et  1  impair, l'op^ 
posée  aura  aussfft  pairs  et  1  impair,  il  restera  6  impairs  ; 
il  en  Êiudra  S  à  chacune  des  deux  autres  lignes;  et,  si  les 
angles  sont  de  nature  différente ,  conmie  chaque  figne  au- 
rait déjà  1  impair  et  .1  pair,  il  y  aurait  4  impairs  et  1 
pair  dans  ces  figues ,  qui  ne  seraient  plus  impaires  :  donc 
les  angles  ne  peuvent  être  de  nature  différente  pour  le 
cas  que  l'on  considère;  d'un  autre  côté ,  ils  ne  peuvent  être 
impairs  tous  quatre ,  puisqu'on  suppose  qu'une  ligne  con- 
tient h  pairs  et  1  impair  :  ils  seront  donc  pairs  tous  les 
quatre. 

Enfin ,  qu^une  ligne  ait  3  impairs,  y  compris  un  angle,  et 
2 pairs,  ce  sera  emploi  de  4  pairs  et  6  impairs,  à  raison 
de  la  Ugne  opposée;  resteront  ^  pairs  et  2  impairs.  On 
ne  pourrait  mettre  que  1  impair  dans  chacune  des  lignes 
restantes;  elle  aurait  alors  2  impairs  et  3  pairs,  dont  la 
somme  est  paire;  ainsi,  dans  toutes  les  suppositions,  lors- 
que le  carré  central  comprend  4  pairs  et  4  impairs,  non 
compris  le  moyen ,  les  angles  sont  nécessairement  de  même 
espèce. 

Tenons  au  cas  où  l'on  a  employé  6  pairs  et  2  impairs: 
il  reste  6  pairs  et  10  impairs  pour  la  bordure.  On  ne  peut 

•     TOM.  I.  fi 
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d'abord  mettre  5  impairs  dans  mie  ligne  :  car  l'opposée  en 
aurait  aussi  5,  et  les  deux  lignes  restantes  seraient  paires. 
On  ne  peut  pas  davantage  mettre  3  impairs  dans  une  ligne, 
dont  deux  aux  angles  :  car  on  aurait  employé  6  impairs  et 
^  pairs;  il  ne  resterait  que  1  pair  à  chacune  des  autres 
lignes ,  lesquelles  seraient  paires.  Si  une  ligne  com- 
prend 2  pairs  aux  angles ,  ils  sont  pairs  tous  les  quatre  y  et 
il  reste  2  pairs  et  4  impairs  :  il  y  aurait  donc  2  impairs 
seulement  à  chacune  des  autres  lignes  y  ce  qui  ne  peut  la 
rendre  impaire;  il  &udra  donc  que  les  angles  soient  de  na- 
ture différente;  alors  les  4  pairs  restans  sont,  dans  chaque 
ligne ,  entre  les  angles. 

Enfin,  si  le  carré  central  comprend  8  impairs,  il  reste 
12  pairs  et  4  impairs  :  alors  les  quatre  angles  sont  pairs. 

Aécapitnlant  : 
Le  carré  central  comprend  :  La  bordure  aura  : 

4  pairs,  4  impairs.  Angles  de  même  espèce. 

6  pairs,  2  impairs.  Angles  d'espèce  différente. 

8  impairs.  Angles  tous  pairs. 

U  conyient  d'observer  que,  si  les  progressions  étaient 
autres  que  celle  des  nombres  naturels  commençant  par 
l'unité  y  les  combinaisons  du  carré  de  5  seraient  encore 
les  mêmes  :  car  il  n'y  aurait  qu'à  placer  au  dessus  des 
nombres  de  ces  progressions  ceux  de  la  progression  que 
l'on  considère  ici,  et  substituer;  l'on  obtiendrait  soit  le 
carré  central ,  soit  la  bordure. 

D'après  ces  données  il  ùmi  chercher  les  bordures  dn 
carré  de  5  pour  la  progression  naturelle ,  et  toutes  les  com- 
binabons  pour  les  26  carrés  centraux. 
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(  24      1    U 
Le  premier  carré  central  est  <     3  1 3  23 

p2  25    2 

J  4    5    6    7    8    9  10  11 
Les  noBAres  reslaas  sont  |22  21  20  19  18  17  16  15 

Puisque  le  carré  central  conlient  d  pairs  et  H  impairs ,  la 
bordure  aura  ses  angles  de  même  espèce. 
Soient  aux  angles 

41    .    .    ,    6 


20    .    •    .  22 

Puisque  la  première  Terticale  a  d^à  2A ,  il  lui  ÛMit 

enoare  41  pour  fiiire  65;  et,  la  dernière  horiaontaleajant 

42,  il  faut  lui  ajouter  23;  or  on  ne  peut  faire  23  avec  un 

grand  et  deux  petits  nombres  :  car  le  phis  petit  des  grands 

est  15,  et  les  plus  petits  parmi  les  petits  sont  5  et  7;  or 

54-7  +  15=27,  plus  grand  que  23  :  il  fiiut  donc  prendre 

trois  petits;  il  n'y  a  que  5, 7, 1 1  et  5,  8, 10  qui  aient  23 

pour  somme.  Si  l'on  chobit  5, 7,  11,  les  nombres  rcstans 

c  8    9  10) 
sont  /^„  .«  ,^>;  il  feut  prendre  dans  ces  nombres  deux 
)18  17  16j 

grands  et  un  petit  pour  avoir  41  :  car  18,  le  plus  grand 
parmi  les  grands  nombres,  et  9+  10,  les  pins  grands  des 
petits,  ne  donnent  que  37;  mais  8  +  16  +  17=41.  Main- 
tenant, si  l'on  prend  5,  6,  10  pour  l'horizontale,  il  reste 
f  5    9  lli  ^.     ,^ 
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nombres;  il  suit  qae ,  pour  les  angles  4 ,  6^  il  n'y  a  qu'une 
seule  bordure  ;  mais,  les  angles  étant  fiaces^les  trois  nombres 
du  milieu  donnent  6  combinaisons  pour  une  yerticale,  et 
6  pour  l'horizontale  partant  de  l'angle  coHunun,  ce  qui 
Êdt  36  combinaisons*  Maintenant ,  le  carré  total  prend  8 
positions  y  le  csmré  central  en  a  aussi  8  :  ce  seront  donc 
64*36=230ft  combinaisons  pour  chaque  bordure.  Ce 
dernier  nombre  doit  être  multiplié  par  celui  des  bordures 
correspondantes  à  chaque  carré  centraL 

Voici  les  bordures  :  les  deux  premiers  nombres  sont  les 
an^es,  dont  le  supérieur  de  gauche  précède  le  supérieur 
de  droite;  les  trois  nombres  suirans  sont  ceux  de  la  der- 
nière horizontale  entre  les  complémens  des  angles;  enfin 
les  trob  derniers  sont  ceux  de  la  première  yerticale  entre 
l'angle  commun  et  le  complément  de  l'autre  angle.  La 
bordure  s'achèye  par  les  complémens  de  ces  8  nombres. 

2ft    1  m 


I 


Premier  carré  centra].  <     3  13  23 
12  25    2 

wK         ^        (456789  10  il 
nombres  restans.  / 

\  22  21  20  19  18  17  16  15 


BOKDURBS. 
IHGLBS.         HOKIZOHTÀLB.  TSKTICALS. 

4  6   5  7  11      8  16  17 
8 

15      8  17  20 


4  10 


C  5  9  11 

1  6  9  10 

ï  5  7  15 

(  7  9  11 


7  16  20 
10      7  15  21 


6  18  21 
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AHCUS.        HORIZONTALE.  TBRTICÀLE. 


« 

6  15 

8  16  17 

«  10  11 

6  17  18 

6 

8  11 

9  10  22 

6 

9  10 

8  11  22 

U 

8  15 

7  16  20 

n 

7  16 

8.15  20 

n 

9  16 

7  18  20 

n 

6  1» 

10  17  18 

n 

7  18 

9  16  20 

5 

7  15 

9  10  22 

4 

7  16 

9  11  21 

7 

9  11 

4  16  21 

H 

8  17 

7  15  21 

6 

8  15 

4  16  21 

4  10  17 

5  18  20 

6 

8  17 

5  16  22 

6 

9  16 

4  18  21 

4 

9  18 

6  16  21 

4 

6  21 

9  16  18 

4 

7  20 

9  11  21 

6 

8  10 

4  16  21 

4 

8  21 

6  16  19 

5 

622 

7  16  18 

5    7 

5    9 

5  11 

6  8 

6  10 

7  9 

7  11 

8  10 

9  U 


En  tout  28  bordures.  On  aura  donc  2304  •28=64512 
Gombuvûsons  pour  le  premier  carré  central. 


IL 


...., 
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Deuxième  carré.  < 

23    2  14 

4  13  22 

12  24    3 

Nombres  restons./ 

1    5    6    7    8    9  10  11 
25  21  20  19  18  17  16  15 

BORDURES. 

Le  carré  central  comprenant  6  pairs  et  2  impairs, les 
angles  seront  d'espèce  diCTérente. 

AHGLU. 

BOMZOHTALB. 

TERTICALB. 

1    6 

5 

7    8 

11  16  17 

1     8 

II 

6  11 

7  9 

10  17  19 
10  15  21 

1  10 

il 

8  11 
7  11 

9  19  20 
9  18  21 

5    6 

{! 

8  15 
7  16 

7  16  17 

8  15  17 

5    8 

/  1 
(  1 
j  1 

f  ^ 

V  7 

10  15 
9  16 
6  19 
9  11 
9  10 

6  17  19 

7  15  20 
10  15  17 

7  10  25 
6  11  25 

5  10 

1 

8  19 

9  15  20 

6    7 

{! 

|0  15 

9  16 

5  17  18 
8  11  21 

.    i 
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ÀRCLM. 

HOBIZOHrUI. 

TBRTICAIB. 

6      9 

(5    8  15 
<  1  11  16 
(  1    8  19 

7    10   25 

5  18  19 
10  11  21 

6  11 

(  5    7  18 
>  1    8  21 

9  15  20 
9  16  19 

7    8 

1  1  10  17 
t  1    621 

5  15  20 
9  15  16 

7  10 

f  1  11  18 

l  5    8  17 

5  17  20 

6  11  25 

8    9 

(  5  10  15 
M  10  19 

1  19  20 
5  15  20 

8  11 

7    9  16 
.    1  10  21 

1  20  21 
6  17  19 

10  11 

C  6    9  19 
1  5    920 

1  18  21 

7    8  25 

En  tout  30  bordures  «  on  a  donc  pour  ce  deuxième  carré 
central  2304  •  30=69120  combinaisons. 

Troisième  carré  centra] 

r  22    8  14 

.<     5  13  21 

C  t2  23    4 

„.            .        fl26789  10  11 
Nombres  restans.  / 

res  resians.^  25  24  20  19  18  17  16  15 

Le  carré  central  contient  4  pairs  et  4  impairs  :  donc  les 
angles  sont  de  même  espèce. 

56 
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9  16  20 

10  18  19 

8  19  ao 

8  15  24 

7  18  24 

8  16  1» 

9  16  20 
9  11  25 

11  17  19 
7  9  25 
1  16  29 

7  11  25 

8  11  24 

1  16  2/1 
6  11  24 

2  16  25 
1  18  24 

8  10  25 

9  16  18 
1  16  24 

6  ^6  19 

7  16  18 

En  tout  22  bordures  t  donc  les  combinaisons  pour  ce 
troisième  carré  central  sont  2304.22=50688.  On  peat 
remarquer  que  8, 10  aux  angles  ne  donnent  pas  de  bor- 
dure :  car  il  faut  pour  l'horizontale  31,  et  pour  la  verticale 
41.  On  trouve  bien  parmi  les  nombres  restans  les  4  hori- 
«onlales  1,  6,  24;. ..  2,9,20;. . .  1,11, 19;.  ..7,9,15; 
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mais  on  ne  peut  former  Ui  pour  la  verticale»  Il  arrive  sou- 
vent qu'après  avoir  compose  une  des  deux  lignes,  on  ne 
peut  obtenir  l'autre. 


(  21     4  14 

Quatrième  carré  central 

.{    6  13  20 

(  12  22    5 

Nombres  restans.  /  _ 

2    3    7    8    9  10  11 

l  25  24  23  19  18  17  16  15 

Le  carré  central  comprend  6  pairs  et  2  impairs.  Les 

ingles  sont  d'espèce  différente* 

ANGLIS.         HORIZONTALE* 

■ra&TicÂU. 

P 

3  17 

11  16  19 

1    8  <  2 

9  11 

7  16  23 

M 

9  10 

7  15  24 

1  10      2 

7  15 

8  17  23 

2    3  1  ! 

7  10 

8  15  17 

8    9 

10  11  19 

3  18 

11  16  17 

2    7/3 

8  11 

9  10  25 

9  10 

8i1  25 

2    9  |î 

8  15 

-7  16  23 

7  te 

8  15  23 

2  11  1  ] 

9  16 

7  18  23 

7  18 

9  16  23 

3    8  1  ^ 

7  15 

9  10  25 

7  16 

9  11  24 

3  10       1 

8  17 

7  15  24 

58 
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AHGLBS. 

HOKnOHTAI,B. 

VBBTICALB. 

(  3    9  16 

1  15  24 

7    8 

/  1  10  17 

2  15  23 

1  1     324 

9  15  16 

(  1  11  18 

2  17  23 

7  10 

{  3    9  18 

2  15  25 

(2    325 

9  15  18 

8    9 

(  1  10  19 
i  2    325 

2  15  23 

10  11  19 

8  11 

)  3  10  19 
l  1    724 

1  17  24 

9  10  23 

(  2    923 

1  18  19 

10  11 

^192» 

7    8  23 

1  2    725 

3  17  18 

En  tout  29  bordures  >  doBC  le  quatrième  carré  central 

donne  2î 

1 .  2304  =66816  combinaisons. 

(  20    5  14 

Le  cinquième  carré  eentral  est  ^    7  13  19 

P2  21    6 

(     1    2    3    4    8    9  10  11 
i  25  24  23  22  18  17  16  15 

Nombres  restans. 

Comme  on  a  4  pairs  et 

4  impairs  au  carré  central ,  les 

angles  sont  de  même  espèce. 

ARGLBS. 

HOKIZOlTTAtB. 

TBHTICALB. 

1     3 

2    4  11 

8  16  17 

1     9 

(  3    4  16 
t  2    3  18 

8  15  24 

10  15  22 

AVEC    BOKDUBE. 
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AHfiUS. 


Il 
4 


2    8 


'■{ 


3    9 


1 


3  11 


8 
10 


9  11 


{î 


uzovriLB. 

TBKTICALB. 

4  18 

9    16   24 

3  15 

8  16  17 

4  16 

9  11  25 

9  1t 

4  16  25 

8  15 

4  16  25 

222 

11  16  18 

10  11 

2  18  25 

9  16 

4  18  25 

9  10 

1  22  24 

9  15 

3  16  24 

9  15 

2  18  25 

8  22 

1  16  24 

824 

3  16  22 

En  tout  16  bordures  :  donc, pour  ce  cinquième  carré, 
Ton  a  2304  •16  =  36864  combinaisons. 


\ 


19    6  14 
Le  sixième  carré  central  est  ^     8  13  18 

12  20    7 

1     2    3    4    5    9  10  11 
25  24  23  22  21  17  16  15 
Ici,  le  carré  central  ajant  6  pairs   et  2  impairs,  les 
angles  sont  de  nature  différente. 

AHCUS.         HOKIBOIITAU.  TUTICALE. 


Nombres  teslans* 


10 


2 

4 


5  11 

9  11 


9  13  23 
3  21  24 


02 

CAllKé 

DB    5 

Attendu  qu' 

0  j  a  6  pairs 

et  2  inpairs  au 

carré  oen- 

tral,  les  angies  sont  d'espèce  différente. 

▲HGLBS.         HORUOITÀLI. 

tbktigaIi. 

-Mî 

6    7 

4  15  21 

5    7 

6  11  23 

"1^ 

5  11 

3  19  20 

6    9 

3  15  24 

'Mî 

3  15 

4  19  21 

5  11 

2  19  23 

2    3       5 

6    7 

4  11  25 

^^{l 

a  15 
6  11 

3  19  20 
1  19  22 

p 

6  19 

4  21  23 

2  11  <  1 

4  21 

6  19  23 

b 

322 

7  20  21 

36|î 

5  15 

1  19  22 

2  19 

5  15  22 

0    5       1 

2  19 

6  11  23 

/  * 

6  19 

1  21  24 

(  ^ 

520 

2  19  25 

d  11  ]  1 

720 

2  21  23 

1  1 

6  21 

3  19  24 

\  1 

3  24 

6  19  21 

'«i; 

4  19 

2  15  23 

3  19 

4  11  25 

M 

4  21 

2  15  23 

"'  ' 

3  21 

4  11  25 

322 

5  11  24 

(l 

223 

4  15  21 

ATEC    BOKSDKE. 


AHCLBS»        aOKiaOïrTllE.  TIBTICÀLB. 

(  3    5  22  1  19  24 

6  11  ^   1    5  24  3  19  22 

(  2    3  25  a  19  2J 

En  tOQt  29  bordures  ponr  ce  hoitième  carré,  et  par 
conséquent  29  •  2304 = 66816  comlnnaisons. 


i16  9  14 
11  13  15 
12  17  10 

Nombres  restans.  / 

\  25  24  28  22  21  20  19  18 

Le  carré  central  ayant  4  pairs  et  4  impairs ,  les  angles 
sont  de  même  espèce. 

IHCLBS. 


1 
2 
3 


HOKIZOHTALB. 

TIBTICALB. 

4 

5    8 

2  19  20 

4 

6    7 

2  18  21 

1 

3  19 

4  20  21 

1 

4  18 

2  20  21 

1 

220 

4  18  21 

2 

320 

1  18  22 

1 

222 

3  18  20 

2 

3  18 

1  19  21 

1 

3  19 

2  18  21 

2 

322 

1  19  21 

5  7 

4    6 

6  8 
L'on  n'a  ici  que  10  bordures  pour  ce  nearièmc  carré  : 

donc  2304»  10=23040  combinaisons. 
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!23    1  15 
5  13  21 
11  25    3 

„.  .        «246789  10  12 

Nombres  restons.  <  „,  ,^  ,^  ^„  .„,_.„  .^ 

\  24  22  20  19  18  17  16  14 

Le  carré  central  ayant  toat  impair,  les  anj^es  sont  pairs. 


ANGLIS. 


2 
2 


2  10 

2  12 
4    6 


4    8 


12 


6    8 


G  10 


HOUZONTALB. 

TBaTICÀU 

4 

8  9 

10  14  19 

4 

7  12 

9  16  20 

6 

7  10 

9  14  22 

4 

7  14 

9  18  20 

4 

9  12 

8  19  20 

6 

7  12 

8  17  22 

8 

9  10 

720  22 

2 

7  14 

8  16  17 

2 

9  12 

7  16  18 

2 

9  14 

7  16  20 

2 

7  16 

9  14  20 

2 

6  17 

10  14  19 

6 

7  12 

9  10  24 

6 

9  10 

7  12  24 

2  10  17 

8  19  20 

2 

8  19 

10  17  20 

4 

9  14 

7  10  24 

2 

9  16 

7  12  22 

2 

9  18 

7  14  22 

4 

8  17 

7  12  24 

2 

8  19 

9  12  22 

8 

9  12 

2  19  22 

AVEC    BOUDVKE. 
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AHGUS. 


6  12 


8  10 


8  12 


10  12 


Houzoinii,a< 

8  16 
22 
2  9  20 
2  7  22 
6  10  17 
2    9  22 

820 

7  22 

24 


(78 
\  2    7 

{ 
{-. 

il  8 
6  7 
4    7 


TIUICÀU. 

4  17  24 
10  17  1« 
7  12  22 
9  12  20 
2  19  22 

7  16  20 
2  17  22 

8  9  24 
6  M  1« 


.En  tout   31  bordures  pour   ce   dixième  carré,    ou 
31.2304=71424  combinaisoDs. 


!  22    2  15 
6  13  20 
11  24    4 

3    5    7    8    9  10  12 
25  23  21  19  18  17  16  14 


Nombres  restans. 


•{25 


Le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs,  les  angles 
sont  d'espèce  di£férente. 


AHCLBS. 


1     8 


1  10 


HOaiZOHTALB. 

TsanuLB. 

3 

5  14 

10  17  19 

3 

7  12 

9  16  21 

5 

7  10 

9  14  23 

3 

7  14 

9  18  21 

3 

9  12 

8  19  21 

5 

7  12 

8  17  23 

TOM.   !• 
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MGLBS.         HOUZORUU. 

TIKTIUU. 

■■{i 

9  14 
7  16 
7  12 
9  10 

7  16  21 
9  14  21 
9  10  25 
7  12  25 

312|J 

10  17 
8  19 

8  19  21 
10  17  21 

5    8/1 
(7 

9  14 
9  16 
9  10 

7  10  25 
7  12  23 
3  14  25 

5  10  /  3 

9  18 
8  17 
8  19 

7  14  23 
7  12  25 
9  12  23 

-{? 

9  14 
10  17 

1  16  23 
5  12  23 

7  10  /  5 
(3 

12  17 

8  17 

9  18 
9  18 
8  21 

3  18  21 
3  14  25 
5  12  25 
3  16  25 
9  10  25 

8    9      1 

10  19 

5  12  23 

1  14  23 
5  14  19 
1  18  23 
5  18  19 

En  tout  30 
30.2304=69 

bordures  pour  ce  onzième  carré  : 
120  combinaisons. 

donc 

AYEG 

BOROVBE.                                   67 

C  21    3  15 

Le  donâème  carré  central  est  ^     7  18  19 

(  11  23    5 

Nombres  restans.  < 

2    4    6    8    9  10  12 

24  22  20  18  17  16  14 

Le  carré  central  ayant 

tous  ses  nombres  impairs,  les 

angles  sont  pairs. 

ÀNGLB8.        HOEIZOKTÀLB. 

ymncÀLB. 

2  4  r  ®  *^ 

Il    8  10 

8  16  17 

9  12  20 

*                  f  1    6  16 

9  14  22 

2    8  M  10  12 

6  17  22 

{  4    9  10 

6  14  25 

2  10      1    4  10 

12  17  18 

2  12  /  *    «  *^ 
18    9  10 

8  16  25 

420  25 

4    6       1  10  12 

8    9  24 

410  P    8  17 
\  6    9  12 

6  14  25 

2  18  25 

4  12      2    9  18 

6  16  25 

fi    «  i  *    9  14 
*    M  2    9  16 

1  16  24 

4  12  25 

6  10      2    9  18 

4  14  25 

^-{VIZ 

2  18  25 

10  17  18 

«'«{HS 

4  12  25 
9  12  20 

8  12       4    9  20 

2  16  25 

68 

ANGLES. 

10  12 

Le   ^omâème  carré   ayant    22    bordures,    on    aura 
2304  •  22 = 50688  coinbinaisons. 


CARRÉ 

DE    5 

HOl 

UZOHTA 

LB. 

TBKTIULB. 

2 

825 

4   17  20 

4 

6  25 

8    924 

i  20    4  15 
8  13  18 
11  22    6 
„     ^  .        (    1    2    3    5    7    9  10  12 

Nombres  restans.  j  35  24  23  21  19  17  16  14 

Comme  U  y  a  6  pairs  et  2  impairs  au  carré  central ,  les 
angles  sont  d'espèce  différente. 

AHGLBS.    BOKIZOHTALB.      TBKTICALI. 

1  10   3  9  12      5  19  24 

1  12   2  5  19      10  17  23 

2  3   1  5  12      7  16  17 
1  3  16      9  14  19 

2  5  H  7  12  9  10  23 

9  10  7  12  23 

5  16  9  12  23 

5  14  9  10  25 

9  12  5  16  23 

9  10  5  14  25 

7  14  5  16  25 

5  16  7  14  25 


2  9 

3  10 


! 
i 

{ 
{ 


2  5  19      9  12  25 
5  9  12      2  19  25 


AYBG    BORDURE. 


AHGLBS. 

3  12 
5  12 
7  10 


7  12 

9  10 
9  12 


1 


HOUZOHTILB. 

1  10   17 

3  10  17 

2  325 
2    3  25 

1  10  21 

2  9  21 

3  5  24 
1  7  24 
1  10  23 


VBKTICUK. 

5  19  24 

2  19  25 
10  17  19 

9  12  21. 

3  17  24 
3  16  25 
9  10  25 
5  12  23 
2  19  21 


Bn  tout  23.  bordures  pour  le  treirième  earré  :  ce  qni 
donne  23  •  2304 = 52992  combinaisons. 


Le  qnatoixième  carré  est 


19    5  15 

9  13  17 

11  21    7 


IVombres  restans. 


\23 


2    3    a    6    8  10  12 
23  2a  23  22  20  18  16  14 
Le  carré  central  étant  tout  composé  d'impairs ,  les  angles 
sont  pairs. 

AlfGLBS. 


2    H 


2    6 


HOUZOmULB. 

TSKTICUB. 

(  1    6  12 
M    8  10 

8  10  23 

6  12  23 

C  1    8  12 

4  16  23 

/  3    4  14 

8  10  25 

(  1     4  16 

8  12  28 

70 


CARRÉ   DE   5 


ANGLES. 


HORIZOITTALB. 


2    8  <  3 


i 


2  12 


4    G 

4  12 
6  10 

8  12 


{? 


il 


8  10  < 


10  12 
6  14 
4  16 
8  16 
420 
8  12 
8  14 

10  18 
424 
623 
625 
622 
623 
6  24 
4  25 


3  20  22 

4  16  25 
6  14  25 
4  20  25 
8  16  25 

1  16  24 

2  16  23 

3  20  24 
12  18  23 

2  16  SB 

4  16  23 
2  14  25 
4  12  25 
4  14  23 
6  12  23 


En  tout  20  bordures  pour  le  quatornème  carré,  et  par 
conséquent  20  •2304=:  46080  combinaisons. 


Le  quinzième  cair^est 


Nombres  restans. 


\25 


(  18  6 
}  10  13 
(  11  20 


15 
16 
8 
2    3    4    5    7    9  12 
25  24  23  22  21  19  17  14 
Le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs,  les  angles 
sont  d'espèce  différente. 


AIICUS. 

HOEIZOHTALB. 

VBKTICAI.I 

1    2 

3      4      9 

7  12  21 

1    4 

2    7    9 

5  14  23 

AHCUS. 


ATEC   BOKDDBE.  71 

TnnGALB. 

5  22  23 
9  19  22 
4  17  19 
3  17  22 

3  14  25 

1  22  23 

2  17  21 
7  19  24 
7  12  21 
7  17  24 
2  21  25 
7  12  25 

1  22  23 
7  17  22 

2  17  25 

4  17  23 

En  tont,  pour  le  qninnème  carré,  18  boidures  :  donc 
18>  2304  =  41472  combinaisons. 


<  12 
{  11 


8  15 
le  seizième  carré  central  est  ^  12  13  14 

18  10 

C12345679 
\25  24  23  22  21  20  19  17 
Le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs,  les  angles 
sont  d'espèce  différente. 


Nombres  restans. 


72 

CARRÉ    DE   5 

ANGLXS.        HOEIZOHTALB. 

TBHTICALB. 

1 

2     a 

5    7 

3  17  20 

t 

'Il 

6    9 

2  19  21 

6    7 

2  17  2J 

2 

'{i 

5    9 

1  19  20. 

6    7 

1  17  22 

2 

9       1 

32» 

5  19  22 

3 

«i; 

4  17 

2  19  21 

2  19 

4  17  21 

1 

=^{î 

3  17 
2  19 

1  19  20 
3  17  20 

4 

»{î 

5  19 

1  20  23 

520 

2  19  23 

5 

6      2 

3  19 

4    925 

6 

'K 

3  21 

1  17  22 

322 

2  17  21 

6 

9      1 

423 

2  19  21 

En  toot  16  bordures 

pour  ce  seinème  carré  :  ainsi 

16.2304= 3& 

B64  combinaisons. 

(  22    1  16 

Le 

dix-septième  carré  étant  {     7  13  19                        | 

f  10  25    4 

.•(  2'  3    5    6    8    9  11  12 
lesnombresrestanssepontl^^  23  21  20  18  17  15  14 

Le  carré  central  ayant 

4  pairs  et  4  impairs,  les  an^es 

sont  de  même 

espèce. 

AVEC   BOKDURE. 


73 


AHGLBS.        aOBIZOIlTAU. 


2     8 

2  12 

3  5 

3    9 

3  U 

5  11 

6  8 
6  12 

9  11 


6  n 

9  15 
6  18 
8  11 
5  18 
11  12 
8  12 

8  14 
5  20 

9  12 
9  14 
9  12 

2  11  14 

3  9  15 
2  11  18 
5    820 

2  8  23 

3  624 


TIMICAU. 

9  15  21 

8  20  21 
11  17*21 

9  12  20 

11  14  20 
6  18  21 
6  15  24 
6  17  24 

12  17  18 
5  18  24 
3  18  29 

2  20  23 

3  17  21 
5  12  24 

5  17  23 
3  14  24 

6  14  21 
8  12  21 


En  tout  18  bordures  pour  ce  dix -septième  carré,  et 
par  conséquent  18*2304 =41 472  combinaisons. 


L'on  a  pour  le  dix-liaitième  carré 

KT     K  .        (13    4    6 

Nombres  reslans.^  25  23  22  20  19  17  15  14 
Gomme  le  carré  central  a  6  pairs  et  2  impairs ,  les  angks 
sont  de  différente  espèce. 
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AHGUtS.       hobizoutalb. 

TBRTICILE. 

3  6    1  7  m 

9  11  22 

4    7^     ^^ 
'  1  3    9  12 

11  14  17 

6  11  25 

4  11  P    6  ^9 
t  1    720 

9  12  25 

9  14  23 

(8    9  14 

4  11  25 

6    7/1     322 

11  12  17 

1  3  11  12 

1  17  22 

6    9      3  11  14 

1  19  22 

fi  11  )  ^  ^2  17 
^"  {l     7  22 

3  19  22 

9  12  23 

r  4  11  17 

1  20  23 

1  1  11  20 

4  17  23 

7  12  /  3    9  20 

4  15  25 

1  3    4  25 

9  15  20 

(l    922 

6  15  23 

p  11  20 

1  19  22 

9  12  {  1  11  22 

3  19  20 

(  4    723 

6  11  25 

£  4    923 

1  19  20 

11  12  ^  6    7  23 

1  17  22 

1  4    725 

3  17  20 

14       3    6    9 

11  12  19 

En  tout  23  bordures 

pour  le  dix^uiitième  carre 

et  par 

consé<iaent  23.!^4= 

:  52992  combinaisons. 

ATBG    BO&BURE. 

75 

( 

20    3  16 

le  dix-neuvième  carré  central  est  ^ 

9  13  17 

* 

10  23    6 

Nombres  resUuB.{2j^2j^%^^j;j;j 

Gomme  fl  y  a  4  pairs  et  4 

inqtairsau 

carré  central,  les 

angles  sont  de  même  espèce. 

ARGUS.         HOKIZORTAU. 

TBKTICAU. 

17      2    5  14 

8  15  22 

2    4       1     7  11 

8  12  21 

2    8      4    7  12 

5  15  25 

/' 

2  12      4    8  15 

5  19  25 

• 

4  12      1    7  21 

8  15  24 

• 

(  2    815 

4  12  25 

5    7/1    222 

11  12  18 

l  2  11  12 

1  18  22 

(2    821 

4  14  25 

7  11  /  1    8  22 

5  14  24 

(2    425 

8  14  21 

8  12  P  "  ^' 

**^i4    524 

2  19  22 

7  11  25 

En  tout  1 3  bordures  pour  le  dix-neuvième  earré  central  : 

donc  13 .2304 =29952  combinaisons. 

(  18    5  16 

Le  vingtième  carré  est 

<  11  13  15 
(  10  21     8 

76 
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Nombres 

restans. } 

1    2    3    4    6    7    9  12 
25  24  23  22  20  19  17  14 

Le  carré  central  ajant 
sont  de  même  nature. 

4  pairs  et  4  impairs,  les  angles 

AN6US.        HOKIZOïrULB. 

TBKTICALB. 

1    3      2 

9    6 

7  12  22 

1    7      3 

6  12 

4  17  24 

f  * 

7  12 

3  20  24 

1    9<  2 

7  14 

4  20  23 

^3 

6  14 

4  19  24 

2    6      1 

3  17 

7  14  22 

...{» 

420 
7  17 

7  17  25. 
420  25 

(2 

9  12 

1  20  22 

3    7^2 

4  17 

6  12  25 

il 

220 

9  12  22 

f  * 

7  14 

1  20  24 

3    9  <  2 

4  19 

6  14  25 

^1 

420 

7  14  24 

4    6      2 

7  14 

1  17  23 

H  12      1 

9  19 

3  20  24 

'"Vi 

722 

3  17  25 

7  23 

4  17  24 

-{: 

622 

3  14  24 

4  24 

6  12  23 

En  tout  20  bordures  pot»  le  vingtième  carré  central  :     | 

donc'20.2304 

=46080  combinaisons. 

AYEG    BOBDVRE.  77 

16 

9 

CI     234578  11 
t  25  24  23  22  21  19  18  15 

Le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs ,  les  angles 
sont  de  différente  espèce. 


Le  Tingf^nnième  carré  est 


Nombres  restans. 


{17  6 
12  13 
10  20 


AII6UU< 


TBKTIGlLB. 

7  12  22 

1  19  23 

2  21  23 

8  11  25 
1  21  22 

4  21  23 

4  19  25 

5  18  25 

7  18  23 

8  19  21 
1  18  21 
1  15  24 
1  19  24 
5  15  24 

7  15  22 

3  15  24 

8  11  23 

1  21  24 

2  21  23 
7  18â1 


78                                      CARRÉ 

I    DE    5 

▲NGLB8.        HORUORTALB* 

TiancÀu. 

5    Si^    *^* 
-*    *\1     322 

2  15  25 
7  11  24 

r  3    421 

7    8V    ^^ 
^    M  1    423 

(  1     324 

1  15  24 

2  15  23 
5  11  24 
4  15  21 

8  11  P    5  24 
*  "  1  3    4  25 

1  19  22 

2  19  21 

En  tout  28  bordures  pour  leTingtHinième  carré;  et  par 
conséquent  28<2304=:64512  combinaisons 

(  20    2  17 
Le  vingt-deuxième  carré  central  est  <  10  13  16 

1    9  24    6 

Nombres  resl«n,    (     1     3    4    5    7    8  1112 
n»  resians    ^  25  23  22  21  19  18  15  14 

Le  carré  central  ayant  6 
sont  de  différente  espèce. 

pairs  et  2  impairs,  les  angles 

AHGLIS.         HOEIZOHTU.I. 

TBKTICAU. 

r  3    8  15 

1  12  /  3    4  19 

(  7    8  11 

7  21  22 

11  18  21 

522  23 

(  1    5  14 
3    4  <  1     7  12 
(1    8  11. 

7  15  18 

8  11  21 
7  12  21 

j 

AYEC  BOtOVKE.  79 

ARGUS.        HOKIZOXTILI.  TBETICILB. 


3   8 


7  12  25 
11  12  21 

4  19  21 

4  15  25 

r  5  8  15      4  19  25 

3  12  I  4  5  19      8  15  25 

l  1  5  22      11  18  19 

{1  8  15  5  14  23 
1  11  12  3  18  21 
5  8  11  3  14  25 
(4  7  15  3  14  25 
1  3  22  11  12  19 
3  11  12      1  19  22 

1  22  23 
4  19  23 

8  15  23 
1  21  22 
4  15  25 
8  11  25 
8  15  21 
3  14  25 

8  1W3722  5  12  25 

3    4  25  7  14  21 

En  tout  29  bordures  pour  le  vingUdeuxième  carré  :  donc 
29>2304 =66816  combinaisons. 


12 


80  GAKKÉ   OE   5 

Le  Tingtrtroisième  cairé  central  est 


{19    3  17 
11  13  15 
9  23    7 


LesnonAresreslans./    <    2    «    5    6    8  10  12 
\  25  24  22  21  20  18  16  14 
Le  carré  central  ne  contenant  que  des  impairs,  les 
angles  sont  pairs. 


IKGUS.         HOKIZONTILB. 

TBKTIC1I.B. 

2    4       1 

8  10 

6  14  21 

(^ 

4  16 

8  14  21 

2    6^1 

8  12 

5  16  22 

(  n 

5  12 

8  10  25 

^  »|J 

10  12 

4  20  21 

6  12 

4  16  25 

2  10      5 

6  14 

4  18  25 

•«lî 

10  12 

2  18  21 

8  10 

2  14  25 

.s{l 

6  14 

2  16  25 

10  14 

2  20  21 

..»{» 

8  14 

1  20  24 

520 

8  12  25 

4  12      5 

8  16 

2  20  25 

6  10       1 

4  24 

8  14  21 

(2 

821 

4  16  25 

6  12  <  1 

822 

5  16  24 

12 

4  25 

8  16  21 

f  * 

6  21 

2  14  23 

8  10  {  1 

6  24 

5  14  22 

^2 

4  25 

6  14  21 

^ 
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ÂNGLBS*         BO&IZOKTALE* 

TUTIUU. 

/  2  10  21 

(2    625 

1  20  22 

2  20  21 
2  16  25 
5  16  22 

1  18  22 

2  18  21 

En  tout  27  bordures  pour  le  Tingt-troisième  carré:  donc 
27  •  2304 = 62208  combinaisons. 

(18    4  17 
Le  vingt-quatrième  carré  central  est  /  12  13  14 

^    922    8 

Nombres  restans.  M    2    3    5    6    7  10  11 
resians.  ^  ^  ^ ^^  ^j  20  19J6  15 

Le  carré  central  ayant  6 
sont  de  difiërente  espèce. 

pairs  et  2  impairs ,  les  angles 

AHCLSS.        KOKISonTlU. 

YIETIClU. 

ç  2    3'15 

1     6)2    7  11 

(  3    7  10 

7  16  21 
5  16  23 
5  15  24 

f  2    715 

1  10  )  3    6  15 

i  6    7  11 

5  20  23 
5  19  24 
3  21  24 

2    3^    ®^' 
\  1    7  10 

5  16  19 
5  15  20 

TO]f«   I* 


a2 

GARR 

é  DE  5 

IRGLBS.         HOHIZORTILB. 

VERTICALE. 

P 

2    5/3 

3  16 

6  11 

7  10 

7  15  20 
7  10  25 
6  11  25 

-li 

6  15 

5  16 
10  11 

6  11 

5  16  23 

6  15  23 
3  20  21 
3  16  25 

(  ^ 
1  1 

3    6/1 

1  1 

(  ^ 

5  15 

5  16 

2  19 

10  11 

7  10 

7  10  25 
7  11  2» 
10  11  21 
2  19  21 
2  15  25 

3  10  /  2 

6  15 
5  19 
520 

2  19  25 

6  15  25 

7  15  24 

56{î 

7  15 
7  16 

1  16  23 

2  15  23 

-^2 

7  21 
325 

3  16  25 
7  16  21 

7  10  <  2 
l  2 

6  21 
523 
3  25 

2  15  25 
6  II  25 
6  15  21 

En  tout ,  po 
donc  30*230< 

ur  le  yingt-qaatrième  carré ,  30  bordares: 
1  =69120  combinaisons. 

■  1 

AYBC    BOHDDKE. 


Le  Tiogt-cinquiènte  carré  étaBt 


!20    1 
11  13 
825 


2    3    4 


25 
5 


18 
15 
6 
7    9  10  12 


Les  nombres  restans  sont  <  „ 

\24  23  22  21  19  17  16  1«l 

Le  carré  central  a  4  pairs  et4  impairs;  les  angles  sont 
donc  de  même  espèce. 
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En  tout  2i  bordures  pour  le  vingt  -  cinquième  carré  i 
donc  2301  •21:-:^  48384  combinaisons. 
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Le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs,  les  ang^ 
sont  d'espèce  différente. 
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JJICUS.        ■OUZOnTÀUi.  TUnClLB. 
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En  toat  23  bordures  pour  ce  TÎngt-sixièBM  cairé,  et 
23  •  2304 = 52992  combinaisons. 
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Réunissant  toutes  les  combînaisom  dé  bordures,  on 
aura  1,368,576  combinaisons  pour  un  carré  de  25  cases 
avec  bordures,  à  quoi  il  faudrait  ajouter  52992  combi- 
naisons simples.  On  yoit  que  le  carré  à  bordures  donne 
plus  de  25  fois  autant  de  combinaisons  que  le  carré  simple 
formé  au  moyen  des  tableaux. 

L'on  doit  observer  que,  d'après  la  méthode  qoi  ^ vient 
d'être  suivie ,  il  n'y  aura  pas  de  nombres  à  Êdre  passer 
des  horizontales  aux  verticales ,  et  réciproquement,  dans 
le  cas  où  ces  nombres  formeraient  des  sommes  égales , 
attendu  que  cette  transformation,  lorsqu'elle  peut  s'effec- 
tuer, fait  partie  des  combinaisons  obtenues,  et  que  le 
nombre  de  ces  combinaisons  ne  doit  pas  être  augmenté; 
mais  on  peut  très-lnen  opérer  cette  transformation  sur 
une  bordure  donnée,  afin  d'obtenir  les  variations  dont 
eDe  est  susceptible. 
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On  observera  encore,  si  Ton  est  curieux  de  lire  les  an^ 
ciens  auteurs ,  qu'ils  n'ont  pas,  à  beaucoup  près,  atteint 
le  nombre  de  combinaisons  que  l'on  rient  de  dévelop- 
per, même  endirisant  leur  nombre  par  8,  pour  obtenir 
ceUes  qui  sont  réellement  différentes.  Cette  division  par 
8  doit  être  effectuée  toutes  les  fois  qu'un  carré  se  trouve 
seul,  attendu  qu'il  j  a,  dans  ce  cas ,  huit  positions  qui  ne 
donnent  qu'une  combinaison,  et  jqu'on  a  &it  entrer  ici 
ces  positions  différentes  comme  faisant  partie  des  com- 
binaisons. L'on  a,  en  effet,  multiplié  par  2304,  et  il  ne 
fiJlait  multiplier  que  par  le  8.«  de  2304.  Mais  le  carré  de 
5  peut  entrer  dans  d'autres  carrés ,  et  il  est  alors  néces- 
saire de  considérer  la  différence  de  position  conmie  une  vé- 
ritable combinaison.  Ce  n'est  jamais ,  on  le  répète,. que  sur 
le  carré  total  que  la  division  par  8  doit  être  eflfectaée* 

On  pourrait  désirer  connaître  les  tableaux  qui  résulte- 
raient de  l'un  des  carrés  de  5  avec  bordure.  Que  l'on  choi- 
sisse la  dernière  combinaison  du  dernier  carré  ,  par 
exemple  {planche  I,  Jv^re  10),  on  aura  les  tableaux 
suivans. 


t3 


5  20  20  0  10 
j  I  0  15  0  15  20 
^  <  15  10  10  10  5 
^  f  15  5  20  5  5 

et  \  10    0    0  20  15 

Il  est  érident  qu'il  est  impossible  de  prévoir  de  sem- 
blables formes  de  tableaux,  et  il  n'existe  aucune  règle 
pour  les  obtenir.  Il  se  présenterait  bien  d'autres  difficul- 
tés si  la  racine  était  plus  grande.  Au  reste  on  verra  qu'au 
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moyen  des  difKrences  on  peut  toujours  &cilement  et  ra* 
pîdement  former  un  carré  avec  bordures;  et,  de  plus, 
la  bordure  est  d'autant  moins  diflScile  que  la  racine  est 
plus  grande. 

n  7  a  eneore  d'autres  manières  d'obtenir  le  carré  de  5, 
indépendamment  du  carré  simple  et  du  carré  à  bordures* 
Les  auteurs  n'ont  pas  soupçonné  l'existence  de  ces  formes, 
que  l'on  examinera  en  leur  lieu. 

ARTICLE    IL 

CARBi    ]>£    7    ATBG    BORDUBB. 

Ce  carré  peut  avoir  une  ou  deux  bordures.  L'on  ya 
d'abord  examiner  le  premier  cas. 

S'il  n'j  a  qu'une  bordure ,  il  faut  former  le  carré  simple 
de  5,  et  il  restera  24  nombres  pour  la  bordure,  puisque 
chacune=  4  (  n  — 1  ),  n  étant  le  côté  de  la  bordure  que 
l'on  considère.  Ici  n =7  :  donc  ft  (  n  —  1  )  =  24. 

Dans  le  carré  de  5  le  moyen  n'est  pas  nécessaire- 
ment  au  milieu ,  mais  il  fait  partie  nécessaire  de  ce  carré. 
De  plus  ce  carré  ne  peut  se  former  arbitrairement  de 
nombres  pris  au  hasard  sur  les  49  qui  composent  celui 
de  7.  n  &ut  que  ces  nombres  soient  en  progression  con-* 
tinue  ou  discontinue,  tellement  que  le  moyen  des  49 
nombres  soit  celui  de  la  progression  continue,  ou  de  la 
progression  moyenne  s'il  y  en  a  plusieurs* 

Ou,  ne  pourrait  choisir  tous  les  impairs  pour  le  carré 
central  :  car  il  resterait  les  pairs  pour  bordure ,  et  l'on  ne 
pourrût  obtenir  le  nombre  impair  175,  yaleur  de  chaque 
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Ggne  de  la  bordure.  On  ne  pourrait  pas  davantage  prendre 
tons  les  pairs  et  le  moyen  :  car  le  carré  de  5  n'aurait  plus 
125  à  chaque  ligne,  comme  il  est  nécessaire* 

Il  suit  de  là  qu'on  aura  ou  12  pauns  et  12  impairs  pour 
le  carré  de  5 ,  auquel  cas  la  progression  sera  continue  ; 
ou  10  pairs  et  14  impairs,  le  moyen  non  compriis,  ce  qui 
donnera  progression  discontinue  :  il  restera  alors ,  dans 
cette  hypothèse,  14  pairs  et  10  impaks  pour  la  bordure. 
Reste  à  yoir  comment  les  angles  de  la  bordure  doivent 
être  composés  dans  l'un  et  l'autre  cas. 

Qu'il  reste, d'abord,  12  pairs  et  12  impairs  pour  la 
bordure. 

Soient  les  deux  angles  de  la  première  horizontale  pairs  : 
ib  le  seront  tous,  étant  de  même  espèce,  puisqu'un  couple 
vaut  50.  Il  restera  8  pairs  et  12  impairs;  or  chaque  ligne 
doit  être  impaire,  et  il  reste  5  cases  à  remplir;  elles 
comprendront  donc  1 ,  ou  3,  ou  5  impairs.  Si  la  première 
verticale  en  contient  1  ou  5,  la  première  horizontale  en 
aura  5  ou  1 ,  ce  qui  est  possible.  Ces  lignes  peuvent  aussi 
en  avoir  chacune  3. 

Si  les  nombres  des  angles  sont  tous  deux  impairs ,  ils 
le  seront  aux  quatre  angles,  et  il  restera  8  impairs  et  12 
pairs.  Que  l'horizontale  ait  1  impair,  la  verticale  en  aura 
3,  et  vice  versa ,  ce  qui  est  encore  possible. 

Soient  maintenant  un  angle  pair  et  un  impair:  il  restera 
10  pairs  et  tO  impairs,  et  il  Êiudra  que  les  5  cases  res- 
tantes donnent  une  somme  paire  :  il  Êiudra  donc  qu'elles 
contiennent  2  ou  4  impairs.  Qu'il  y  en  ait  2  en  horizontale: 
il  s'en  trouverait  3  en  verticale ,  et  la  ligne  serait  paire, 
ce  qui  ne  se  peut.  Il  en  serait  de  même  si  l'horizontale 
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en  arait  4  :  la  yerticale  n'en  aurait  qu'un ,  et  eUe  se- 
rait paire  :  donc,  si  le  carré  central  est  composé  de  12 
pairs  et  12  impairs,  les  angles  de  la  bordure  sont  de 
même  espèce. 

Si  le  carré  central  se  compose  de  10  pairs  et  Ift  im- 
pairs, il  reste  pour  la  bordure  14  pairs  et  10  impairs. 

Soient  les  an^es  de  la  bordure  pair  et  impair  sil  res- 
tera 12  pairs  et  8  impairs  ,  et  les  cinq  cases  intermédiaires 
dorrent  donner  une  somme  paire  ;  elles  doiyent  donc 
comprendre  2  ou  ft  impairs.  ^^u'oDes  en  contiennent  2 
en  horizontale  :  la  Tcrticale  en  aura  aussi  2,  ce  qui 
est  possible.  Que  l'une  des  lignes  en  ait  4  :  l'autre 
n'en  aura  pas»  ce  qui  est  encore  possible  :  idonc  les  angles 
peuvent  être  de  nature  différente.  Reste  à  voir  s'ib  le  sont 
nécessairement.  Soient,  en  conséquence^  les  angles  pairs: 
il  restera  10  pairs  et  10  impairs;  et,  pour  que  la  ligne 
soit  impaire,  il  fihut  que  les  5  cases  restantes  gouh 
prennent  1,  ou  3,  ou  5  impairs.  S'il  n'j  en  a  qu'un,  l'autre 
ligne  en  aura  ti ,  ce  qui  ne  se  peut,  puisqu'elle  serait 
paire,  et  réciproquement.  Si  elle  en  contient  3,  l'autre 
tigne  en  aura  2,  ce  qui  est  encore  impossible.  Enfin, 
si  eOe  en  renferme  5,  l'autre  ligne  n'en  aura  pas,  et 
elle  sera  paire. 

Soient  maintenant  les  angles  impairs:  il  &udra  toujours 
que  les  5  cases  aient  une  somme  ^impaire  ;  or  il  restera 
14  pairs  et  6  impairs  :  il  fendra  donc  qu'il  7  ait  1  ou  3 
impairs.  S'il  n'j  en  a  qu'un,  Fautre  ligne  en  aura  2,  et 
elle  sera  paire.  S'il  7  en  a  3,  l'autre  Kgne  n'en  aura  pas, 
et  eOe  sera  encore  paire  :  donc,  non^eulement  on  pouna, 
mais  on  derra  ayoir  des  angles  de  nature  différente. 
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Récapitulant  : 

S'il  reste  autant  de  pairs)    *     i      j       a  x 

„.       .  ,      ,       ?  Angles  de  même  espèce, 

que  d'unpau*s  pour  bordure.) 

S'il  reste  moins  d'impairs)    .     «     j,      >      j.irx 
,         .  /  Angles  d'espèce  différente, 

que  de  pairs ) 

On  ne  prétend  pas  donner  ici  les  différentes  combi-' 
naisons  de  bordure,  comme  pour  le  carré  de  5. Dans  co- 
lui-ci  l'on  n'avait  que  26  carrés  simples ,  ayant  chacun 
8  rariations.  Ici  l'on  aurait  52992  carrés  simples,  com« 
prises  les  8  variations  pour  chacun,  dont  fl  fiiudrait 
tenir  compte,  et  seulement  pour  25  cases  :  ainsi,  autant 
l'on  pourrait  former  de  progressions  simples,  ou  de  groupes 
de  cinq  progressions  avec  les  49  nombres  du  carré  de  7, 
autant  l'on  aurait  de  fois  52992  pour  le  carré  centrât 
Il  faudrait  donc ,  pour  obtenir  toutes  les  combinaisons , 
chercher ,  pour  chaque  progression  choisie,  interrompue 
ou  continue ,  toutes  les  variations  de  la  bordure  corres- 
pondante, et  multiplier  le  nombre  de  ces  variations  par 
le  précédent  produit.  Soit  pris  un  exemple. 

Qu'on  ait  choisi  les  5  premiers  et  les  5  derniers  nombres, 
les  5  qui  suivent  le  onzième ,  et  leurs  complémens ,  enfin  les 
5  du  milieu  :  on  aura  les  cinq  pro.gressions  1  •  2  «-S  •  4  •  5. . . 
12.13.14.15.16. . .  .23.24.25.26.27. . .  34.35.36.37.38.. . . 
45.46.47.48.49 ,  et  il  restera  pour  la  bordure 

6    7    8    9  10  11....  17  18  19  20  21  22 
44  43  42  41  40  39....  33  32  31  30  29  28 

On  forme  &cilement  les  tableaux  pour  le  carré  central: 
le  premier  se  compose  à  l'ordinaire  par  la  première  pro- 
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gression  1*2*3*ft*5«  Le  second  aura  les  midtiples  de  11, 
difiSérenoe  entre  les  premiers  termes  des  progressions. 
{^e  les  tableaux  soient  ceux  ci-^près  : 

2  3  4  5  .  ^  0  11  22  33  /i4 
a  5  1  2  S  i  33  4/1  0  11  22 
12    3    4           g  J   11  22  33  44    0 

3  4  5  1  ^  [  44  0  11  22  33 
5    12    3          ^  \  22  33  44    0  11 

n  résulte  de  l'addition ,  par  ordre ,  des  termes  le  carré 
central  suivant,  lequel  ne  donne  que  Tune  des  52992 
combinaisons  du  carré  de  5. 

1  13  25  37  49 
36  48  5  12  24 
16  23  35  47'  4 
46  3  15  27  34 
26  38  45    2  14 

€omme  on  a  employé  12  pairs  et  12  impairs ,  il  en 
reste  autant  :  d'où  il  suit  que  les  angles  de  la  bordure 
sont  de  même  espèce. 

Soient  6, 8  aux  angles  :  les  complémens  seront  44 ,  42; 
leur  somme  =  86;  et,  comme  chaque  ligne  doit  être  de 
175,  il  ÙLUi  encore  89  à  la  dernière  horÎEontale;  d'un 
autre  côté,  6  +  42  =  48,  pour  la  somme  des  angles  de 
la  première  verticale  r  il  fiint  donc  encore  127  pour  com- 
pléter cette  ligne,  (hr  on  peut  &ire  89  par  7, 9, 18, 2S^  33 , 
et  avec  les  nombres  restans ,  127  peut  se  composer  par 
10, 19,29,30,39.  Les  complémens  achèvent  la  bordure, 
comme  on  le  voit  {planche  I ,  Ji%wrt  11). 

Les  5  nombres  du  milieu  des  premières  horizontale 
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et  verticale  sont  susceptibles  de  120  combinaisons  cha- 
cune,pour  des  angles  constans:  ce  qui  donne  1 20  *z=:  14400. 
Mais,  après  avoir  formé  les  borisontale  et  verticale  de 
toutes  les  manières  possibles,  avec  les  24  nombres  res«- 
tans ,  soit  p  le  nombre  qui  exprime  ces  manières  :  il  fau- 
dra chobir  d'autres  prc^essions,  soit  continues,  soit 
interrompues ,  pour  le  carré  central;  soit  p"  le  nombre 
représentant  toutes  les  manières  de  former  lliorisontale  et 
la  verticale  pour  ce  nouveau  système  de  progressions'; 
p'"  le  nombre  représentant  les  manières  relatives  à  un 
troisième  système ,  etc.  :  on  aura ,  pour  toutes  les  combi- 
naisons, (14400.52992)  (p'+p"  +  p'"  +  etc.). 

Dans  ce  nombre  de  combinaisons, la  position  étant  com- 
prise ,  il  n'y  aurait  plus  à  multiplier  par  8,  ni  à  &ire  aucune 
transposition  de  nombres*  Celui  qui  résulterait  du  produit 
indiqué,  tout  considérable  qu'il  est,  n'atteindrait  pas  le 
biUionième  des  combinaisons  qui  résultent  de  la  multi- 
plication successive  des  49  premiers  nombres.  Ce  dernier 
produit  exprimant  toutes  les  combinaisons  possibles  de 
ces  49  nombres. 

Lorsqu'on  a  choisi  un  système  de  bordure  pour  un  carré 
central  fixe ,  on  peut,  sans  toucher  aux  angles,  &ire  passer 
des  nombres  de  la  verticale  dans  l'horizontale,  et  récipro- 
quement ,  lorsque  les  sonmies  sont  égales.  Il  est  clair  qu'il 
&ut  &ire  correspondre  les  complémens  dans  les  lignes 
opposées» 

Il  est  également  possible  de  fiiire  passer  des  nombres 
d'une  horizontale  dans  une  autre, et  de  même  en  verticale, 
n  &ut  avoir  attention  seulement,  dans  ce  dernier  cas,  de 
ne  pas  prendre  des  nombres  qui  seraient  complémens  de 
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ceux  choiâû  dans  une  ligne.  Ainsi ,  qae  la  première  hori«- 
sontale  soit  20,  33,  40,  41 ,  11 ,  8, 22,  et  la  dernière  28, 
17, 10, 9,  39,  42,  30  :  les  an^^es  de  la  première  sont  20  et 
22,  et  par  conséqaent  ceux  de  la  dernière  28  et  30.  Gomme 
41  -|-  8=39  + 10,  on  peut  substituer  les  unsauxautres.On 
agirait  de  même  dans  tous  les  cas  semblables.  Quelquefois , 
après  avoir  substitué  deux  nombres,  l'on  a  la  facilité  d'en 
Êdre  passer  d'autres  d'une  ligne  dans  l'autre,  soit  de  même 
nom ,  soit  de  nom  contraire. 

Maïs  ces  moyens  sont  loin  d'atteindre  le  but  qu'on  s'est 
proposé,  étant  trop  bornés. 

Si  les  nombres  donnés  en  progression  arithmétique 
étaient  autres  que  la  suite  des  nombres  naturels,  il  n'j 
aurait  pas  plus  de  difficulté;  mais  la  distinction  de  pairs  et 
d'impws  devrait  s'entendre  autrement.  L'on  a  déjà  fait 
cette  di^servation.  Les  pairs  seront  censés  non  les  pairs 
absolus,  mab  relatifr,  c'est'-à-dire  occupant  les  rangs  pairs; 
fl  en  est  de  même  des  impairs.  Au  reste ,  dans  ce  cas ,  l'on 
substitue  les  nombres  dont  il  s'agit  à  ceux  de  la  suite  na- 
turelle commençant  par  l'umté ,  comme  plus  simple  et 
plus  facile  à  construire.  En  effet  on  pourrait  n'avoir  que 
des  pairs  ou  des  impairs ,  ou  bien  les  impairs  pourraient 
être  à  la  place  des  pairs,  et  réciproquement.  Soient,  par 
exemple,  les  49  nombres,  6, 10, 14,  etc.,  à  placer  magi- 
quement dans  un  carré  de  7  à  simple  bordure:  il  n'y  aurait 
qu'à  substituer  au  carré  donné  figure  11  les  nombres  de 
cette  progression  par  ordre,  en  mettant  6  au  lieu  de  1 ,  10 
au  lieu  de  2 ,  etc.  (voirfig.  12);  mais  un  peu  de  réflexion 
suffit  pour  iaire  aisément  cette  substitution.  La  raison  de 
la  série  donnée  étant  4 ,  et  le  prenûer  terme  4  -|-  2,  il  suit 
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que  le  second  =::2*ti  +  2;  le  troisième  =  3*  4  +  2^  et  un 
terme  quelconque  r=  <•  A  +  2.  Il  suffira  donc  de  multi-» 
plier  chaque  terme  de  la  progression  naturelle  par  4 ,  et 
d'ajouter  2  au  produit ,  et  Ton  aura  le  correspondant  de  la 
série  donnée.  Ainsi  au  lieu  de  27,  par  exemple,  on  mettra 
4*27'f- 2  =  110,  et  l'on  agira  de  mâme  pour  les  antres 
nombres  :  donc ,  quoiqu'on  puisse  traiter  directement  la 
progression  donnée ,  on  est  obligé  d'en  connaître  et  d'en 
écrire  tous  les  termes,  de  composer  les  tableaux,  etc.  ;  or 
tout  cela  se  &it  plus  &cilement  si  la  série  est  celle  des 
nombres  naturels,  puisqu'on  aura  toujours  une  formule 
pour  £dre  les  substitutions  dont  il  s'agit 

Toici  de  quelle  manière  on  peut  rechercher  les  bor- 
dures de  7  pour  les  progressions  du  carré  central  ci- 
dcTant  choisies;  et  en  supposant  6,8,  aux  angles  de  la 
première  horizontale ,  il  restera  les  couples  suivans  : 
7    9  10  11  17  18  19  20  21  22  petits  nombres, 
as  41  40  39  33  32  31  30  29  28  grands  nombres. 

Les  complémens  de  6  et  de  8  étant  44  et  42,  la  somme 
est  86,  laquelle  soustraite  de  175,  reste  89,  qu'il  font 
encore  à  la  dernière  horizontale.  De  même  6+  42s48, 
qui,  soustraits  de  173,  donnent  pour  reste  127  à  la  pr&- 
mière  yerticale.  Mais,  pour  faire  89 ,  on  ne  peut  prendre 
3  grands  nombres  et  2  petits  :  car  la  somme  serait  >89; 
on  ne  peut  donc  employer  plus  de  2  grands  nombres.  Ainsi 
89  s'obtiendra  par  2  grands  et  3  petits  nombres ,  par  t 
grand  et  4  petits,  ou  enfin  par  5  petits  nombres. 

Pour  ne  point  oublier  de  valeurs,  on  procédera  par 
ordre,  en  considérant  celles  ou  il  entre  2  grands  nombres, 
puis  1  seul,  puis  aucun. 
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n  est  d'abord  évident  qa'on  ne  peut,  en  horizontale , 

prendre  43,  ' 

U ,  40  OU  39  avec  un  autre  grand  nombre  : 

car  ]a  somme,areo  trois  petits,serait  >  89.  On  ne  peut  pas 

ligne  un  nombre  et  son  com- 

plément,  pas 

plus  qu'un  nombre  dans  une  des  lignes ,  et 

son  complément  dans  one 

ELUtre  de  différente  dénomina- 

tion.  On  peut 

obtenir  89  en 

horicontale ,  sans  pouvoir  iâire 

127  en  Terticale;  on  peut  ausâ,  pour  une  même  horizon- 

tale ,  avoir  deux  verticales.  Voici ,  au  reste ,  les  bordures  : 

ANGLES  6  8. 

HOBUORTAU. 

VBBTICÀU. 

S3  30    7    9  10 

18  19  22  29  39 

83  28    7  10  11 

18  19  20  29  41 

32  31    7    9  10 

17  20  22  29  39 

32  90    7    9  11 

17  19  22  29  40 

31 

90    7  10  11 

17  18  22  29  41 

31  28    9  10  11 

17  18  20  29  43 

41 

7  10  11  20 

18  19  28  29  33 

40 

7    9  11  22 

17  19  32  30  29 

33 

7    9  18  22 

10  19  29  30  39 

33 

7    9  19  21 

11  18  28  30  40 

33 

7  10  18  21 

9  20  28  31  39 

33 

7  10  19  20 

Il  21  22  32  41 

33 

7  11  18  20 

10  19  28  29  41 

33 

9  10  18  19 

t    7  2229  30  39 
\  11  21  22  30  43 

32 

7    9  19  22 

11  17  29  90  40 

32 

7    9  20  21 

11  17  28  31  40 

9& 
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HOUZOHTIU. 

TBETICALB. 

32 

7  10  19  21 

11  20  22  33  41 

32 

7  11  17  22 

9  19  29  30  40 

32 

7  11  19  20 

10  21  22  33  41 

32 

9  10  17  21 

11  20  22  31  43 

32 

9  11  17  20 

(    7  21  28  31  40 
\  10  21  22  31  43 

31 

7    920  22 

10  17  29  32  39 

31 

7  10  20  21 

9  18  28  33  39 

31 

7  11  18  22 

10  17  29  30  41 

31 

9  10  18  21 

7  20  28  33  39 

31 

9  10  17  22 

(  11  20  21  32  43 
\    7  20  29  32*39 

31 

9  11  17  21. 

(    7  20  28  32  40 
i  10  20  22  32  43 

31 

9  11  18  20 

10  17  28  29  43 

31 

10  11  17  20 

7  21  28  30  41 

30 

7  11  19  22 

9  17  29  32  40 

30 

9  10  18  22 

(  11  19  21  33  43 
\    7  19  29  33  39 

30 

9  10  19  2t 

11  18  22  33  43 

30 

9  11  17  22 

7  19  29  32  40 

30 

9  11  18  21 

(  10  19  22  33  43 
\    7  19  28  33  40 

30  10  11  17  21 

7  19  28  32  41 

29 

9  10  19  22 

7  18  30  33  39 

29  10  11  17  22 

7  18  30  31  41 

29  10  11  19  20 

7  18  28  33  41 

28 

9  11  20  21 

7  17  31  32  40 

-                        ■   '1 
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28  10  11  19  21  7  17  80  32  M 

7  19  20  21  22  11  17  18  40  M 

9  17  20  21  22  10  11  31  32  43 

9  18  19  21  22  10  11  30  33  43 

11  17  18  21  22  7  19  20  40  41 

11  17  19^22  7  1«21  40  41 

11  18  19  20  21  7  17  22  40  41 

En  tout  52  bordures  pour  les  angles  6,  8.  Mais  ici  la 
bordure  peut  prendre  8  positions  :  on  aura  donc 

8.52. 14400 . 52992  =  317,443^6,800  combinaisons 
pour  ce  seul  cas. 

Si  l'on  Toulait  deux  bordures,  le  carré  central  serait  de 
9  cases ,  et  le  moyen  au  milieu  du  carré;  on  pourrait  avoir 
les  progressions  suivantes  : 

Si  1  est  la  raison  des  progressions ,  celle  du  milieu  sera 
24*25«26;  Fune  des  deux  autres  1«2*3...2*3*4...  3*4*5,  etc., 
en  tout  21  séries  de  progressions.  H  est  inutile  de  dire  que 
la  troisième  progression  de  la  série  est  toujours  composée 
des  complémens  de  la  première  :  ainsi  47  «48  •49  est  la 
troisième  progression,  la  première  étant  1  •2*3,  et  celle 
du  centre  invariable. 

Soit  2  la  raison  des  progressions  :  celle  du  centre  sera 
23*25  *27,  et  l'on  aura  19  séries. 

La  raison  est  3,  la  progression  centrale  22  •25*28,  et 
17  séries.    * 

La  raison  est  4,  la  progression  centrale  21  •25*29,  et 
15  séries. 

TOM.   I*  7 
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La  raison  e$t  5^  la  progression  centrale  20«25«30,  et 
13  séries. 

La  raison  est  6,  k  progression  oentxala  19<* 25*81  y  et 
11  séries. 

La  raison  est  7,  la  progression  centrale  1S*25«32,  et 
9  séries. 

La  raison  est  8,  la  progression  centrale  17 •25*339  et 
7  séries. 

La  raison  est  9,  la  progression  centrale  16 •25* 34,  et 
6  séries. 

La  raison  est  10,  la  progression  centrale  15*25*359  et 
ft  séries. 

La  raison  est  11 ,  la  progression  centrale  14  «25  «36,  et 
2  séries. 

En  tout  124  séries,  et,  i  cause  des  8  positioiMS^du  cap'é 
central,  on  aura  992  carrés  centraux. 

n  &udra  chercher  toutes  les  premières  bordures  qui 
ont  5  de  coté,  et,  celles-ci  calculées,  rechercher  à  pari 
toutes  celles  de  7  de  côté  <iui  peuvent  se  former  avec  les 
nombres  restans.  Ce  nombre  de  combinaisons  sera  pro- 
digieux. Voici  l'une  d'elles  :  l'on  a  choisi  les  progressions 

du  carré  central  3-6.9 22.25.28. ....  41 .44.47; 

or,  supposant  les  angles  de  chaque  bordure  fixes,  et  ne 
considérant  que  les  permutations  des  nombres  intermé^ 
j^aîres  de  chaque  ligne  de  bordure,  il  y  aura  6  combinai- 
sons pour  les  3  nombres  du  milieu  de  la  première  verticale 
de  la  première  bordure,  et  autant  en  horizontale,  ce  qui 
donnera  6*6;  et,  comme  il  j  a  8  positions  du  carré  cen- 
tral, et  8  à  la  première  bordure,  ce  sera  36.64;  ensuite, 
les  5  cases  du  milieu  de  la  seconde  bordure  donnent  120 
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TOTiatîoDS^ceqin  fera  120*,  et  en  tout  a6«6ft«l4400  = 
265,420,800,  qa'il  budraît  mnlt^fier  par  8  si  le  carré  de 
7  n'est  pas  seul.  Mais  les  angles  de  chaque  bordure  peinent 
Tarier;  les  nomlnres  mêmes  entre  les  angles  fixes  penrent 
être  diflëremment  combinés;  et  surtout  les  nombres  d'une 
bordure  peovait  fidre  partie  de  l'autre,  et  réciproquement: 
ce  qui  donne,  pour  un  même  carré  central ,  des  biffions  de 
combinaisons;  et,  comme  l'on  a  124  carrés  centraux,  ce 
sera  une  addition  à  &ire  de  ces  biffions  lorsqu'on  aura 
épuisé  les  recherches;  ilÊiut  ensmte  ajouter  les  combinai^ 
sons  que  Pon  aura  trouvées  pom*  une  seule  bordure  au  carré 
de  7;  et  enfin  les  combinaisons  du  carré  simple  de  7:  on 
Terra  qu'il  y  a  encore  d'autres  formes  à  donner  à  ce  carré. 
On  aurasoin  de  ne  pas  employer  plus  de  20  impairs  pour 
le  carré  de  5;  il  en  restera  4  pour  la  seconde  bordure,  et 
ces  4  impairs  ne  pourront  être  aux  angles;  mais  il  y  en 
aura  1  à  chaque  ligne,  et  les  angles  seront  pairs.  S'3  en 
reste  6  pour  la  seconde  bordure,  il  Êiudra  que  les  angles 
soient  d'espèce  différente  ;  alors  l'une  des  lignes  aura  2  im- 
pairs sur  les  4  restans ,  et  l'autre  n'en  aurapoint.  (Toiir,  pour 
le  carréàdouble  bordure  dunombre  7,  pfancftel^/^t^reîS.) 

ARTICLE  III. 
cAaai  SB  0  ATEC  BoanuES.  ' 

Le  carré  de  9  peut  avoir  une,ou  deux,  ou  trob  bordures. 

S'ilu'y  ena  qu'une,les  sept  progressions  pour  le  carré  de 
7  peuvent  avoir  l'unité  pour  différence  :  dlors  la  progression 
^ientrale  est  38-39*40«41«42*43-44.  n  suffit  de  cher- 
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cher  les  treb  progressions  qui  peuTent  se  former  arec  les 
37  premiers  nombres  :  car  les  trob  dernières  comprennent 
les  complémens  par  ordre  des  trois  premières.  Or  l'unité  ne 
pent  faire  partie  de  la  première  progression  :  car  il  fiiut  21 
nombres  pour  les  trois  progressions ,  il  en  reste  1 6 ,  nombre 
qui  ne  peut  se  diviser  par  3 ,  et  il  &ut  qne  les  interyaUes 
soient  égaux.  Mais  si  le  premier  nombre  est  2,  on  aura 
38-^2=36;  ôtant  21,  reste  15,  qui  se  divise  par  3,  et 
donne  5;  or  5+7  =  12.  C'est  ce  dernier  nombre  qu'il 
&ut  ajouter  à  2,  et  l'on  a  14  pour  premier  nombre  de  la 
seconde  progression;  puis  14+12=26,  premier  nombre 
de  la  trobième;  enfin  26+ 12=:  38,  comme  cela  doit  être. 

On  ne  pourrait  commencer  par  3  ou  4,  mais  bien  par  5, 
et  l'on  a  38—5=33,  et  33-^21  =  12,  dont  le  tiers  est  4: 
donc  7  +  4=11  est  le  nombre  constant  à  ajouter  aux 
premiers  des  progressions,  et  ces  premiers  seront  5,16, 
27,  38.  On  ne  peut  prendre  6  et  7  pour  premiers  nombres 
de  la  première  progression,  mais  bien  8,  et  l'on  aura 
38*-8=30,et  30—21  =9,  dont  le  tiers  est  3;  et,  comme 
7  +  3=10,  on  aura  8,  18,28,  38  pour  les  premiers 
nombres  des  progressions.  De  même  38-^11=27,  et 
27—21=6,  dont  le  tiers  est  2  :  donc  7  +  2=9,  et  l'on 
aura  11,20,  29,  38  pour  premiers  termes;  pour  14  on  a 
38— 14=24,  et  24—21  =3,  dont  le  tiers  étant  1,  il  vient 
7  + 1  =8,  et  l'on  obtient  14,  22, 30, 38.  Si  17  est  le  pre- 
mier terme,  l'interralle  étant  nul,  il  n'y  a  qu'une  pro- 
gression. 

Soit  maintenant  2  la  raison  des  progressions  :  la  centrale 
sera  35«  37  •  39  •  41  «43  •  45  •  47.  On  voit  encore  que  l'unité 
ne  Ipeut  &ire  partie  de  la  première;  mais  si  2  est  le  pre- 
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mier  terme,  on  aura  35 — 2=3S,  et  Atant  2l,reste12, 
dont  le  tiers  est  4  :  donc  7  -f-  4=11  est  le  nombre  cons- 
tant  ponr  obtenir  les  premiers  termes  %  13,  2A,  35.  On  ne 
peut  prendre  3  ou  4;  mais  pour  5  on  aurait  35— 5=r30; 
Atant  21 ,  reste  9 ,  dont  le  tiers  est  3  :  donc  7+3=10  est 
le  nombre  à  ajouter,  et  l'on  aura  5, 15,  25,  35  pour  pre- 
miers termes;  or  15  fidt  partie  de  la  première  progres- 
sion, on  ne  peut  donc  commencer  par  5.  Passant  à  8,  on 
aura  35—8=27,  ce  qui  donne  6;  après  ayoir  soustrait  21 , 
le  tiers  de  6  est  2  :  donc  7  +  2=:9  sera  le  nombre  constant, 
et  il  Tient  8,  17, 26,  SS^pour  11  il  Tient  35—11=24. . . . 
24—21=3;  le  tiers  de  3=1,  et  7+ 1=8:  on  aurait 
1 1 ,  19, 27, 35;  mais ,  comme  19  lût  partie  de  la  première 
progression,  il  suit  que  11  ne  peut  servir.  Pour  14  il  Tient 
35— 14=21,  et  21 —21  =  0.  Ainsi  7  est  le  nombre  com- 
mun, et  Ton  aurait  14,  21,  28,  3S^ 

On  doit  remarquer  qu'on  n'a  pu  dbmmencer  par  un  im 
pair  :  car,  ou  la  progression  centrale  serait  paire,  co  qui 
n'est  pas  possible,  puisque  le  moyen  en  fiiit  partie;  ou  tout 
serait  impair^  ce  qui  ne  se  peut  pas  davantage,  puisque 
tous  les  impairs  ne  suffiraient  pas  pourlessept  progressions. 

Soit  3  la  rais<m  des  progressions  :  on  aura,  progression 

centrale,  32*35.38*41.44.47.50 32—2=30.... 

30—21  =9. ...  1= 3. ...  3  +  7= 10 ....  2, 12,  22, 32 , 
et  ainsi  du  reste. 

n  est  asses  ordinaire  de  réserver  les  premiers  nombres , 
el  par  conséquent  les  derniers ,  pour  les  bordures  :  ici  l'on 
prendrait  les  seixe  premiers  pour  la  troisième  bordure,  les 
douce  suivanspourla  seconde,  et  les  buit  qui  viennent  après 
pour  la  première.  Si  l'on  ne  veut  qu'une  bordure ,  comme  il 
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restera  autant  de  pairs  que  d'impairs,  te  angles  de  la  bor- 
dure seront  de  mânie  nature.  Voici  les  taUeaux  pour  k 
carré  de  7^  dont  le  premier  terme  sera  17 ,  h  progression 
continue ,  et  la  raison  l'unité  {pi.  l  ^fi%.  \k\  €haque  ligne 
du  premier  tableau  vaut  7  «20=::  140;  chaque  ligne  du 
second  =:7«21  =  147^  chaque  ligne  du  carré,  287. 

719  20  21  22  17  18  23  /U  21  7  0  28  42  35 
^[22  17  18  23  19  20  21  .[28  42  35  14  21  7  0 
1 123  19  20  21  22  17  18  g  121  7  0  28  42  35  14 
g  {21  22  17  18  23  19  20  \  /42  35  14  21  7  0  28 
g  J 18  23  19  20  21  22  17  «  J  7  0  28  42  35  14  21 
-•[20  21  22  17  18  23  19  ^[35  14  21    7    0  28  42 

\l7  18  23  19  20  21  22       y  0  28  42  35  14  21     7 

Ayant  chobi  2, 10  pour  les  angles,  il  finit  encore  217 
à  llionjEontale  inférieure,  et  295  à  la  première  verticale; 
et,  pour  ce  seul  cas,  baissant  dans  chacune  de  ces  lignes 
les  jnèmes  nombres  entre  les  angles,  et  ne  considérant 
que  leurs  combinaisons  et  ceDes  du  carré  de  7  simples, 
quisont  363,916,800,  on  aura,  pour  les  sept  nombres  entre 
les  angles,  5040  combinaisons»  H  &ut  élerer  ce  dernier 
nombre  au  carré,  multiplier  par  8  et  par  363,916,800, 
ce  qoidmme  73^952,551,895,040,000  combinaisons;  mais 
ce  nombre,  tout  prodigieux  qu'il  est,  ne  représente  pas, 
à  beaucoup  près,  tous  les  c^iangemens  du  carré  de  9,  aree 
une  seule  bordure,  et  les  mêmes  nombres  poiv  cette  bor^ 
dure  :  car,  d'abord,  puisqu'il  j  a  autant  de  pairs  que  d'im* 
pairs ,  l'on  a  seiae  pairs  et  seiae  impairs;  et ,  comme  la  moitié 
est  complément  de  l'autre  moitié,  l'on  aura  huit  pairs  â 
combiner  deux  à  deux=:  ^ =28,  et  autant  pour  les  im- 
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pairs:  dono  56  systèmes  d'anges  pour  cbacun  desquels  on 
auryût  une  grande  quantité  de  bordures.  QtteseraiirGesiron 
formait  les  antres  progressions,  les  angles  y  correspon- 
dant, les  bordures  qoi  s'y  rapportent?  et  l'on  n'anra 
encore  examiné  qoe  le  cas  du  carré  de  9  arec  une  bor^ 
dure,  n  y  aurait  à  voir  deux  où  Ton  exige  deux  ou  trois 
bordures;  il  &ndrait  ajouter  tous  les  produits,  et  après 
cela  l'on  n'aurait  qu'une  partie  des  combinaisons  du  carré 
de9,  ainsi  qu'on  le  terra  par  la  suite. 

Dans  le  carré  de  la  figure  14  on  peut  fiiire  passer  des 
nombres  d'une  figne  âl'autre,  comme  66  +  6;=:7J  +  '  •  •  • 
67  + 4=370  + 1...73  +  5=75+ «...74  +  4=75  +  3... 

67  +  5=71  +1 67  +  6=70+3,etc.Gestransibi^ 

mations  peurent  servir  de  noureUes  combinaisons  lors-> 
qu'on  en  a  adopté  une  première,  quoiqu'dSes  rentrent 
dans  le  nombre  total;  eBes  indiquent  qu'entre  des  an^^es 
&ces  et  aTec  daa^nombres  déterminés  il  y  a  jtosieurs  ma- 
nièfes  de  rempUr  les  lignes  bori&ontale  et  verticale^  oe 
qu'on  a  fidt  voir* 

Qu'on  examine  le  cas  oà  le  carré  de  9  a  deux  bor- 
dorea,  et  qu'on  suive  l'ordre  adopté  pour  le  cas  .d'une 
bordure,  c'est-à-dire  qu'on  prenne  les  doue  nombres 
qui  suivent  les  seise  premiers,  et  leurs  complémens  :  on 
aura  les  mêmes  combinaisoiis  que  si  l'on  prenait  les  douae 
premiers  et  les  dom»  derniers;  il  n'y  aura  qui  substituer, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  ajouter  16  â  chacun  des 
nombres  de  la  deuxième  bordure. 

d'abord, ^aprèa  œ  qoi  a  été  dit,  puis^H  y  a  autant 
de  pairs  que  d'impurs, les  ang^s  seront  de  même  nature; 
déplus,  mettant  touiovirs  deux  petits  nombres  aux  angles 
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de  la  première  horisontaky  on  en  anm  déjà  nn  grand  en 
verticale;  et,  fiiîsant  abstraction  des  angles,  en  n'en  pent 
prendre  quatre  pour  les  caaes  intermédiaires  ?  car  on  en. 
a«irait  cinq.  Or  les  cinq  plus  petits  des  grands  sont  38 ,  39 , 
40,  AI  ,42  =200  >  f75.  U  &ut  voir  si  deux  grands  suf- 
fisent i  le  cas  le  plus  &Torable  est  celui  de  deux  pairs  ou 
de  deux  impairs  se  suivant  immédiatement  aux  an^s*  Si 
1,3,  par  exemple,  sont  les  angles  de  la  première  horizonr 
taie,  on  aura  1  -f-  47  =  48  pour  les  angles  de  la  verticale; 
les  deux  plus  grands  restans  sont  46  et  48;  or  48  +  46 
-|r  48  =  142.  n  fiiut  encore  33  pour  faire  175,  et  il  n'y  a 
quelestrob  petits  10, 11,12,  qm  donnent  33.  Maintenant 
la  dernière  horizontale  a  déjà  aux  angles  47  et  49  =  96; 
il  Êmt  encore  79,  qui  ne  pent  se  fiiire  arec  deux  grands  t 
car  les  deux  plus  petits  des  grands  restans  sont  41  et  42 
==  83.  On  ne  peut  donc  mettre  deux  grands  à  la  yerticale. 
Soit  pris  45,  qui  est  le  (dus  grand  restant  ron  aura  96  +  45 
=  141.  n  fiiut  encore  34;  mais  les  quatre  plus  grands  des 
petits  restans  sont  6 , 7, 8 , 9 ,  dont  la  somme  est  30.  Donc , 
dans  le  cas  actuel,  on  ne  pourrait  former  lliorisontale  ;  on 
ne  peut  donc  pas  prendre  deux  grands  nombres  pour  la 
verticale*  On  a  vu  qu'on  n'en  peut  employer  quatre  :  donc 
il  en  faudra  trois»  Reste  à  voir,  dans  cette  hypothèse,  ce  qu'il 
en  faut  en  horisontale.  Le  cas  le  j^us  fiivorable  est  celui  des 
ang^s  les  plus  petits  qu'il  est  possible  &  cette  dernière 
horizontale,  et  par  conséquent  les  plus  grands  possibles 
à  l'horîjEontale  supérieure*  Soient  donc  ces  derniers  angles 
10  et  12  :  la  dernière  horisontale  aura  40  et  38  =  78  aux 
an^,  il  Êiut  encore  97.  Si  l'on  prend  39  et  41  =  80, 
comme  étant  les  plus  petits  des  grands  restans,  il  frut 


▲TEC    BOBDVftE.  f05 

encore  17,  qu'on  pent  fidre  par  trœs petits,  2, 7,  8,  et  3 
restera  les  petits  1 ,  3,4,  5,  6*  On  a  déjà  48  en  verticale, 
savoir  :  10  et  38,  complément  de  12  à  l'an^;  il  fimt  en- 
core 127.  Or  trois  grands  sont  trop  forts ,  et  denx  grands 
avec  trois  petits,  trop  fidbles  :  on  ne  pourrait  donc  former 
la  rerticide.  Le  résultat  de  cette  discussion  est  qa'il  &ul 
trois  gnmds  nombres  en  verticale ,  et  un  seulement  à  lliori^ 
xontide  inférieure.  H  est  déjà  dit  que  les  anj^  n'entrent 
pour  rien  dans  ce  calcul,  et  que  ce  seront  toujours  deux 
petits  nombres  qui  rempliront  les  angles  de  la  prenûère 
horiiontale.  Gela  posé,  on  va  chercher  les  combinaisons 
de  la  bordure  de  7  formée  avec  les  douse  premiers  et  les 
douae  derniers  nombres,  et,  ea  mémo  temps,  le  moyen 
d'éviter  des  calculs  inutiles*. 

(  1     31  (horiaontale  7» 

Soient dabord {47  «gjlesangles  :a&ut  J^^^^^^.^27 

La  somme  de  tous  les  petits  nombres  =s  (1  -|-  12)  ^  = 
1 3  •  6  =:  78.  Si  l'on  soustrait  les  angles,  il  reste  74 ,  nombre 
fixe  pour  les  angles  1,  3=4  constans.  Soit  d'abord  pris  48 
pour  le  grand  nombre  de  lliorixontale.  Il  &ut  encore  31 ,  va- 
leur de  quatre  petits  non^res.  Les  deux  plus  petits  restans 
sont  4  et  5  (car  1  et  3  senties  angles,  et  2  est  le  complet 
ment  de  48  ).  Otant  ces  deux  nombres  4  +  5  =9  de  la 
verticale  127 ,  reste  1 18  pour  les  trois  grands  en  verticale. 
Ces  11 8,  étés  de  trois  couples  ou  de  150,donnent  32  pour  les- 
trois- petits  nombres  conespondans  aux  trois  grands; mais 

31  vaut  les  quatre  petits  nombres  de  l'horixontale.  Ajoutant 

32  et  31 ,  on  aura  63  pour  la  somme  des  sept  petits  nombres; 
or  74  est  la  somme  des  dix  petits  nombres ,  après  défid- 
cation  de  ceux  des  angles.  D'un  autre  côté ,  on  connaît  2, 


/ 
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petit  nombre  complément  de  48  :  dcmc  63  -f- 2  =^65  re- 
présente les  huit  petits  nombres.  Si  Ton  retranche  65  de  74 , 
il  restera  la  râleur  des  deux  plus  petits ,  ou  une  râleur  plus 
grande,  ou  enfin  une  râleur  plus  petite*  Dans  ce  denaer 
cas  il  ne  peut  j  aroir  de  combinaison  :  car  alors  on  autait 
soustrait  un  nombre  trop  grand  pour  les  complémeus  àe^ 
trois  de  la  rerticale*  H  fondrait  donc  que  ce  nombre  lût 
plus  petit,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  que  la  somme  des 
trois  grands  nombres  fût  plus  forte;  mais  die  est,  par 
supposition,  la  plus  grande  possible  (en  effet  parmi  les 
cinq  nombres  de  la  rerticale  on  a  fait  entreries  deux  plus 
petits  restans  :  donc  la  somme  des  trois  grands  est  la  plus 
grande  possible).  Ainsi  il  ne  pourrait  y  aroir  combinaison , 
et  Ton  aurait  pris  un  nombre  trop  grand  pour  celui  de 
llioriaoutale. 

Si  le  résultat  de  la  soustraction  des  huit  petits  nombres 
de  74  donne  une  râleur  égale  à  la  somme  des  deux  plus 
petits  nombres,  la  c<Hnbinaison  subsiste. 

S'il  venait  un  nombre  {dus  grand  que  la  somme  des 
deux  plus  petits^  ce  serait  la  preure  qu'on  aurait  soustrait 
un  complément  tr(qp  petk.  Il  fiuidrait  donc  que  les  trob 
plus  grands  fussent  diminués,  ou  la  somme  des  deux  plus 
petits  augmentée;  et  powrqu'ily  ait  combinaison  dans  ce 
cas,  il  faut  que  la  différence  entre  la  somme  des  deux» 
plus  petits  et  le  résultat  de  la  soustraction  fidte  comme  on 
Fa  indiqué  ci-dessus ,  soit  paire,  et  que  sa  nmtié ,  ajoutée 
à  la  somme  des  deux  plils  petits, puisse  eonrenir. 
Résumant  : 

He  la  somme  de  tous  les  petits  nombres  (ici  c'est  78) 
on  soustrait  ceDe  des  an^^cs  :  on  aura  un  reste  constant 
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pour  les  mêmes  ailles.  De  ce  reste  on  Ate  le  oiHnpiément 
du  grand  nombre  choisi  pour  lliorifloatale ,  en  oommeiv- 
çant  par  le  pins  grand  de  tons  ceox  qni  restent ,  après 
les  eon^Iém^ns  des  angles;  il  vient  nn  deoxième  reste  r. 
Soient  6  et  t;  œ  qu'il  fimt  enccnre  ajouter  à  llioriiontale  el 
à  la  verticale,  d'après  les  angles,  pour  avoir  la  valeur  d'une 
ligne  de  la  bcwdure.  A  et  v  sont  donc  toujours  connus* 
Soit  p  la  somme  des  deux  plus  petits  nombres;  soit  sous- 
trait àeh  le  grand  nombre  cboiâ  a  :  il  restera  la  valeur 
des  quatre  petits  de  lliorisontale*  Et  soit  q  cette  valeur  $ 
qu'on  soustraie  ^gaiement  pdevf  l'on  aura  v^^p  pour  les 
trois  grands  nombres  delà  verticale*  Oiâniv^^p  de  trois 
couples  ou  de  9c,  l'on  aura  Sir-fp«— t;  pour  les  trois 
petits  nombres  oorrespondans*  ajoutant  q^  il  viendra  3e 
+  p  +  f — V  pour  les  sept  petits  nombres,  savoir  :  les 
quatre  de  lliorisontale,  et  les  trois  correspondans  aux  trois 
grands  de  la  verticale;  et,  puisque  r  représente  les  neuf 
petits  nombres,  savoir  :  les  sept  ci-dessus  et  les  deux  plus 
petits, l'on  aura  r  —  (3c  +  P+fl^— v),  oubienr  +  t;  — 
(3c+^  +  p)=:;>ou>  p.  Si  l'on  avait  r+v— (3c  + 
^  +  PX  P  *  **  »G  pourrait  y  avoir  combinaison* 

Cette  valeur  r -[-'»— C3c  +  p+  </)=:ou>p,  revient 
àr  +  v  —  (3c  4- y)  =  ou  >  2p*  Dans  le  premier  cas  il  y 
.  i/f%i|  combinaison;  dans  le  second  il  faut  voir  si  la  différence 
entre  r  +  v —  (3c  +  p  +^)  eip^  ou  si  r  -f  v^  (3c  + 
ip  +  q)  est  pair,  et  si  sa  moitié,  syoutée  à  p,  peut  conve^ 
nir.  Gela  va  s'éclaircir  par  des  exemples. 

Soient  donc  les  angles  1 ,  3  (  le  premier  angle  écrit  est 
toujours  celui  de  gauche,  et  le  second  celui  de  droite  de 
la  première  horizontale  )  :  on  aura,  pour  l'horizonlate  in- 
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férienre,  les  complémens  de  1  et  3 ,  lesqaek  sont  49  et  47  : 
donc  ^=175 — 47 — 49=^79;  larerticale  de  gauche  aura 
déjà  I  +  47=48  :  donc  t;  =  175—  48  =  127.  Soit  pris  a , 
le  plu»  grand  des  nombres  restans ,  qui  est  48  :  on  aura 
h — a=79  —  48=31  =f.  Les  deux  plus  petits  restans 
sont  4  -f-  5=/?.  Soustrayant  de  78,  valeur  des  douce  pe- 
tits nombres,  les  angles  et  le  complétaient  de  a ,  ou  1,2, 3 , 
=•6,  il  reste  72:=r,Taleur  des  neuf  petits  nombres  res- 
tans, savoir  :  les  quatre  de  la  dernière  borixontale ,  les 
deux  de  la  première  verticale,  et  les  trois  de  la  dernière, 
ou  les  trob  complémens  des  trois  grands  nombres  de  la 
première.  Otant  p^àev^  il  restera  v  "^p  pour  1^  trois 
grands  de  la  verticale,  et  3c— (v— p)  ou  3c  +  p— v 
pour  les  trois  petits  correspondans.  Or  v  — p  =  1 18 ,  et 
3c— t; -f  p  =  150- 118  =  32,  lesquels,  ajoutés  àf, 
donnent  63;  mais  r  ou72'-^63=9=:/9:  donc  il  j a  com- 
binaison (n.^  1  y 

Soie  a  =  46  (  c'est  le  plus  grand  après  48,  puisque  49' 
et  47  répondent  aux  angles  fixes)  :  on  aura  toujours  h . 
=79,  et  V  =  127.  Ces  valeurs  sont  invariables  pour  les 
mêmes  angles;  les  deux  plus  petits  sont  2  et  5=7  =?/?•  Or 
^  —  tf=79— 46=33;  de  78  étant  I  +  3  +  4=8, valeur 
des  angles  et  du  complément  de  46,  il  reste  70 =r.  Main- 
tenant, soustrayant  pde  w  ou7  de  127,  il  vient  v  — p=120, 
et  3c— (v—p)=150  — 120=  30,lesquels, ajoutés  à  33, 
donnent  63.  Ce  dernier  nombre  été  de  70 ,  il  vient  7=  p  : 
donc  il  y  a  combinaison  (n.<>  2). 

Soit  a  =45. . .  2  +  4  =  p=6. . . .  79—45  =34 

74=5=69=r... 127-^=121, et  le  complément  à  trois 
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couples  =  29;  mais  29  +  34=63;  et,  comme  69—63= 
6  z=zp,  il  j  aura  combinaisoD  (ii.o  S> 

On  Toit  que  l'on  a  ûdt  les  calcub  successiTement ,  ce 
qui  est  plus  prompt.  On  aurait  ici  r  -f  't'  =69  +  127  = 
196...-3c  +  p  +  ?  =  150  +  34  +  6  =  190;etr  +  t;  — 
(3c  +  p  +  ç)  =  1%— 190=6=^. 

Soita=ft4  :  on  aura  toujours  ^=2+4=6. .  •  79—44 
=35....74— 6=68....  127— 6=121,  dont  le  com- 
plément est  29.  Or  29+35=64,  et  68— 64=4<6;  et, 
comme  p=6  sera  constant  pour  tout  nombre  plus  petit 
que  44,  on  aura  toujours  r  +  v  —  {^c  +  ^)'^2p.  Ici 
r=68. . .  t;=127. . .  68+127=195. . .  ^=79— 44=35, 
et  3c+^=150+35=185.  Or  195—185=10,  et  10 
est  plus  petit  que  2p=2«6=12.  Donc  il  n'y  a  point 
de  combinaison  pour  44  à  l'horizontale,  ni  pour  tout 
autre  nombre  plus  petit  que  44.  Donc  pour  les  angles 
1,  3  il  j  a  trois  combinaisons. 

Angles  1,  5. Somme  =6. 

Horizontale,  49+45=94,  et  175— 94=81=A. .  .Ter- 
ticale,  1+45=46,  et  175— 46=129=v.  Petits  nom- 
bres restans,  78 — ^1 — 5=78 — 6=72. 

Soit  tf =48. . .  3  +  4=7=p..  ..^— a=33=ç. .  .72 
— 2=  70=r. . .  .*v—p=129— 7=122. . .  Complément 
=150— 122=28=3c  +  /Ei— V. ....  28+  33=61  =3c 
+  p_-j;  +  ^. . .  70— 61=9=r+v— (3c  +p+  q).  Or  9 
est  plus  grand  que  7  :  il  Êrat  donc  ajouter  à  7  la  moitié 
de  la  différence,  et  il  viendrait  7  +  1=8,  pour  les  deux 
petits  nombres  de  la  verticale.  Or  on  ne  peut  faire  8 
avec  deux  petits  nombres  :  car  il  reste  3, 4,6, 7,  etc.  : 
ainsi  point  de  combinaisons  pour  48  à  l'horizontale. 
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Soit  a=:47...p=:2  +  4=6...72— 3=69=r.... 
^— /!:=:: 34=^.  • .  <t;-»/»=:123.  • .  Le  complément  =150 
_123=3c— f>  +  p=27.  Or27+34=:61,  et69— 61 
=8>  6.  La  différence  est  2.  Il  faudrait  donc  faire  6+  1 
=7,  avec  deox  des  petits  nombres  restans  2,  4,  6,  7, 
ce  qui  n'est  pas  pdsrï:^ 

Soit  fl=46.Âlors/>=2+ 3=5. . .  r  =72— «=68. . . 
A"-a=35=3f, .  •  v*-p=124* .  Le  complément  =26,  et 
26  +  35=61.  Pais68— 6f=7>5.  B  fiiudrait 6, qn'on 
ne  peat  fiôie  avec 2,  S,  6. 

Pour  a=:44  on  a  toujours  p=5. . ..  r=72— 6=;= 
66. . .  f =37. . .  v— «p=124. . .  Gomplément=26.  ••374- 
26=63.  • .  66—^63=3 ^5  :  ainsi  point  de  combinaisons, 
et  il  est  inutile  de  pousser  phis  loin  la  supposition  de 
nombres  plus  petits  que  44,  et  par  conséquent  les  angles 
1   et  5  ne  donnent  point  de  combinaisons. 

An^^es  1 , 7.  •  •  Somme=:8. 

Gomplémens  des  angles,  49  et  43. .  Sonmie,92. .  •  175— 
92=83=&...1 +43=44...  175— 44  =  131  =v... 
Petits  nonibres=:70. . .  ft,  i;  et  70  sont  constans  pour  les 
mêmes  angles. 

Soit  a=48. . .  3  +  4=7=p. . .  70-*2=68=r. . .  M 

— a=35  =^. . .  V— p=124 Complément  à  trois 

couples  =26 35  +  26=61....68— 61=7=p: 

donc  combinaison  (  nfi  4  )• 

a  =  47...2  +  4  =  6=p 70— 3=67  =  r.  ...^ 

=  36...v— p  =  125....  Complément =25... 25 +36 
=61. . .  67—61  =6=p:  donc  combinaison  (n.<>  5). 

a=46« . .  p  =5.  • .  r  =:66.  •  •  f =37.  •  •  v — p=:126. .  • 
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Ck>miAéiiieiit  £=2«. . .  24  +  37=61. .  .66—61  s5=p: 
donc  combinaison  (tlP  6  )• 

Si  a;=:45,  il  n'y  a  pki3  de  combinaisons,  pas  plus  que 
pour  les  angles  (1,  9),  (1, 11> 

Anc^  i,  5. ..  Somme  =&  Petits  nombres  =  70«...& 
=83...v=127. 

Soit  tf = 49. . .  2 +4 = 6=p. . .  r=  69. . .  ^  =  34. . .  V 
—^=121. . .  Complémenl=29.  • .  34+29=63. . .  69— 
63  =6 s=p:  donc  combinaison  (n.®  7). 

«=48. . .  1  +  4  =  5=  p. . . 70—  2=  68=;r . . .  k^ 
a=±:35  =  f. ..v  —  p  =  122...  Complément  =  28... . 
a5  +  28=6a . .  68— 63=:5=;7:  donc  combinaison  (8). 

a=46. . .  |7  =1+2=3. . .  r=  66. . .  17= 37. . .  v — p 

=  124. . .  €omplément=26 37  +  26  =63. . . .  66 

«—  63=  3=p  .•  donc  il  j  a  combinaison  (n.**  9)é 

A=44. . .  p=3. . .  r=64. .  •  ^=:39. . .  v— p=124. .  ; 
Complément=26. . .  39  +  26=65. ..  64 —65  ne  se  peut: 
donc  pins  de  combinaisons  pour  les  angles  3>  5« 

Angles  3,7...  Somme,  10.  •  •  Petits  nombrea=68. «  • 
fcs=:85...v=129. 

â=49. . .  p=2+ 4=6. . .  r=67.. .  f =36. . .  tr— p 
==123. . .  Complément  =27. . .  36  +  27=63.  • .  66—63 
=3<^p .-  ainsi  point  de  combinaisons,  ni  pour  49,  ni 
pour  les  nombres  plus  petits;  ainsi  a=48.  ..p=1  +  4 
=^5*  •  •  rr=:66. .  •  f =37. . .  1;— p=124. . .  Complément, 
26. . .  37  +  26=63. ..  66— 63=3 <5. 

Angles  3,.9. . .  Somme,  12. . .  Petits  nombres, 66.  •  .&=: 
87...i;=131. 

a=a9. . .  2  +  4=6=p. . .  r =65. . .  ^=38. . .  v—p 
=125. . .  Complément,  25. . .  38  +  25=63. . .  65—63= 
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2<6:  ainsi  point  de  combinaisons  pour  les  anj^es  3^ 
9,  pas  plus  que  pour  3,  11* 

Angles  5, 7. . .  Somme,  12. . .  Petits  nombres,  66...  k=. 
87...v=127. 

a=49. . .  p=5. . .  r=65. . .  17=  38. . .  v— />=122. . . 
Complément  =28...  38  +  28=66...  65—66  est  im- 
possible :  donc  point  de  combinaison,  pas  plus  que  pour 
les  autres  angles  impairs. 

Angles  2,4...  Somme,  6. . .  Petits  nombres,  72. . .  h=i 
81...v=127. 

a=W...;r=8...r=71...^2l   63...71— 63=8=p 
v_p=119. .  .Complément  =31) 

Donc  combinaison  (n.^  10). 

a=47...p=6...r=69...?=34ï  63. . . 69-63=6=p 
v— •p=121. .  •  Complément=29) 
Donc  combinaison  (n.^  11). 

«=45. . .  p=4. . .  r=67. . .  ^=361  ^3      gy^gg^-p 

V  — p=123. . .  Complémenl=:27  J 

Donc  combinaison  (n,«  12).  U  n'y  en  a  plus  pour  les 
angles  2,4,  parce  que  p=4  serait  constant. 

Angles  2, 6. . .  Sonmie ,  8. . .  Petits  nombres  ,70. . .  A= 

83...v=129. 

a=49...p=7...r=69...  7=341  ^      ^^    ^,^_- 

loo      ^       1^       *_oQr  62...69-62=7=p 

V  —  p  =1 22. . .  Complément=:28| 

Donc  combinaison  (  n.o  1 3  ). 

a=47...p=5...r=67...ç=36>  62. . . 67-62=5=p 
V — p=124. ..  Compléments!^) 
Ainsi  combinaison  (n.^  14). 
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a=46. . .  p=a, . .  r=66. .  .^=^7)  g^^     66-e2=4=ii 

V  —  j[?=  1 25. . .  Complément = 25 J  '^ 
Donc  combinaison  (  11.0 15). 

Ainsi  polhtde  combinaison  :  en  général,  aussitôt  qu'on 
trouve  deux  valeurs  de  p  égales ,  il  n'y  a  plus  de  combi- 
naisons pour  les  angles  choisis,  et  cela  fait  éviter  des 
calculs  inutiles. 

Angles  2, 8. . . .  Somme  10. . . .  Petits  nombres,  68. . . . 
&=85....t;=13l, 

a=49...^7.     ;=:67...^36.       ..67-62=5<7 

V  •—  P  =  12/1.  . .  Complémenl==26(  .  ^ 

Donc  point  de  combinaisons  pour  2, 8,  ni  pour  les  autres 
angles  où  entre  2. 

Angles  4,6...  Somme=10. . .  Petits  nombres ,  68. .  • 

fc=85...i;=127. 

0=99...  p=5...r=87...  ^=361^^      ^_    ^,,      o^ 

400      ^       w  ^^>64...67— 64=3<p 

V — P  =  122. . .  Complément==28  J 

n  n'y  a  plus  de  combinaisons  pour  aucun  angle  :  car  p 

conservera  toujours  la  valeur  5. 

Toici  toutes  les  bordures  pour  le  cas  ^e  l'on  considère. 

ANGLES  1    3. 


hokizontàls.  tbkticalb. 

48      6    7    8  10  38  39  41       4  5....d.<>    1. 

r689  10  3839  43) 

46  J  6    7    9  11  38  40  42  >  2  5. ...  n.»    2. 

l  6    7    8  12  39  40  41  3 


TOK.  I. 
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BOKIZORTÀLB.  TBKTICALB. 


45 


■48 


47 


46 


49 


48 


7 
6 
6 
6 

8  9  10 
8  9  11 
7  10  11 
7  9  12 

38  39  44 
38  40  43 

38  41  42 

39  40  42 

AWGLBS  1  7. 

6 
6 
5 
5 

8  10  11 

8  9  12 

9  10  11 
8  10  12 

38  41  45 

39  40  45 

38  42  44 

39  41  44 

6 
6 
5 
5 

9  10  11 

8  10  12 

9  10  12 
8  11  12 

38  42  45 

39  41  45 

39  42  44 

40  41  44 

6 
6 
5 

9  10  12 

8  11  12 

9  11  12 

39  42  45 

40  41  45 
40  42  44 

ANGLES  3  5. 

7 
6 
6 
6 

8  9  10 
8  9  11 
7  9  12 
7  10  11 

38  39  44 

38  40  43 

39  40  42 
38  41  42 

7 
6 
6 
6 

8  9  11 
8  10  11 
8  9  12 
7  10  12 

40  38  44 

38  41  43 

39  40  43 
39  41  42 

2  4 n.o     3. 


3  4 n.»     4. 


2  4. 


.  n.o     5. 


2  3 n.o     6. 


2  4. 


1  4. 


.n.o    7. 


.  n.o    8. 
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■ORIZOHTlLK.  TIKtlClLB. 

7  9  10  11  38  42  44 

^g  .  7  8  10  12  39  41  44  , 

W  9  10  12  39  42  43  '  *  ^••••n-"  »• 

6  7  11  12  40  41  43 

AN6LES  2  4. 


3  5. . . .  n.«  10. 


.n.*  11. 


38  39  42 
38  40  41 
38  39  44 
38  40  43 

38  41  42 

39  40  42 

38  41  44 

39  40  44 

38  42  43  H  3...,n.o  12. 

39  41  43 

40  41  42 
38  39  45 

38  41  43 

39  40  43 
39  41  42 

38  41  45 

39  40  45 

39  42  43 

40  41  43 
88  41  45. 

39  41  45  (  1  3. . . .  n.«  15. 

40  42  43  j 


3  4 nfi  13. 


1  4. . . .  mo  14. 
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En  tout  53  bordures  pour  le  carré  de  7,  lorsqu'on  em- 
ploîeles  12  premiers  et  les  1 2  derniers  nombres  ;  et ,  comme 
les  5  du  milieu  de  chaque  ligne  s'arrangent  de  120  ma- 
nières, l'on  aura  120'<  8 •53*529929  ce  dernier  nombre 
désignant  les  arrangemens  du  carré  de  5  sans  bordure  ;  et 
l'on  obtient  323,547,955,200  combinaisons. 

On  trouTcra  (/>/.  II, ^g.  15) le  carré  de  9  avec  deuxbor- 
dures;  et,  pour  celle  de  7,  on  a  pris  la  première  combinair 
naison  du  nfi  13,  en  ajoutant  16  à  chaque  nombre. 

En  suivant  la  même  marche,  on  prendra  pour  la  bordure 
de  5  les  8  nombres  qui  suivent  les  28  premiers^,  et  pour  le 
carré  de  3  les  9  nombres  du  milieu;  or  on  a  vu  au  neuvième 
carré  de  5  avec  bordure  qu'il  j  avait  pour  ce  cas  23040 
combinaisons  qu^  &ut  multiplier,  par  celles  de  la  bordure 
de  7  :  on  aura  donc  8  •53^1 20*  «23040=  140,673,024,000; 
ce  dernier  nombre,  ajouté  à  celui  qui  exprime  les  combi- 
naisons de  bordures  de  7  pour  le  carré  simple  de  5,  donne 
pour  somme  464,220,979,200  pour  le  carré  de  7  avec  bor-* 
dure,  et  d'après  le  choix  des  nombres  pourchaque  bordure, 
à  savoir  :  les  1 6  premiers  pour  la  bordure  de  9 ,  les  12  soi- 
vans  pour  celle  de  7 ,  les  8  encore  smvans  pour  celle  de  5. 

Reste  à  connaître  les  combinaisons  de  la  bordure  de  9  : 
l'on  continuera  à  prendre  les  16  premiers  et  les  16  derniers 
nombres,  qui,  par  supposition,  sont  ceux  qui  doivent  four« 
nir  cette  bordure. 

Il  ÙLui  d'abord  connaître  combien  on  peut  prendre  de 
grands  nombres  en  verticale  et  en  Jiorizontale.  Suppo- 
sé qu'on  en  prenne  5,  soient  les  angles  les  plus  petits 
possibles  :  ou  aura  en  verticale  1  +  complément  de  15, 
qui  est  67 ,  en  tout  68  en  verticale  :  car  ces  angles  doivent 
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être  de  même  espèce;  et  t5,  étant  le  plus  grand  impair, 
aura  le  plus  petit  complément  Or  les  5  plus  petits 
parmi  les  grands  sont  66 ,  68, 69, 70, 71  =s SUU-y  et,  ajou- 
tant 68,  l'on  aura  412,  nombre  plus  grand  que  369,  Tar- 
leur  dé  chaque  ligne.  Qu'on  prenne  3  grands,  et  soit  la 
somme  des  angles  en  verticale  la  plus  grande  possible ,  ce 
qui  arrive  lorsqu'on  prend  2  angles  de  même  espèce 
et  consécutif  en  horizontale  première  :  elle  sera  80*  Qu'on 
prenne  ensuite  les  &  j^us  grands  nombres  79, 80, 81  =2 
240  :  il  fiiudrait  encore  49  pour  les  4  petits;  par  exemple, 
on  peut  avoir  5, 13, 15,  t6.  Soient  donc  4, 6V  les  angles  : 
l'horizontale  aura  pour  les  complémens  76  -f-  78=:  154;  il 
ùiJXi  encore  215;  or  on  ne  pourrait  prendre  3  grands 
nombres  :  caries  3plns  petits  68,70,  71  =  269.  H  laur 
drait  seulement  6,  et  la  somme  des  4  petits  est  beaucoup 
plus  forte.  Si  l'on  prend  2  grands,  les  2  plus  gnmds  sont 
74  et  75  =3 1 49.  B-  faudrait  encore  66,  et  les  petits  restims 
ne  donnent  que  56. 

Soient  les  angles  12, 14,  lesquels  sont  les  plus  grands 
que  l'on  puisse  prendre  d'après  la  formation  de  la  verticale: 
les  complétoens  seront  1 38;  il  faut  encore  231.  Soient  pris 
3  grands  nombres,  les  plus  petits  sont  71, 72, 78=216; 
il  manque  15,  et  il  reste  25  en  petits  nombres.  Si  l'on 
prend  les  2  plus  grands  76,  78=154  ,fl&tttque5petits 
fassent  62,  et  l'on  n'a  que  45.  Il  est  donc  évident  qu'en 
prenant  3  grands  nombres  en  verticale,  on  ne  pourrait 
composer  l'horizontale  ;  d^autre  pmrt,  on  ne  peut  en  prendre 
5  :  donc  il  &udra  4  grands  nombres  en  verticale. 

Cela  connu ,  il  faut  voir  si  l'on  en  peut  prendre  3  en 
horizontale;  et  pour  cela  soient  les  angles  14, 16,  les  plus 
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grands,  et  par  conséciQent  les  complémens  lesplas  petits 
66  et  68  :  la  somme  est  ISft^  la  yerticale  aura  aux  angles 
80;  il  faudra  encore  289  en  ft  grands  et  3  petits  ;  or  les  3 
plus  petits  parmi  les  grands  sont  67,  69,  70=206,  ce  qui,  * 
ayouté  à  134,  donne  340;  reste  29  pour  4  petits,  par 
exemple,  2, 6,  10,  11;  or  les  nombres  restans  donnent 
pour  les  4  plus  petits  des  grands  73, 74,  75, 77=299,  qui 
est  plus  grand  que  289  :  on  ne  pourrait  donc  former  la 
^rticale;  donc  on  ne  peut  &ire  entrer  3  grands  nombres 
en  boriaontale. 

Conclusion*  Il  faut  4  grands  nombres  en  yerticale  avec 
3  petits,  et  seulement  2  grands  et  5  petits  (abstraction 
fidte  des  angles  )  en  borizontale* 

Gela  posé,  Toici  comment  on  obtiendra  les  o<Hnbinai* 
sons  pour  le  cas  dont  il  est  question*  Il  &ut  suirre  une 
marche  analogue  à  celle  adoptée  pour  la  bordure  de  7. 
Soient,  par  exemple,  les  angles  1, 3;  A  ce  qui  manque  en 
horizontale,  en  soustrayant  de  369  les  complémens  des 
angles;  et  i^  ce  qui  manque  en  verticale ,  dé^dcation  fiiite 
du  premier  angle  et  du  complément  du  second.  Ici 
A=369— (81  +79)=209;etv=369— (1  +  79)=289. 
La  somme  des  petits  nombres  de  1  à  16  est  en  tout  136» 
Soustrayant  1  +  3=4,  somme  des  ang^s,  restera  132. 
Soit  a  h  somme  des  2  grands  nombres  de  l'horisontale, 
et  h — a)=i7=Ia  valeur  des  5  petits  nombres  de  cette 
horisontaJe*  Soil  r  la  sonune  de  tous  les  petits  nombres, 
sauf  ceux  des  angles  et  ks  complémei«»  des  2  grands  de 
l'horizontale*  Ces  deux  complémens  valent  2  couples  moins 
a,  ou  164— a;  donc  r=132— (164— a)=a— 32.  €e 
nombre  32  est  invariaUe  tant  que  les  angles  restent  les 
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mêmes;  mais  a  Tarie.  Soh  p  la  somme  des  3  plos  petits 
nomlnres  de  la  verticale  t  ce  sont  les  plus  petits  panoi 
ceux  qui  ne  sont  ni  les  angles,  m  les  complémens  des 
grands  de  a.  Les  4  petits  correspondans  aux  4  grands 
de  la  yerticale  Talent  4  couples  moins  la  Térticale  h  di- 
minuée de  p,  ou  328— (289— p)  =39  +  pm  Le  nombre 
39  est  invariable  pour  les  mêmes  angles  ;  p  seul  varie  lors- 
que les  grands  de  l'horizontale  éprouvent  euxHnémes  des 
variations. 

Si  mainteitiait  Ton  ajoute  39  +  ;^=/  à  f ,  on  aura 
r-{-?  =  tous  les  petits  nombres  moins  ceux  des  snffieSy 
les  complémens  des  grands  de  lliorisontale  et  ceux  qui 
répondent  à  p.  Si  donc  on  retranche  t  +  q  àe  r/û  doit 
rester  p,  ou  un  nombre  plus  grand,-  ou  un  plus  petit.  Dans 
ce  dernier  cas  il  n'j  aura  pas  de  combinaison ,  puisque  p 
est  supposé  égal  à  la  somme  des  3  plus  petits  nombres ,  et 
qu'en  conséquence  on  ne  peut  avoir  une  valeur  plus  pe- 
tiie.  Si  le  restes  p,  il  ja  combinaison;  s'il  est  pins  grand, 
on  prend  k  moyenne  entre  p  et  ce  reste,  et  il  y  aura 
encore  combinaison,  à  umhus  que ,  pannî  les  3  petits 
nombres  qui  composeraient  cette  moyenne,  il  ne  s'en 
trouve  déjà  employés  soit  aux  angles,  soit  aux  complet 
mens  des  deux  grands  de  llioriiontale* 

Revenant  aux  angles  et  aux  combinaisons  cherchées , 
les  ang^s  seront  de  même  espèce,  puisqu'il  y  a  autant  de 
pairs  que  d'impairs  par  supposition. 

ANGLES    1    3. 
^=20a  • . .  a;=289. . . .  r=:a— 32. . . .  <=39+  p 
Ces  quatre  valeurs  restent  les  mêmes  pour  les  angles  1 , 3 
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constans;  mais  aeip  seuls  yarient,  comme  on  le  Temi , 
dans  ce  qui  suit.  Les  complémens  des  angles  ne  comptent 
pas  comme  grands  nombres. 

Grands  nombres  80  78=158=a...qf=51...p=5  6  7=18 
82  f=57 

"Tielrrr  —  108=î8=p 

Donc  il  7  a  combinaison 

Puisque  les  5  petits  de  l'horizontale =qr  =  51 ,  et  qu'il 
reste  8, 9, 10, 11, 12,  13,  U,  15, 16,  il  faut  voir  quek 
nombres  ajoutés  font  cette  somme  51.  H  n'y  a  que  8, 9, 
10,  11,  13.  Les  4  grands  de  la  verticale  sont  les  complé- 
mens des  ft  petits  restans  12, 14 ,.  15,  16.  Ainsi  l'on  aum 
l'unique  combinaison  : 

HORIZONTALE.  TSaTICALB. 

8  9  10  11  13—78  80... .66  67  68  70—5  6  7...(1) 

Sans  un  procédé  simjJe  et  certain  le  travail  serait  long: 
ainsi,  pour  obtenir  51 ,  piur  exemple,  avec  les  12  petits 
nombres  restans,  on  aurait  trouvé  grand  nombre  de  com- 
binaisons, et  une  seule  cependant  est  convenable  ;  on  l'ob- 
tient au  contraire  sur  le  champ;  et  s'il  n'y  en  a  point ,  le 
procédé  l'indique.  On  observera  de  phis  qu'il  suffit  d'ob- 
tenir la  première  combinaison  pour  en  déduire  les  autres* 
Cette  première  doit  se  fidre  avec  les  plus  petits  nc«nbres 
par  ordre  :  ici,  par  exemjde,  l'on  a  pris  8,  9,  10,  11;  on 
voit  qu'il  n'y  a  que  1 3  qui  puisse  faire  51  avec  les  4  plus 
petits. H  est  clair  aussi  que,  lorsque  deux  nombres  ne  dit- 
ierent  que  de  deux  unités ,  on  ne  peut  diminuer  l'un  et 
augmenter  l'autre  d'une  unité  sans  les   rendre  égaux. 


AVEC    BORDURE* 


t2f 


Avec  un  peu  dliabitnde  on  voit  sur  le  champ  ooaunent 
d'une  première  combinaison  on  peut  Êdre  sortir  les  autres. 
Le  trait  qui  vient  après  r  est  signe  de  soustraction. 


GrandsnombresSO  77=:157=fl...ç=52...p=«i  6  7=:I7 
32  t=5& 


125=:r—  108=17=p 
II  7  a  donc  combinabon. 

HORIZONTALB.  YJERTICALE. 

8    9  10  1t  14)  „  _.         66  67  69  701     ^  ^        ^^ 
8    9  10  12  «r'^        66  67  68  71^6  7- C2) 


Grands  nombres  80  76=:i5&=a...q=li3...p='i  5  7=16 
32  r=55 


124=r  —    108=:16=p 
S  7  a  donc  combinaison^ 


HOmZONTALB, 

8    9  10  11  15^ 

8    9  10  12  14(76  80 

8    9  11  12  m 


▼XHTICALB. 


701 

71 U  5 
72) 


66  68  69  70} 

66  67  69  7i\n  5  7. 

66  67  68 


(3) 


Grands  nombres  80  75=i55=a...g=5H...ff==i  5  6=15 
32  t=5i 


123=r  —   108=15=/» 
11  y  a  donc  combinaison» 
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■OBIBOHTlUt. 

8    9  10  11  16\ 
8    9  10  12  I5J 

8  9  10  13  upseo 

8    9  11  12  14^ 
8  10  11  12  13/ 


vuncAU. 

67  68  69  TOI 
66  68  69  71 
66  67  70  71 
66  67  69  72' 
66  67  68  73/ 


4  5  6. . .  (5) 


Grands  nombres  80  74. 

Comme  p  sera  toujours  =  4,  5, 6,  îl  n'j  aura  plus  de 
combinaisons  :  car  alors  r  7— (  t-\-q')  sera  plus  petit  que  p  ; 
et  toutes  les  fois  que  p  sera  constant,  les  combinaisons 
cesseront  pour  les  grands  nombres  choisis,  à  moins  que 
le  reste  précédent  n'ait  été  plus  grand  que  p. 


Grands  nombres  78  77=155=31..  .^::±:54...psâ  6  7=;15 
32  fc=54 


1i23=r  ,-  108=15=p 
Et  par  conséquent  combinaison. 


BOKIZOHTÀLI. 

9  10  11  16^ 
9  10  12  15 
9  10  13  I4J77  78 
9  11  12  14 


8 
8 
8 
8 
8  10  11  12  13; 
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67  68  69  70\ 
66  G8  69  71 i 
66  67  70  71>2  6  7. 
66  67  69  72\ 
66  67  68  73] 


(5) 
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On  Toit  id  qu'ayant  pour  reste  les  mêmes  9  petits 
nombres  pom*  75, 80  que  pour  77,  78,  dont  la  somme  est 
la  même,  les  combinaisons,  sauf  les  2  grands  de  l'hori- 
zontale et  les  3  petits  de  la  verticale,  sont  les  mêmes. 


Grands  nombres  78  76=154=a...<jf=55...p=2  5  7=14 
82  «=53 


122=r  —  108=14=p 


Donc  combinaison. 


HORIZONTALE*  TERTICALB. 

8    9  10  12  16\  67  68  69  71^ 

8    9  10  13  151  66  68  70  71 

8    9  11  12  15(  66  68  69  72!                 .. 

8    9  11  13  Ur^  ^*        66  67  70  72^^  ^  ^'"^^^ 

8  10  11  12  u\  66  67  69  73 

9  10  11  12  13/  66  67  68  74 


Grands  nombres  78  75=153=»...7=56,..p=2  5  6=13 
32  fc=52 


121=r  —  108=13=p 
Donc  combinaison» 
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DE   9 

BOUZ0NTÂI.B. 

TBKTICILI. 

8    9  10  13  16\ 

67  68  70  71 

8    9  10  U  15 

66  69  70  71 

8    9  11  12  16 

67  68  69  72 

8    9  11  13  15( 

.75  78 

66  68  70  72 

8    9  12  13  m 

66  67  71  72 

8  10  11  12  15 

66  68  69  73 

8  10  11  13  14 

66  67  70  73 

9  10  11  12  ml 

66  67  69  74 

^256...  (8) 


Gomme  p  serait  constant,  il  n'y  a  plus  de  combinaisons 
pour  78  premier  nombre. 


Grands  nombres  77  76=:153==fl... 7=56... p=2  4  7=:;13 
32  ^=52 

121  =r  —  108=13=;? 
Donc  il  y  a  combinaison. 

HORUOKTÀLE.  TBaTICÀLS. 

Petits  nombres  conmie       Grands  nombres  comme^ 

pour  78  75.  pour  78  75.  >• .  .(8> 

Grands  nombres  77  76       Petits  nombres  2  4  7) 


Grands  nombres  77  75=:152=a...7=57...p=2  4  6=12 
32  x=51 

120=r  —  108=12=/! 
Donc  combinaison. 


AVEC    BOR0UBE. 


125 


ROKIZ01ITAI.B* 


ysmcÂU. 


8    9  10  14  16\ 

67  69  70  71v 

8    9  11  13  161 

67  68  70  72 

8    9  11  14  I5J 

66  69  70  72 

8    9  12  13  isf 

66  68  71  72 

8  10  11  12  16)75  77 

67  68  69  73  \2  4  6. . 

.(9) 

8  10  11  13  151 

,    66  68  70  731 

8  10  12  13  14\ 

66  67  71  73\ 

9  10  11  12  15] 

66  68  69  74  1 

9  10  11  13  14/ 

66  67  70  74/ 

Grands  nombres  76  75=151=:a...^=58...p=2  4  5=11 
32  <=50 


119=r  —  108=11=r/> 


Donc  combinaison» 


BORIZORUU. 


8  9  10  15  16\ 
8  9  11  14  161 
8  9  12  13  16 
8  9  12  14  15] 
8  10  11  13  lef 
8  10  11  14  15)75  76 
8  10  12  13  15| 

8  11  12  13  I4I 

9  10  11  12  16' 
9  10  11  13  151 
9  10  12  13  14/ 


TS&TICAU. 

68  69  70  71\ 
67  69  70  72 
67  68  71  72 

66  69  71  72 

67  68  70  73 

66  69  70  73)2  4  5...(11) 
66  68  71  73 

66  67  72  73 

67  68  69  74 
66  68  70  74 
66  67  71  74/ 


126  CARRÉ    DE    9 

Gomme  p  est  constant  non-seulement  pour  le  premier 
nombre  76 ,  mab  pour  tout  autre ,  il  suit  qu'3  n'j  a  plus  de 
combinaisons  pour  les  angles  1,  3.  Donc,  si  l'on  ajoute  les 
nombres  entre  parenthèses ,  l'on. aura  58  ))ordures  [58]. 

ATfGLES    1    5. 

fc=2]  1 ..  i;=291 ...  r=î  30— (164— a)=a— 34...  «=328— 

(291— p)=p+37. 

Les  Taleurs  de  hjV^r,  t,  restent  les  mêmes  pour  les 
angles  1,  5;  mais  a  et  ;^  varient. 

Grands  nombres  80  79=159=a...^=52.../ti=4  6  7=17 
34  t=54 


125=r—   106=19  >p 
Or  19+17=36,  dont  la  moitié  est  18.  Ainsi  on  aura 
p=4  6  8,  pour  les  trois  petits  de  la  verticale;  les  petits 
restans  seront  7,  9,  10, 11 ,  12, 13, 14, 15,  16,  avec  les- 
queb  on  doit  Êdre  52. 

HOEIZONTALE.  VERTICALE. 

7    9  10  11  15^  66  68  69  70^ 

7    9  10  12  14)79  80         66  67  69  71)4  6  8.. .  (3) 


7    9  11  12  13i  66  67  68 


70| 
12) 


Grands  nombres  80  78=158=a...9=53.../i=:8  6  7=16 
34  <=53 


124=r—  106=18>p 

n  faudrait  donc  &ire  p=:1 7  par  3  6  8,  et  il  y  aura  com- 
binaison; il  reste  les  mêmes  petits  nombres. 


ATEG   BOKDVRE. 
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HOUSOHTAUU                                   TUTICIU. 

7    9  10  11  16)                 67  68  69  toA 

7    9  10  12  151                 66  68  69  71 i 

7    9  10  13  J4I78  80        66  67  70  71  >3  6  8. . 

7    9  11  12  14(                  66  67  69  72\ 

7  10  11  12  13]                  66  67  68  73/ 

.(5) 

Grands  nombres  80  76=156=a...<3f=55...p=:3  4  7=14 
341  ^=51 


122  =  r—  106=16  >/; 

Donc  p  doit  être  15,  qui  peut  se  faire  par  3  4  8:  il  y  a 
donc  combinaison  ;  Ton  a  toujours  les  mêmes  petits 
nombres. 


HOKIZONTAU. 

TBBTICALB. 

7    9  10  13  16i 

67  68  70  71 

7    9  10  ia  15 

66  69  70  71 

7    9  11  12  16 

67  68  69  72 

7    9  12  13  Ur®  ^ 

66  68  70  72 

6667  71  72 

7  10  11  12  15 

66  68  69  73 

7  10  11  13  14 

66  67  70  73 

9  10  11  12  13/ 

66  67  68  75, 

3  4  8...  (8) 


Grands  nombres  80  75=1 55=a?... 7=56... ;;=3  4  6=13 
34  <=50 


121  =:r--  106=15>p 
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Il  faudrait  14^  or  on  ne  peut  faire  14  arec  lesTestans 
3,  4,  6,  8,  etc.  Donc  point  de  combinaisons. 


Grands  nombres  80  7a=î54=a...flf=37,..p=3  4  6=13 
34  «=50 


Donc  combinaison. 


HonizoKTÀu:. 

7  9  10  15  16 

7  9  11  14  16 

7  9  12  13  16 

7  9  12  U  15 

7  10  11  13  16 

7  10  11  14  15 

7  10  12  13  15 

7  11  12  13  14 

9  10  11  12  15 

9  10  11  13  14j 

^74  80 


120=:r—  107=13=p 


TBRTIULS. 

68  69  70  71 
67  69  70  72 
67  68  71  72 

66  69  71  72 

67  68  70  73 
66  69  70  73 
66  68  71  73 
66  67  72  73 
66  68  69  75 
66  67  70  75/ 


)3  4  6...(10) 


Comme  p  serait  constant,  il  n'y  aura  plus  de  combinai- 
sons pour  le  grand  nombre  80. 


Grands  nombres  79  78=157=a...9=54.../;=2  6  7=15 
34  t=A2 


123=r—  106=17>/> 
Donc  p  doit  être  16,  qu'on  peut  Eure  par  2, 6, 8;  il  reste 
les  mêmes  petits  nombres. 


ATIC  BOKDUKB.                                 129 

aouzomÀU.  tbktigau. 

7    9  10  12  16\  67  68  69  7V 

7    9  10  13  151  66  68  70  71 , 

7    9  11  12  15)78  79  66  68  69  72^2  6  8...  (5) 

7    9  11  13  m  66  67  70  72] 

7  10  11  12  141  66  67  69  73J 


Grands  nombres  79  76=1 55E=a . . .  ^=56. . .  p=^  4  7=13 
34  «=50 


121  =:r—  106=15>;7 
Donc  p  <loit  être  14,  qu'on  peut  Êiire  par  2,  4 ,  8,  et  il 
reste  les  mêmes  petits  nombres. 

TXKTICiU.  ' 

67  69  70  7V 
67  68  70  72 
66  69  70  72 j 
66  68  71  72I 
>^^^^  67  68  69  73)2  4  8-. -(8) 
66  68  70  731 
66  67  71  73' 
66  67  69  75] 


■OKIZONTAU. 

7    9  10  14  16 

7    9  11 

13  16 

7    9  11 

14  15] 

7    9  12  13  15! 

7  10  11 

12  16 

7  10  11 

13  15 

7  10  12  18  14 

9  10  11 

12  14 

Grands  nombres  79  75=154=tf...^=37«..p=2  U  6=12 
SU  t=i9 


120=r  —  i06=iU>p 
Il  ÊLudrait  que  p  fût  =13^  ce  qui  ne  se  peut  :  ainsi  point 
de  combinaison. 


TOH,  u 


130  CARRÉ    BB    9 

Grands  nombres  79  7a=153=«...^r=58...p=2  ft  6=12 
34  «=49 


119=r—  107=12  =  p 
Donc  combinaisons. 

68  69  70  72\ 
67  69  71  72 

66  70  71  72 J 

67  69  70  73! 

66  68  72 «731 

67  68  69  75' 
66  68  70  75  , 
66  67  71  75 j 

p  derenant  constant ,  il  n'y  a  plos  de  oorabinaiions  pour 
79  grand  nombre. 


HOKIZONTJlLI. 

7    9  11  15  16^ 

7    9  12  14  16 

7    9  13  14  15 

7  10  11  14  16 

7  10  12  13  16 

7  10  12  14  15 

7  11  12  13  15 

9  10  11  12  16 

9  10  11  13  15 

9  10  12  13  14 

Grands  nombres  78  7G=i5k=a...q=:â7...p=2  3  7=12 
34  t=49 

120=r  —  106  =  14>p 
Donc  p  serait  =  13,  qu'on  peut  faire  par  2,3,8. 

HORIZONTALE.  VERTICALE. 

Petits  nombres  comme      Grands  nombres  commei 

pour  80  74  pi^ur  80  74  >—(10) 

Grands  nombres  78  76      Petits  nombres  2  3  8) 


AYfcC    BOKDVKE. 
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Grands  nombres  78  75s=153=vz...^=58.../k=:2  3  fesll 
34  ^=48 


119=r  —  106=13>p 
n  feudrait  p==12;  or  on  ne  pentbire  12  avec  2,  3,  G, 
8 , 9,  etc.  :  donc  point  de  combinaison. 


Grands  nombres  78  74^152=a...^=59...p=2  3  6=11 
34  «=48 


U8=:r—  107=U=p 
Ici,  qaoiqoep  soit  constant;  comme  dans  la  supposition 
78 ,  75 ,  le  reste  était  plus  grand  que  p,  rien  ne  s'opposait 
à  ce  que  p  devint  égal  au  reste  par  une  antre  supposition; 
mais  après  celle-ci  il  serait  plus  grand  que  lé  reste ,  et  il 
n'j  aura  plus  de  combinabon  pour  78  grand  nombre. 


B0UZOIITi.LI. 

7  9  12  15  16\ 

7  9  13  14  16 

7  10  11  15  16 

7  10  12  14  lej 

7  10  13  14  15[ 

7  11  12  13  16>78  74 

7  11  12  14  151 

9  10  11  13  16] 

9  10  11  14  15 

9  10  12  13  15 

9  11  12  13  14/ 


TianCiU.B. 
68  69  71  72\ 

67  70  71  721 

68  69  70  731 
67  69  71  731 

66  70  71  731 

67  68  72  73>2  3  6... (11) 

66  69  72  731 

67  68  70  751 
66  69  70  75 I 
66  68  71  75/ 
66  67  72  75/ 
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Grands  nombres  76  75=151  =a...9r=:60.../7=2  3  A=:â 
sa  r=a6 

117=r   — 1Ô6=11>;; 
n  iaudraiiqaep£lit=:10;or  on  ne  peut  le  former -.donc 
point  de  combinaison. 


Grands  nombres  76  7a=150=a.».^=61...p=2  3  4=9 
34  t=46 


116=r  —   107= 

=9==/» 

HOKIZOnTALSi 

TBKTICALB. 

7    9  14  15  1C\ 

69  70  71  72\ 

7  10  13  15  16 

68  70  71  73      , 

7  11  12  15  16 

68  69  72  73 

7  11  13  n  m 

67  70  72  73 

7  12  13  14  15[ 

66  71  72  73 

9  10  11  15  16) 

76  74         68  69  70  75)2  3  4...i(11) 

9  10  12  14  tef 

67  69  71  75 

9  10  13  14  15 

66  70  71  75 

9  11  12  13  16 

67  68  72  75 

9  11  12  14  15 

66  69  72  75 

10  11  12  13  15/ 

66  68  73  75J 

Pour  tous  non]l>res  après  76,  74,  comme  p  sera  non- 
seulement  constant,  mais  composé  des  3  plus  petits  nombres 
2,  3,  4,  après  ceux  des  angles ,  il  ne  peut  plus  j  avoir  de 
combinaisons;  et  les  angles  1 ,  5,  auront  donné,  en  tout, 
81  bordures [81  ] 
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ANGLES  1  7. 

A=213 v=293 r=fl— 36. ...  ^=35+p 

Grandsnonibres 80  79=1 59=a... 7=54... p=4  5  6=15 
36  /=50 


123=r  —  10a=19>p 

p  doit  doncétre=17,  qu'on  peut  (aire  par  4, 5, 8,  et  il 
reste  les  petits  nombres  6, 9, 10, 11,  12, 13, 14, 15, 16. 

HORIZONTALE.  VERTICALE. 

6    9  10  13  16\  67  68  70  7l\ 

6  9  10  14  151  66  69  70  71 1 

6  9  11  12  16[  67  68  69  72f 

6  9  11  13  15>80  79    66  68  70  72>4  5  8...  (7) 

6  9  12  13  141  66  67  71  721 

6  10  11  12  15)  66  68  69  73] 

6  10  11  13  14/  66  67  70  73/ 


Grands  nombres  80  78=158=a...ç=55...p=3  5  6=14 
36  «=49 


122=r  —  104=18>p 
Donc  p  doit  être =16,  que  l'on  peut  obtenir  par  3,  5,  8. 
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HOKIZOHTALB.                                      VBaTICAtE. 

6    9  10  ia  16\                 67  69  70  71\ 

6    9  11  13  161                 67  68  70  72] 

6    9  11  14  151                 66  69  70  721 

6    9  12  13  151                 66  68  71  721     -  g 
6  10  11  12  16f"'°        67  68  69  73/ 

(8) 

6  10  11  13  151                 66  68  70  731 

6  10  12  13  14|                 66  67  71  73| 

9  10  11  12  13/                66  67  68  76/ 

=13 

Grands  nombres  80  77=157=a...ç=56...p=3  H  6: 

-36           <=48 

121  =r—  104=:17>p 

Donc  p  doit  être = 15,  que  l'on  obtient  par  3,  11,  8. 

HOKnOirrALE.                                 TBKTICAU» 

6    9  10  15  16\                 68  69  70  7l\ 

6    9  11  14  16)                67  69  70  72) 

6    9  12  13  lei                 67  68  71  721 

6    9  12  14  15f                 66  69  71  72f 

6  10  11  13  16>80  77        67  68  70  73>3  4  8. . 

.(9) 

6  10  11  14  151                  66  69  70  731 

6  10  12  13  151                 66  68  71  731 

6  11  12  13  14)                 66  67  72  73  I 

9  10  11  12  14/                 66  67  69  76/ 

=12 

Grands  nombres  80  76=156 ....  q=S7...  iit=3  4  5: 

36          <=47 

120=r  —  104  =  16  >  12 

ATEC   BQKDVHE. 
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n  &ndnit  donc  qoe  p=:14;  or  on  ne  peut  £ure 
arec  3, 4, 5,  8, 9,  etc. 


Grands  nombres  80  74=151 


<y=59.../>=3  4  5=12 
r=47 


HOUZORTALE 

6  9  13  15  16 
6  10  12  15  16 
6  10  13  14  16 
6  11  12  14  16 
6  11  13  14  15)80  74 
9  10  11  13  16 
9  10  11  14  15 
9  10  12  13  15 
9  11  12  13  14 


118=r—  106=12=p 

TBKTICÀLI. 

68  70  71  72\ 
68  69  71  73) 
67  70  71  73/ 
67  69  72  7al 

66  70  72  73)3  4  5. 

67  68  70  761 
66  69  70  761 
66  68  71  76| 

67  72  76J 


(9) 


Gomme  p  est  constant,  composé  des  pins  petits  nombres, 
il  n'j  a  plus  de  oomlnnaiflcms  pour  80. 


Grands  nombres  79  78=157=a...9=56. ..p=2  5  6=13 
36  <=d)8 

12t=r—  104  =  17  >  p 
p  doit  donc  être  15,  qu'on  peut  Cure  par  2 ,  5,8. 

HOmiZOlTTALI*.  yJBETIGALB. 

Petits  nombres  comme      Grands  nombres  comme) 


pour  80  77 


pour  80  77 


Grands  nombres  79  78      Petits  nombres  2  5  8 


I 


...(9) 
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Grands  nombres  79  77=156=a...f=57.../>=2  4  6=12 
36  t=a7 

120=r—  104=16>12 
Donc  p  doit  être  =  1 1l ,  qu'on  peut  &ire  avec  2,4,8. 


HOUZOHTÀU. 

6  9  11  15  16\ 
6  9  12  14  161 
6  9  13  14  15] 
6  10  11  14  16| 
6  10  12  13  16>79  77 
6  10  12  14  isi 
6  11  12  13  151 
9  10  11  12  15^ 
9  10  11  13  14) 


TSaTICALE. 

68  69  70  72\ 
67  69  71  721 

66  70  71  72* 

67  69  70  73r 

67  68  71  73  >2  4  8...  («) 
66  69  71  73I 
66  68  72  73V 
66  68  69  76) 
66  67  70  76/ 


Grandsnombres79  76=155=a...f=58...p=2  4  5=11 
36  t=46 

119  =  r—   104  =  15>p 
Donc  p  doit  étre=1 3 ,  qu'on  ne  peut  fidre  avec  2,4,5,8,  etc. 


Grands  nombres  79  74=153.. . 7=60.. ./»=24  5=11 

36      t=46 


117=  r  —106=11=/» 


Donc  il  7  a  combinaison. 
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HOaiZORTALI. 

TIKTICAIB. 

.       6    9  14  15  16\ 

69  70  71  72\ 

6  10  13  15  16 

68  70  71  73 

6  11  12  15  16 

68  69  72  73 

6  11  13  14  16 

67  70  72  73 

6  12  13  14  15 

66  71  72  73L  , 

9  10  11  14  16 

79  74 

67  69  70  76P  *  ^-^'"ï 

9  10  12  13  16 

67  68  71  761 

9  10  12  14  15 

66  69  71  761 

9  11  12  13  15 

66  68  72  76] 

10  11  12  13  14/ 

66  67  73  76' 

Comme  p  comprend  les  3 

plus  petits,  après  1 , 3,  il  n'y 

a  pliu  de  combina 
Grands  nombres  78 

isons  pour  79. 

77— 1 55=0. . .  ^— 58. .  . 

p=2  36=11 

36 

fc=46 

119 

=  r—  104= 

15>11 

Donc  />= 13,  qu'on  pent  fiure  par  2,  3 , 8. 

HOUZOKTUB. 

TBH'^TCILB. 

6    9  12  15  16\ 

68  69  71  72\ 

6    9  13  14  161 

67  70  71  72 

6  10  11  15  161 

68  69  70  73 

6  10  12  14  161 

67  69  71  73 

6  10  13  14  isf 

66  70  71  73\ 

6  il  12  13  16/ 

78  77 

67  68  72  73 

>2  3  8.  ..(10) 

6  11  12  14  15k 

66  69  72  73 

9  10  11  12  161 

67  68  69  76 

9  10  11  13  I5I 

66  68  70  76 

9  10  12  13  14/ 

66  67  71  76. 

138 


GARHB    DE   9 


Grands  nombres  78  76=154. ..9=59.. .  p  =2  3  5=10. 
36     t=45 

118=;wîôn=1«l>10. 
Donc  p  doit  étre=12, qu'on  ne  peut  Êiire  avec  2, 3,5, 8, etc. 


Grands  nombres  78  7iSt=152=a...9=61.../>=2  3  5=10 
36  2=45 


f16=r—  106=10=p 

TKRTICAI.B. 

69  70  71  73^ 
68  70  72  73 

67  71  72  73 I 

68  69  70  76 I 
67  69  71  76 

66  70  71  76| 

67  68  72  76 
66  69  72  76 
66  68  73  76' 


2  3  5...  (9) 


HOBIZOHTALB. 

6  10  14  15  16. 

6  11  13  15  161 

6  12  13  14  16i 

9  10  11  15  loi 

9  10  12  14  16)78  74 

9  10  13  14  15 

9  11  12  13  16 

9  11  12  14  15 
10  11  12  13  15/ 

Gomme  p  est  composé  des  trois  plus  petits,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  78. 


Grai^  nombres  77  76=153=a. . .  ^=60. . .  p=2  3  4=9 
36  t=44 


117=  r—  104=13>/> 
Donc  p  doit  être  =  11,  qu'on  ne  peut  bire  avec  2, 
3,  4, 8,  etc. 
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Grandsnombres  77  7ft=:151=:a. . .  q=^ . .  />=2  3  4=S 
36  «=W 


115=:r—    106=:9=p 

HORIZONTALE.  TERTICALS* 

6  11  U  15  16\  69  70  72  73\ 

6  12  13  15  lej  68  71  72  73 

9  10  12  15  16J  68  69  71  76 

9  10  13  14  16Î  67  70  71  761 

9  11  12U16P^*  .    67  69  72  76r^^--^^ 

9  11  13  U  151  66  70  72  76 

10  11  12  13  16)  67  68  73  76 

10  11  12  U  15/  66  69  73  76 


Gomme  p  est  constant^  et  qu'il  est  parvenu  aux  trois 
plus  petits  nombres  entre  les  angles,  il  n'y  a  plus  de 
combinaison  pour  les  angles  1  ,  7;  et^  réunissant  les 
nombres  qui  sont  entre  parenthèses ,  on  aura  88  bor- 
dures ,  ci [88] 

augles  1   9. 

^=;215. . .  t^=295. . .  r=a— 38. . .  i=:33  +  /» 

Grands  nombres  80  79=:15ft=:«..  •^=56..  .p=:4  5  6=15 
38  «==48 

121  =:r—  104  =  17>p 

Donc  p  doit  être =16,  qu'on  peut  avoir  par  4 ,  5, 7;  il 
reste  6,  8,10,11,12,13,14,  15,16- 


100 


CARRÉ   DE    9 


ROKIZOKTILE. 

6  8  11  15  16\ 
C  8  12  14  161 
6  8  13  14  15] 
6  10  11  13  16 
6  10  11  14  15)80  79 
6  10  12  13  15| 
6  11  12  13  141 
8  10  11  12  15i 
8  10  11  13  14/ 


TERTICÀLB. 

68  69  70  72' 
67  69  71  72 

66  70  71  72 

67  68  70  74 
66  69  70  74 
66  68  71  74| 
66  67  72  74 
66  68  69  761 
66  67  70  76, 


4  5  7...  (9) 


Grands  nombres  80  78=1 58=a... 9=57... p=3  5  6=14 
38  t=47 


120=r—  104  =  16>14 
Donc  p  doit  être  =15,  qu'on  penl  Êûre  par  3,  5,  7. 


HORIZONTÂU. 

TERTICUB. 

6    8  12  15  16\ 

68  69  71  72 

6    8  13  14  16 

67  70  71  72 

6  10  11  14  16 

67  69  70  74 

6  10  12  13  16 

67  68  71  74 

6  10  12  14  15)80  78 

66  69  71  74 

6  11  12  13  15[ 

66  68  72  74 

8  10  11  12  161 

67  68  69  76 

8  10  11  13  15) 

66  68  70  76 

8  10  12  13  14^ 

66  67  71  76 

►357...  (9) 


AVEC    BOBDCBE.  141 

Grands  nombres  80  77=s\^7=sa,..q=Sli...jK=â  4  6=13 
38  <=46 


119=r  —  104=15>13 

J)onc  p  serait  =:  14,  qu'on  pent  aroir  par  3,  4,  7. 

borizoutàlb.  TsaTiciu:. 

6    8  13  15  16\  68  70  71  72^ 

6  10  11  15  161  68  69  70  74 

6  10  12  14  161  67  69  71  74] 

5  10  13  14  151  66  70  71  74l 

6  11  12  13  16^  „  67  68  72  74L  .  -     ,,„» 
6  11  12  14  15/80  77  ^  gg  ^3  74f  *  ^'"^^^^ 
8  10  11  13  161  67  68  70  761 
8  10  11  14  151  66  69  70  76* 
8  10  12  13  15]  66  68  71  76 
8  11  12  13  14/  66  67  72  76J 


Grands  nombres  80  76=156. . .  ^=;59. . .  p=3  4  5=12 
38       t=45 


118=r— 104!=;14>12 
n  faudrait  que  ;>=:13 ,  qu'on  ne  peut  laire  ayec  3,4, 
5,  7,  8,  etc. 


Grands  nombres  80  75=155. . .  ^=60. . .  pzsZ  4  5=12 
38       (=45 

117=r— 105=12=p 
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CARI 

• 
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BORIZOKTALB. 

VBHncAtE. 

6  10  13  15  16\ 

68  70  71  74\ 

6  11  12  15  16 

68  69  72  74 

6  11  13  U  16 

67  70  72  74 

6  12  13  14  15 

66  71  72  74 

8  10  11  15  161 
8  10  12  U  16/ 

80  75 

68  69  70  76\ ,  ^  ^     ,,.. 
67  69  71  76f  *  ^'"^^"^^ 

8  10  13  14  151 

66  70  71  761 

8  11  12  13  16' 

67  68  72  761 

8  11  12  14  15 

66  69  72  761 

10  11  12  13  14^ 

66  67  74  76/ 

Comme  p  est  (MHnposé 

des  trois  plus  petits,  il  n'y  a 

plus  de  comltinaisons  pout 

•80. 

Grands  nombres  79  78=1 57=»... 9=58.. .;>=2  5  6—13 

38           (=46 

119— r  —  104=15>p 
Donc  p  doit  être  égal  à  1 4 ,  qu'on  peut  foire  par  2,  5,  7. 

HORIZOKTALB.  YBATICALB. 

Les  mêmes  petits  Les  mêmes    grands^ 


nombres  que  pour  nombres  que  pour  f 

80  77  80  77 

Grands  nombres  79  78    Petits  nombres  2  5  7  J 


.(10) 


AVEC   BOIDUIE.  IA3 

Grands  nombres  79  T7i==:i5G==ui...q==5ô...p==£l  4  6=12 
38  t=Ji5 


118=  r—  10a=14 
Donc  p  doit  être  =:  13 ,  qu'on  peut  &ire  par  2,4,7* 

HOUZOKTÀLB.  TBRTICALB* 

6  8  U  15  16^  69  79  71  72^ 

6  10  12  15  161  68  69  71  74 

6  10  13  14  161  67  70  71  74| 

6  11  12  14  16[  67  69  72  74! 

6  11  13  14  15>79  77        66  70  72  74)2  4  7...  (9) 

8  10  11  14  lel  67  69  70  76| 

8  10  12  13  161  67  68  71  76J 

8  10  12  14  151  66  69  71  761 

8  11  12  13  15  j  66.68  72  76J 


Grands  nombres  79  7G=ziS5c=ui...(f=£0...p^^  4  5=:11 
38  f=;44 


117=:r  — 104=13>p 
Donc  p  serait=12,  qu'on  ne  peut  faire  par  2, 4, 5, 7,  etc. 
Il  faut  remarquer  que  les  mêmes  petits  nombres  sub- 
sistent depuis  la  première  supposition  des  grands  nombres 
de  rhorizontale.  En  conséquence,  toutes  les  fois  que,  pour 
des  angles  déterminés,  il  se  £sdt  une  suj^sition  de  grands 
nombres  parmi  les  complémens  desquels  se  trouverait  l'un 
de  ces  petits  nombres ,  il  n'y  aura  pas  de  combinaison. 
Ainsi,  les  petits  nombres,  après  la  supposition  80,  79, 
étant  6,  8,  10,  11,  12, 13,  14,  15, 16,  comme  ici  l'on 


un 
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suppose  76  pour  grand  nombre,  etqoe  son  complément 
6  fait  partie  des  petits  nombres  constans  pour  les  angles 
1 , 9,  il  est  inutile  de  chercher  s'il  y  aura  combinaison, 
puisqu'eUe  ne  peut  avoir  lieu.  En  conséquence  l'on  sup- 
primera cette  recherche. 


Grands  nombres  79  75=154==a...9=61...p=2  4  5=11 
38  f=44 


116=r—  105=11=p 

HORIZONTALE.  TBKTICÀI.B. 

6  10  14  15  16\  69  70  71  74' 

6  11  13  15  16]  68  70  72  74 

6  12  13  14  161  67  71  72  74; 
8  10  12  15  161       „        68  69  71  76l 

8  10  13  14  16(  67  70  71  76j 

8  11  12  14  16l  67  69  72  761 

8  11  13  14  15)  66  70  72  76 

10  11  12  13  15/  66  68  74  76, 

Gomme  2  4  5  sont  les  3  plus  petits,  il  n'y  a  plus  de 
combinaison  pour  79. 


.2  4  5. . .  (8) 


Grands  nombres  78  77=1 55=a... 7=60. ..  p=2  3  6=1 1 
38  (=44 


117=r  — 104=13>p 
p  sera  donc=:12,  qu'on  obtient  par  2,  3,  7. 
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H0RU05TALK. 

TBKTIULB. 

Petite  nombres  comme 

Grands  nombres  comme') 

pour  80  75 

ponr  80  75 

-<10) 

Grands  nombres  78  77 

Petits  nombres  2  3  7  j 

Grands  nombres  78  75=1 53=d. . .  7=62. . . 

f7=2  3  5=10 

38           «—43 

iO=p 

1l5=r  —  105= 

HORIZORTALB. 

rsuficuB. 

6  11  U  15  16\ 

69  70  72  74^ 

6  12  13  15  16] 

68  71  72  74 

8  10  13  15  16/ 

68  70  71  76 

8  11  12  15  lef 

68  69  72  76 

8  11  13  m  16r^  ^^ 

67  70  72  76  ( 

'2  8  5. 

..(8) 

8  12  13  U  15\ 

66  71  72  761 

10  11  12  13  16] 

67  68  74  76 

10  11  12  U  15/ 

66  69  74  76^ 

II  n'y  a  phis  de  combinaison  ponr  78,  parce  que 

2,3,5, 

sont  les  3  plus  petits. 

Grands  nombres  77  75Kl52=:a...  f=G3«. 

.^=s2 

34=9 

' — ■ 

38            (=42 

=9=p 

114=r  —  105= 

TOB.    I. 


10 


.._     , 
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BOHIZOnriLB. 

VERTICALE. 

6  12  14  15  16\ 

69  71  72  74\ 

8  10  n  15  16 

69  70  71  76 

8  ti  13  15  ler 

68  70  72  76  „  ^  ^       ,„ 

8  12  13  14  16( 

77  75 

67  71  72  76  2  3  «i-W 

10  11  12  14  16) 

67  69  74  76 \ 

10  M  13  14  15/ 

66  70  74  76 j 

Comme  2,  3,  4 , 

sont  les  pbi»  petits  nombres  entre  les 

angles,  c'est  le  signe  qu'A 

n'y  a  plus  de  combinaisons  pour 

ces  angles.  On  aura  donc 

en  tout  pour  1,  9 [89] 

ANGLES    1    11.                                                   1 

A=217....ai= 

=297.. 

. .  r=a— 40 f=81  +p 

Grands  nombres  80  79= 

159=a...7=58...p=4  5  6=5l5 

- 

40           i—M 

I19=r  —    104=15=/» 

PetiU  reslans  7  8  9  10  12  13  14  15  16 

HO&IZOHTALB. 

TBBTICALB. 

7    8  12  15  16\ 

68  69  72  73\ 

7    8  13  14  16 

67  70  72  73 

7    9  12  14  16 

67  69  72  74 

7    9  13  14  15 

66  70  72  74 

7  10  12  13  16[ 

67  68  73  74 

7  10  12  14  15> 

80  79 

66  69  73  74)4  5  6.. .(11) 

8    9  10  15  16[ 

68  69  70  75/ 

8    9  12  13  161 

67  68  72  75 

8    9  12  14  15 

66  69  72  75 

8  10  12  13  15 

66  68  73  75 

9  10  12  13  14/ 

66  67  74  75/ 
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Grands  nombres  80  78=158 

. . .  ^=59.../>=3  5  6=14 

40 

«=45 

118 

=r—  104  =  14=;» 

boeizoutaib. 

TIBriCAlB. 

7    8  13  15  16\ 

68  70  72  73\ 

7    9  12  15  16 

68  69  72  74 

7    9  13  14  16 

67  70  72  74 

7  10  12  14  lef 

67  69  73  74 

7  10  13  14  151 
Q    9  12  14  16 

83  78 

66  70  73  741    '^     ^^^ 

67  69  72  75/^5  6- •<^«) 

8    9  13  14  15 

66  70  72  75| 

8  10  12  13  16 

67  68  73  75  ' 

8  10  12  14  15 

66  69  73  75  ^ 

9  10  12  13  15/ 
Grands  nombres  80 

66  68  74  75/ 

177=157: 

—a..,  (1=^(50...  l 

p=3  4  6=13 

40 

t=lii 

117 

=r  —  104  =  13=p 

Ho&izoïmu. 

TBKTIULB. 

7    8  14  15  16\ 

69  70  72  73» 

7  .9  13  15  16 

68  70  72  74\ 

7  10  12  15  16] 

68  69  73  74] 

7  10  18  14  161 

67  70  73  74| 

8    9  12  15  16( 
8    9  13  14  16 

80  77 

68  69  72  75(„  ,  ^    ,,^ 
67  70  72  75/«  "  ^"^^"^ 

8  10  12  14  16 

67  69  73  75 l 

8  10  13  14  15 

66  70  73  75] 

9  10  12  13  16, 

67  68  74  75/ 

9  10  12  14  15/ 

66  69  74  75/ 
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DE   9 

Grands  nombres  80  76— 156=a...ç— 61...p— 8  4  5=12 

40 

«=43 

116: 

=r  —  104=12=/» 

HOHIZOHTAU. 

TEETICÀLB. 

7    9  14  15  16\ 

69  70  72  74\ 

7  10  13  15  16) 

68  70  73  74  \ 

7  12  13  14  151 

66  72  73  74J 

8    9  13  i5  lef 

80  76 

68  70  72  75L  ^  _ 

.(8) 

8  10  12  15  16( 

68  69  73  75^ 

8  10  13  14  161 

67  70  73  751 

• 

9  10  12  14  16) 

67  69  74  75) 

9  10  13  14  15/ 

66  70  74  75/ 

Comme  p  est  composé  des  3  plus  petits,  il  n'y  a pit 

us  de 

combinaisons  ponr 

80. 

=13 

Grands  nombres  79  78=157 

..  .  ^=60.../»=a5  6 

40 

r— 44 

117 

=r  — 104=13=p 

BORIZOHTALE. 

TBRTICAU. 

Comme  ponr  80  77 

en      Comme  pour  80  77  en^ 

petits  nombres. 

grands  nombres.       >•  • 

.(10) 

Grands  nombres  79 
Grands  nombres  79 

78       PetiU  nombres  2  5  6  j 

=12 

77=156 

...  ^— 61...p— 24  6 

40 

«=43 

116 

=r  — 104=12=p 

_.  i 
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HOUZONTILK* 

TSETIGÂLI. 

Pbdries  petits  nombres 

Gomme  pour  80  76  en^ 

comme  80  76 

grands  nombres.     >. . . .  (8) 

Grands  nombres  79  77 

Petits  nombres  2  4  6) 

Grands  nombres  79  76=:155=a..,<r"82...p=fi  4  5=11 

ao        iz=m 

115=r  —  104=11=p 

HOaiZOHTALB. 

TBaricALB. 

7  10  U  15  16\ 

69  70  73  74\ 

7  12  13  U  16] 

67  72  73  n\ 

8    9  U  15  161 

69  70  72  75» 

8  10  13  15  16>79  76        68  70  73  75)2  a  5. ..  <7) 

8  12  13  ia  15k 

66  72  73  75l 

9  10  12  15  16) 

68  69  74  75] 

9  10  13  U  16/ 

67  70  n  75/ 

p  contenant  les  3  plus 

(  petits,  il  n'y  a  plus  de  combinai- 

son  pour  79. 

Grands  nombres  78  77= 

::155c=:a...9— 62...p=â  3  6c=:;1l 

40           /=42 

115=r  —  104  =  11=p 

HOEIZOÏVTA&B. 

YBETICALS. 

Petits  nombres  comme 

Les  grands  nombres^ 

pour  79  76 

comme  pour  79  76  V  -  . .  (7) 

Grands  nombres  78  77 

Petitsnombres2  3  6J 
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Lorsque,  pour  les  mêmes  angles,  la  somme  des  deux 
grands  nombres  <ie8t  égale  à  une  première  somme  de  d^ux 
autres  grands  nombres,  on  a  aussi  r  égal  ainsi  que  f*  Si, 
de  plus,  p  est  égal,  les  combinaisons  sont  les  mêmes,  i 
1-exception  des  grands  nombres  en  horizontale  et  des  petits 
en  Terticale. 


t 

Grands  nombres  78  76=15^  .  .  .  tpd6Z...p=Sl  3  5=s10 

40  V        f=ai 

114=r  —  104=10=/» 

HOKIZOHTiUB. 

TE&TICALE. 

7  12  13  15  16\ 

68  72  73  74  ^ 

8  10  14  13  16/ 

69  70  78  75) 

8  12  18  14  16(78  76 

67  72  78  75J2  8  5...  (5) 

9  10  13  15  16\ 

68  70  74  75* 

9  12  13  U  15/ 

66  72  74  75/ 

Gomme  p  contient  les  trob  plus  petits  nombres,  il  n'y  a 
plus  de  combinaison  pour  78. 

n  y  a  cette  différence  entre  les  plus  petits  relatif  et  les 
trois  plus  petits  absolus  ,pour  des  angles  déterminés,  qu'on 
entend  par  les  derniers  les  plus  petits  nombres,  à  Texcep- 
tion  des  angles  ;  et  par  relatif  les  plus  petits ,  à  l'exception 
des  angles ,  et  du  complément  du  plus  grand  nombre  de 
l'horizontale.  Lorsqu'ils  sont  absolus,  alors  il  Êiut  changer 
les  angles;  s'ils  sont  relatifs,  on  change  le  plus  grand  des 
nombres  de  lliorizonti^  C'est  ce  qui  a  été  lait  et  se  fera 
par  la  suite. 


ATEG   BOJIDVRB.  t5t 

Grands  nombres  77  76=153  ....  9=64...p=:2  3  4=9 
ftO  ^=40 


113=r—   l(M=9  =  /i 

BOaiZOlTTALS.  TBBTICALB. 

7  12  14  15  16\  69  72  73  74\ 

•    8  12  13  15  161  68  72  73  75i 

9  10  14  15  16)77  76        69  70  74  75J2  3  4...  (5) 
9  12  13  14  161  67  72  74  75\ 

10  12  13  14  15/  66  73  74  75) 

Comme  on  est  arrivé  à  la  Taleur  de  py  contenant  les 
plus  petits  absolus  y  il  n'j  a  plus  de  combinaisons  pour  les 
angles  1 ,  11 ,  et  l'on  aura  81  bordures [81  ] 


Si  l'on  supposait  1 ,  13  ou  1 ,  15  aux  angles ,  il  n'y  aurait 
pas  de  combinaison.  Par  exemple ,  soient  1 ,  1 3  :  on  aura 

^=219. . . .  v=299 r=fl— 42 t=29  +  p. 

Maintenant  pour  80  79=;;159=a...  ^f=;60...  p=4  5  6=15 
42  t=44 

"lli7=r  —  7Ô4=:13<;j 
Et  ainsi  des  autres,  comme  on  peut  s'en  conyaincre. 

ANGLES  2   4. 

^=211  ....  v=280. . . .  r=fl— 34  ....  t=39  +  p 

Grands  nombres  8 1  79=1 60t=a . . .  ^=51  •  .•  p=5  6  7=1 8 
34  ï=57 


126=r  —    108=18=p 
Petits  nombres  resUns  8  9  10  11  12  13  14  15  16 
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HORIZOHTAU.  TBAnCALB.. 

8  9  10  11  13—81  79    ,   66  67  68  70—5  6  7...(1) 


Grandsnombres  81  77=:158=ra...  f=53.../i=3  6  7=16 
34  f=55 


HORIZORTAU. 


12a=r—  108=16=sp 

VBATICALB. 


8    9  10  11  151 

8    9  10  12  14)81  77 

8    9 


10  11  15) 

10  12  14}ï 

11  12  13) 


66  68  69  70 
66  67  69 
66  67  68 


70^ 

7lj3  6  7... 

72) 


(3) 


Gruids  nombres  81  76=1 57=».. .  ^=54. .  .;;=3  5  7=:15 
34  (=54 


R0UZ0IIT1I.B. 

8    9  10  11  16\ 
8    9  10  12  IsJ 
8    9  10  13  14>81  76 
8    9  11  12  14\ 
8  10  11  12  13/ 


123=r—  108=15=i» 

TBKnCAU. 

67  68  69  70\ 

66  68  69  71 1 

66  67  70  71)3  5  7...  (5) 

66  67  69  721 

66  67  68  73/ 


Grandsnombres  81  75s=156=<i...9=55...p=:356=14 
34  (=53 


122  =  r—  108=14=/» 


AYBG 
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)              HOUZOïnULS. 

yvaiULt. 

8    9  10  12  16v 

67  68  69  71\ 

8    9  10  13  151 

66  68  70  71 j 

8    9  11  12  15  L-  ~ 
8    9>11  13  141 

66  68  69  72(,  _  .      _ 
66  67  70  72p^-(«) 

8  10  11  12  14] 

66  67  69  73) 

9  10  11  12  13/ 

66  67  68  74/ 

Grands  nombres  79  77= 

1 56... ?=55...p=1  67=14 

- 

34     f=53 

122=r— 108— 14=;» 

HOKIZOHTALB. 

TEKTIOALB. 

Petits  nombres  comme 

Grands  nombres  conmie-| 

81  75 

81  75                         J...(6) 

Grands  nombres  79  77 

Petits  nombres  1  6  7  3 

(kands nombres  79  76=155=ai... ç=56...p— 1  5  7=13 

34           «=52 

121  =  r  —  108=13=p 

HORizonTAir. 

TBHTICALB. 

8    9  10  13  16\ 

67  68  70  71\ 

8    9  10  14  15J 

66  69  70  71 j 

8    9  11  12  16/ 

67  68  69  721 

8    9  11  13  15f 

8    9  12  13  14f*  ^^ 

66  68  70  721  ._  _     ,^, 
66  67  71  72f  ^  ^'"^^^ 

8  10  11  12  151 

66  68  69  73\ 

8  10  11  13  141 

66  67  70  73) 

9  10  11  12  14/ 

66  67  69  74/ 

154                                    CARRÉ 
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Grands  nombres  79  75= 

:154: 

—a,.,ij — 57... 

p=1  56=12    J 

34 

«=-51 

120 

=r  —  108= 

=  12=;» 

HOKIZOKTAUt. 

TEKTICAU. 

•. 

8    9  10  14  16\ 

67  69  70  71 \ 

8    9  11  13  16| 

67  68  70  72' 

8    9  11  14  isi 

66  69  70  72, 

8    9  12  13  IDf 

66  68  71  72 

8  10  11  12  16)79  75 

i 

67  68  69  73 

^1  5  6.. 

.(9) 

8  10  11  13  isi 

66  68  70  73 

8  10  12  13  14 

66  67  71  73 

9  10  11  12  15 

66  68  69  74  j 

9  10  11  13  14/ 

66  67  70  74/ 

Comme  74  a  8  pour  complément ,  il  n'j  a 

plus  de 

oom- 

binaison  pour  79. 

Grands  nombres  77  76= 

153 

,  .«f  ^=58«**  p= 

=13  7= 

=11 

34 

<=50 
b=r— 108=11 

=  P 

118 

Donc  combinaison. 

AVEC 

BOKDITKI.                               155 

R«iizoinrJi.i. 

YEBTICÀU. 

8    9  10  15  16\ 

68  69  70  71 \ 

8    9  11  14  16 

67  69  70  72» 

8    9  12  13  16 

67  68  71  72] 

8    9  12  U  15 

66  69  71  72i 

8  10  11  13  16[ 

67  68  70  73[ 

8  10  11  14  15)77  76 

66  69  70  73)1  3  7..  (11) 

8  10  12  13  15( 

66  68  71  731 

8  11  12  13  141 

66  67  72  731 

9  10  11  12.16] 

67  68  69  74  ] 

9  10  11  13  15/ 

66  68  70  74  1 

9  10  12  13  14/ 

66  67  71  74/ 

Grands  nombres  77  75=152 

...^;=59...p=l  3  6=10 

34 

<-49 

118 

=r^108=10=p 

ROMZOHTALB. 

TUTICiLB. 

8      9   11    15   16 

68  69  70  72^ 

8    9  12  14  16 

67  69  71  72 

8    9  13  14  15 

66  70  71  72 

8  10  11  14  16 

67  69  70  73 

8  10  12  13  16 

67  68  71  73 

8  10  12  14  15)77  75 

66  69  71  73)1  3  6.. .(11) 

8  11  12  13  15 

66  68  72  73 

9  10  11  13  16 

67  68  70  74 

9  10  11  14  15 

66  69  70  74 

9  10  12  13  15 

66  68  71  74 

9  11  12  13  14' 

66  67  72  74/ 

156 


GAKBÉ    DE    9 


Comme  74  a  8  pour  complément,  il  n'j  a  plus  de  com- 
binaison pour  77. 


Grands  nombres  76  75=151  =<!.. .^=60...  p=1  3  5=9 
34  «=48 


ROBIZONTILE. 

8  9  12  15  16^ 
8  9  13  14  16 
8  10  11  15  16 
8  10  12  14  16i 
8  10  13  14  15 
8  11  12  13  161 

8  11  12  14  15i 

9  10  11  14  16 
9  10  12  13  16] 
9  10  1214  15 
9  11  12  13  15 

10  11  12  13  ml 


76  75 


117=r  —    108=9=p 

TIRTICÀU. 

68  69  71  72\ 

67  70  71  72 

68  69  70  73 
67  69  71  73] 

66  70  71  73 

67  68  72  73' 

66  69  72  73/ 

67  69  70  74 
67  68  71  74] 
66  69  71  74 
66  68  72  74 
66  67  73  7il 


1  3  5...  (12) 


Comme  1,3,5,  sont  les  plus  petits  absolus,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  les  angles  2,  4,  et  il  vient  pour  ces 
angles  72  combinaisons [72] 


AVBC 

BOKDVaB. 
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ANGLES  2   6. 

A=213...v=291.. 

.r=a — 36.  ..t=p+37 

Grands  nombres  81  79=160.. . . .  ^=53...  p=H  5  7= 

=16 

36          r=53 

124=r—  106=18>t6 

Donc  p  doit  être =17, 

qu'on  fait  par  ft,  5, 8. 

PetiU  restans  7  9  10  11  12  13  11  15  16 

BOMZOlfTllB. 

TzancAu. 

7    9  10  il  46\ 

67  68  69  70\ 

7    9  10  12  15/ 

66  68  69  71^  ^ 

7    9  10  13  nUt  79 

66  67  70  71  [a *5  8... 

(5) 

7    9  11  Ifi  14\ 

66  67  69  72^ 

7  10  11  12  13/ 

66  67  68  73/ 

Grands  nombres  81  78= 

:159. .  ..9=54...p=3  57= 
36         *=52 

=15 

123=r— 106=5l7>15 

p  doit  étre=16,  par  3, 5,  8, 

HOaiZOIfTALE. 

TSaTICALS. 

7    9  10  12  16) 

67  68  69  71) 

7    9  10  13  15[ 

66  68  70  7l( 

7    9  11  12  15>81  78 

66  68  69  72)3  5-8.. 

,(5) 

7    9  11  13  141 

66  67  70  721 

7  10  11  12  U) 

66  67  69  73) 

158  CAKRÉ   9B   9 

Grands  nombres  81  77=158. ..  9=55. ..;>=3  4  7=14 
36       t=51 


122=r— 106=1 6>  14 
p  doit  élre  =  15  par  3,  4,  8. 

HOBIZOHTALB.  TBRTICALE. 

7    9  10  13  16\  67  68  70  7V 

7    9  10  14  15]  66  69  70  71 

7    9  11  12  161  67  68  69  72j 

7    9  11  13  ISL  66  68  70  72 

7    9  12  13  14r'  ^^        66  67  71  7Î5f  *  »••  '  ^'^ 

7  10  11.lfl5\  66  68  69  73 1 

7  10  11  13  14]  66  67  70  73 

9  10  11  12  13/  66  67  68  75i 


On  ne  peut  prendre  75  pour  grand  nombre  :  car  il  est 
complément  de  7,  nombre  restant. 


Grands  nombres  81  74=155  ....  q=s5S...p=s3  4  5=12 
36  r=49 


119=r—  107=12=p 
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■OUZOKViU. 

TBKnCALB. 

7    9  11  15  16» 

68  69  70  72 

7    9  12  14  16] 

67  69  71  72 

7    9  13  14  15 

66  70  71  72 

7  10  11  14  leJ 

67  69  70  73 

7  10  .12  13  lef 

81  74 

67  68  71  73\o  .  .     ..f.. 
66  69  71  73  r  *  ^'"^^^^ 

7  10  12  14  15/ 

7  11  12  13  151 

66  68  72  73 

9  10  11  12  16] 

67  68  69  75 

9  10  11  13  15j 

66  68  70  75 

9  10  12  13  14/ 

66  67  71  75/ 

Il  n'y  a  plus  de  combmaisons  pour  81. 

Grands  nombres  79 

78=- 

157 

....  9=56...;>=1  5  7=13 

36 

«—50 

J21 

=  r—  106=15>t3 

p  doit  être  =s  14 

par  1 

,5, 

8. 

HOEIZOKTALK. 

TBKTICALB. 

7    9  10  14  16\ 

67  69  70  71\ 

7    9  11  13  16] 

67  68  70  72 1 

7    9  11  14  15J 

66  69  70  72J 

7    9  12  13  ISr 

66  68  71  72[,  ^  „ 

7  10  11  12  16/ 

79  78 

67  68  69  73}^  5  «-(^^ 

7  10  11  13  151 

66  68  70  731 

7  10  12  13  14) 

66  67  71  731 

9  10  11  12  14/ 

66  67  69  75/ 

160                                     CAKKJ 
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Graads  nombres  79  77: 

=156 

. . . .  ^=57...p=:1  4  7: 

=12 

36 

t=49 

120: 

=r  —  106=:14>p 

p  sera  =  13  par  1, 

4,8. 

HOKIZOnTÀU. 

TBKTICÀU. 

7    9  10  15  1,6\ 

68  69  70  71\ 

7    9  11  14  lej 

67  69  70  72» 

7    9  12  13  16 1 

67  68  71  721 

7    9  12  14  151 

66  69  71  721 

7  10  11  13  16Lq  -- 
7  10  11  14  15/ 

67  68  70  73Î 

66  69  70  73  r  *  ^" 

.(10) 

7  10  12  13  15 

66  68  71  731 

7  11  12  13  14 

66  67  72  731 

9  10  11  12  15 

66  68  69  75  1 

9  10  11  13  14/ 

66  67  70  75/ 

B  n'y  a  rien  pour  7î 

1.76: 

car  76  est  complément 

de  6 

à  l'angle;  il  n'y  a  pas 

davantage  pour  79, 75  :  car  75  est 

complément  du  petit 

nombre  restant  7. 

Grands  nombres  79  74 

— 153=a...^=60...p— 1  4  5=10 

36 

£=47 

117: 

=r  —   107=10=p 
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■OUZOHTAU. 

TSBTICiU. 

7    9  13  15  16\ 

68  70  71  72\ 

7  10  12  15  16 

68  69  7i  73  j. 

7  10  13  14  16 

67  70  71  731 

7  11  12  14  16i 

67  69  72  731 

7  11  13  14  15\ 
9  10  11  14  16/ 

79  74 

66  70  72  73L  ,  ^     ^^^ 

67  69  70  75^5... CIO) 

9  10  12  13  lel 

67  68  71  75^ 

9  10  12  14  15^ 

66  69  71  751 

9  11  12  13  15 1 

66  68  72  75  1 

10  11  12  13  14i 

66  67  73  75/ 

Comme  p  est  le 

plus  petit  relatif,  il  n'j  a  plus  de  com- 

bmaison  pour  79. 
Grands  nombres  7i. 

77=155,... 9=58... jt>=1  3  7= 

11...r=48... 

r=119 

..r— (9+0=119— 106= 

13>p  .•  doncp 

sera= 

12,  par  1  3  8. 

HOUZOHTALB. 

TBRTIULE. 

7    9  11  15  16\ 

68  69  70  72\ 

7    9  12  14  16 

67  69  71  721 

7    9  13  14  15 

66  70  71  72 j 

7  10  11  14  16 

67  69  70  731 

7  10  12  13  16 
7  10  12  14  15/ 

78  77 

Z 1 1\  ly  3  8...(io) 

66  69  71  73/              ^    ' 

7  11  12  13  isl 

66  68  72  73^ 

9  10  11  12  16' 

67  68  69  75 

9  10  11  13  15 

66  68  70  75 

9  10  12  13  14) 

66  67  71  75/ 

TOM.    I.  It 
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n  n'y  aura  toujours  rien  pour  78,  76  et  78,  75,  par  les 

rabons  ci-dessus  données. 

Grands  nombres  78  74=152. . . .  r— 116. . . .  ^=61. , . . 

jB=l  3  5=59....t=46.. 

..r-(^+0-.9-.p 

ROMZOnTAU. 

TBaTICiLB. 

7    9  14  15  16\ 

69  70  71  72\ 

7  10  13  15  16» 

68  70  71  731 

7  11  12  15  lej 

68  69  72  73I 

7  11  13  14  16/ 

67  70  72  73/ 

7  12  13  14  isf 

66  71  72  73f 

9  10  11  15  16)78  74 

68  69  70  75>1  3  5...(11) 

9  10  12  14  ist 

67  69  71  75[ 

9  10  13  14  15 

66  70  71  751 

9  11  12  13  16 

67  68  72  75] 

9  11  12  14  15 

66  69  72  75) 

10  11  12  13  15/ 

66  68  73  75/ 

n  n'y  a  plus  de  combinaison  pour  78.  H  n'y  en  a  point 

pour  77,  76,  ni  pour  77, 75 

Grands  nombres  77  74  =  151 

....r — 115....9=;62... 

p—t  S  4=8....t=45.. 

..r-(^  +  0=8=i» 
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HOAtZOlITALB.  TBRTICiXB» 

7  10  14  15  16\  69  70  71  73\ 

7  11  13  15  16)  68  70  72  731 

7  12  13  U  16  J  67  71  72  78i 

9  10  12  15  16 [  68  69  71  Vsl 
9  10  13  14  16)77  74        67  70  71  75 >1  3  4...  (9) 

9  11  12  14  16l  67  69  72  751 

9  11  13  14  151  66  70  72  75* 

10  11  12  13  161  67  68  73  75 

10  11  12  14  15/  66  69  73  75/ 

Comme  p  est  le  plus  petit  absolu^  il  n^y  a  plus  de 
combinaison  pour  les  angles  2,  6,  qui  donnent  en  tout 
86  bordures* . .> • [86] 

ANGI.ES    2   8. 

*=s215. . . .  i;  =293. . . . .  rzstf  —  38. . . .  f  =p  +  35 

Petits  nombres  6  9  10  11  12  13  14  15  16 

On  ne  pourra  employer  74  ni  76  :  le  premier  parce  qu'il 
est  complément  de  8;  le  second  parce  qu'il  fait  partie  des 
petits  nombres  restans  par  son  complément  6.  Les  petits 
nombres  se  déterminent  par  la  première  supposition  des 
grands  nombres^  comme  on  va  le  Toir. 

Grands  nombres  81  79=^  160. . . .  r=::122. . . .  ^=55. . .  • 
p=:4  5  6=15....  /=50....r— (^  +  0=17>P? 
doncp=16=4  5  7,  et  il  reste  les  petits  nombres  ci- 


1 
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HORIZONTALE. 

TXKTIClLB. 

6    9  10  14  16\ 

67  69  70  71 \ 

6    9  11  13  16) 

67  68  70  72) 

6    9  11  14  isj 

66  69  70  72i 

6    9  12  13  1^ 

6  10  11  12  16/      '^ 

66  68  71  72f 

67  68  69  73f '^^^   •(*> 

6  10  11  13  15 

66  68  70  731 

6  10  12*  13  14  . 

66  67  71  73) 

9  10  11  12  13/ 

66  67  68  76/ 

Grands  nombres  81  78  = 

:159....r=121....a  =  56... 

p=9  5  6=14. . .  (=49. . .  r— (^+0=16>p:  donc 

p=3  5  7. 

■ORIZOKTILB. 

TBRTICAU. 

6    9  10  15  16\ 

68  69  70  71 \ 

6    9  11  14  16| 

67  69  70  72] 

6    9  12  13  leJ 

67  68  71  72/ 

6    9  12  14  15f 

66  69  71  72f 

6  10  11  13  16)81  78 

67  68  70  73)3  5  7...  (9) 

6  10  11  14  ISi 

66  69  70  73( 

6  10  12  13  151 

66  68  71  73\ 

6  11  12  13  14] 

66  67  72  73] 

9  10  11  12  14/ 

66  67  69  76/ 

Grands  nombres  81  77= 

158.. ..  r=120. . .  .^=57.... 

p=3  4 6=1 3...  4=48. 

. .  r-(^+0=120— 105=15: 

donc  p=14=3  4  7. 
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BOUZORTALI. 

TBKTICAU. 

6    9  11  15  ie\ 

68  69  70  72\ 

6    9  12  14  16  1 

67  69  71  72  1 

6    9  13  14  15i 

66  70  71  72i 

6  10  11  14  16[ 

67  69  70  73[ 

6  10  12  13  16>81  77 

67  68  71  73>3  4  7...  (9) 

6  10  12  14  15( 

66  69  71  73l 

6  11  12  13  151 

66  68  72  731 

9  10  11  12  151 

66  68  69  76 1 

9  10  11  13  14/ 

66  67  70  76/ 

Grands  nombres  81  75 — 156 — a. . .  r— 118. . .  9=:59. . . 

p=3  4  5=12. . .  «=47. 

..r-(7+0=12=p 

bokizoutau. 

TEBTICAU. 

6    9  13  15  16\ 

68  70  71  72\ 

6  10  12  15  16 

68  69  71  73\ 

6  10  13  14  16 

67  70  71  73 

6  11  12  14  16 

67  69  72  73 

6  11  13  14  15)81  75 

66  70  72  73>3  4  5...  (9) 

9  10  11  13  161 

67  68  70  76l 

9  10  11  14  151 

66  69  70  76l 

9  10  12  13  15/ 

66  68  71  76  ! 

9  11  12  13  14/ 

66  67  72  76/ 

Gomme  p  contient  les  trois  pins  petits  nombres  relatiCi , 

a  n'y  a  plus  de  combinabons  pour  81. 

. 
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Grands  nombres  79  78= 

=157=a. . .  r=119. . .  ^=58. . . 

p=1  5  6=s12...<=: 

S47. . .  r—(?+0=l  19—105= 

14>p.*donc  p=:13: 

=1  5  7. 

■OlUOITTALB. 

TBKTICAU. 

6    9  12  ta  16\ 

68  69  71  72\ 

6    9  13  U  16) 

67  70  71  72  1 

6  10  11  15  161 

68  69  70  73 J 

6  10  12  14  161 

67  69  71  731 

6  10  18  14  15! 

6  11  12  13  ler"  '" 

66  70  71  731,  5  ^...^^o) 
'        67  68  72  73[              ^    ' 

6  11  12  14  15 

66  69  72  731 

9  10  11  12  16 

67  68  69  761 

9  10  11  13  15 

66  68  70  761 

9  10  12  13  14/ 

66  67  71  76/ 

Grandb  nombres  79  77= 

:156=a. . .  rs=;118. . .  ^=359. . . 

p=:i  4  6=11... (= 

46. . .  r— (^+0=13>p  .•  donc 

|,=12=1  4  7. 

HOKIZOHTAU» 

TUTICiU. 

Petits  ncMnbres  comme 

Grands  nombres  comme} 

pour  81  75 

ponr  81  75              V..(9) 

Grands  ncnnbres  79  77 

Petits  nombres  14  7) 

AtBC 
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Grands  nombres  79  75=: 

154=0...  r=116...v=61... 

psst  i  5=10. 

...<= 

:45. . . .  r— (7  +  t)=:3l0=p 

BOUZOHTALI. 

TXRTIUU. 

6  10  14  15  16\ 

70  69  71  73\ 

6  11  13  15  16 

68  70  72  731 

6  12  13  14  16 

67  71  72  731 

9  10  11  15  16 

68  69  70  76( 

9  10  12  14  16 

79  75 

67  69  71  76)1  4  5...  (9) 

9  10  13  14  151 

66  70  71  761 

9  11  12  13  16] 

67  68  72  761 

9  11  12  14  15 

66  69  72  76  / 

10  11  12  13  15/ 

66  68  73  76/ 

p  ayant  les  plus  petits  nombres  relatif ,  3  n'j  a  plus  de     1 1 

combinaisons  pour 
Grands  nombres  78 

79. 

77=155=41. . .  r=117. . .  9=60. . . 

p=:i  3  6=10. 

...te 

=:45....r-(/+7)=12>p.. 

donc  p=;ll=l  3  7. 

HOKIZOHTALS. 

TBETIULE. 

6    9  14  15  16\ 

69  70  71  72\ 

6  10  13  15  16 

68  70  71  73| 

6  11  12  15  16 

68  69  72  731 

6  11  13  14  16 

67  70  72  731 

6  12  13  14  15 
9  10  11  14  16/ 

78  77 

66  71  72  73I     ,  ,    ,,^ 

67  69  70  76f  «  ^'"^^^ 

9  10  12  13  16i 

67  68  71  76l 

9  10  12  14  151 

66  69  71  76] 

9  11  12  13  15] 

66  68  72  76/ 

10  11  12  13  14/ 

66  67  73  76' 

t68                                      CAKRé 

DE  9 

Grands  nombres  78  75 = 1 53 

:=a. . .  r=:1 15. . .  ^=62. . . 

p=2i  3  5=9.... (=44. 

...r— (ï  +  7)=9=p 

HOKIZORTAU. 

TBKTICiLB. 

6  11  14  15  16\ 

69  70  72  73\ 

6  12  13  15  16] 

68  71  72  73  1 

9  10  12  15  161 

68  69  71  76/ 

9  10  13  14  161  „  „ 
9  11  12  14  16P  ^^ 

67  70  71  761 

67  69  72  76  ^  »  *- '  ^») 

9  11  13  14  151 

66  70  72  76 

10  11  12  13  161 

67  68  73  76 

10  11  12  14  15/ 

66  69  73  76/ 

Il  n'y  a  plus  de  combinaisons  pour  78. 

Grands  nombres  77  75=152=a. . .  r=114. . .  ^=63. . . 

p=1  3  4=58....<=ï43. 

...r-(r  +  ?)=:8=:/» 

BOHIZOlTTiUl. 

TEETICAU. 

6  12  14  15  16\ 

69  71  72  73\ 

9  10  13  15  16] 

66  70  71  761 

9  11  12  15  16f 

68  69  72  76» 

9  11  13  14  16\77  75 

67  70  72  76>1  3  4...  (7) 

9  12  13  14  15l 

66  71  72  761 

10  11  12  14  16] 

67  60  73  76) 

10  11  13  14  15/ 

66  70  73  76/ 

Gomme  p  est  composé  des  trois  plus  petits  nombres  ab- 

solus,iI  &at  changer  d'angles 

,et  l'on  a  88  bordores. . .  [88] 

1 

ATBC 

BOKDURB. 

169 

ANGLES 

2  10. 

h 

=3217....  «= 

:295.. 

..r 

=a— 40..../: 

=p+33 

Grands  nombres  81  79 — 1 

160 

=«...r=120. 

• .  ^^57. .  • 

P- 

1=4  5  6=15. 

..t= 

:48. 

..r-(/+?)= 

zto^^p*  •  •  • 

Petits  nombres  restons  7  8  9  11  12  13  14  15  16 

HORIZONTALE. 

TBRTICAU. 

7 

8  11  15  16\ 

68  69  70  73\ 

7 

8  12  14  16 

67  69  71  73 

7 

8  13  14  15] 

66  70  71  73 

7 

9  11  14  161 

67  69  70  74 

7 

7 

9  12  13  16\ 
9  12  14  15/ 

81  79 

67  68  71  74I 
66  69  71  74/ 

4  5  6...(10) 

7 

11  12  13  141 

66  67  73  74 

8 

9  11  13  16* 

67  68  70  75 

8 

9  11  14  15 

66  69  70  75 

8 

9  12  13  15/ 

66  68  71  75/ 

Grands  nombres  81  78= 

15S 

l=a...r=119 

. . .  ^=:58. . . 

P 

=3  5  6=14. 

..<= 

47. 

..'•-(<+?)= 

=14=;» 

170 


GA.ftKÉ   DE    9 


HOKUOHTAU. 

8  12 15  16^ 

8  13  U  16 

9  11  15  16i 
9  12  14  lel 
9  13  14  15| 

11  12  13  15| 
9  11  14  16 
9  12  13  16 
9  12  14  15 


81  78 


8  11  12  13  14) 


TBETICALB. 

68  69  71  73 

67  70  71  73 I 

68  69  70  74 
67  69  71  74 
66  70  71  74' 

66  68  73  74i 

67  69  70  75 
67  68  71  75 
66  69  71  75' 
66  67  73  75 


3  5  6... (10) 


Grands  nombres  81  77=158=a. . .  r=tî8; . .  ^=59. 
p=3  4  6=:l3...<=46...r— (/  +  î)=13=:p 


HOKIZOHTIU. 

8  13  15  16] 

9  12  15  16 
9  13  14  16] 

11  12  13  16| 

11  12  14  15\ 

9  11  15  16/ 

9'12  14  16| 

9  13  14  151 

8  11  12  13  ISJ 

9  11  12  13  14j 


7 
7 
7 
7 
7 
8 
8 
8 


il  77. 


TBftTICÂtB. 

68  70  71  73^ 
68  69  71  74 
67  70  71  741 

67  68  73  74 

66  69  73  74' 

68  69  70  75/ 

67  69  71  75 
66  70  71  75 
66  68  73  75, 
66  67  74  75/ 


3  4  6.. .(10) 


ATBG 
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Gnnds  nombres  81  76:= 

f 57=a. . .  r=l17. . . ^=60. . . 

p=S  i  5=12.... (= 

=45....r— (<+7)=12=p 

■OKIZORTiXI. 

TxancALB. 

7    8  14  15  16\ 

69  70  71  73\ 

7    9  13  15  16\ 

68  70  71  74 

7  11  12  14  ISJ 

67  69  73  74 

7  11  13  14  isf 

66  70  73  74       ' 

8    9  12  15  16)81  76 

68  69  71  75)3  4  5. . .  (9) 

8    9  13  14  16 

67  70  71  75 

8  11  12  13  16 

67  68  73  75 

• 

8  11  12  14  15 

66  69  73  75 

9  11  12  13  15/ 

66  68  74  75J 

Gonune  3  4  5  sont  les 

plus  petits  relati&,  il  n'y  a  pkis 

de  combinaisons  pour  81. 

Grands  nomlwes  79  78=: 

lS7=a...  r=117. . .  9=60... 

p=1  5  6  =  12...!= 

45....r-(!+7)=12=p 

■OaiZORtÀLB. 

TBKTUilLK. 

Grands  nombres  79  78 

Petits  nombres  15  6) 

Petits  nombres  comme 

Grands  nombrescommeV .  .(9) 

à  81  76 

à  81  76                    j 

Grands  nombres  79  77=s 

156=a...r=116...9=61... 

p=1  4  6=11... <= 

44...r— (<  +  7)  =  11=;» 

172 


CARRÉ  DE   9 


nOEIZOHTALB. 

7    9  14  15  16^ 
7  11  12  15  16 
7  11  13  U  lei 

7  12  13  n  15f 

8  9  13  15  16)79  77 
8  11  12  14  16| 

8  11  13  U  15' 

9  11  12  13  16: 

9  11  12  n  15/ 


TBKTICUB. 

69  70  71  741 
68  69  73  74 

67  70  73  74 j 

66  71  73  74 

68  70  71  75 

67  69  73  75 

66  70  73  751 

67  68  74  75 
66  69  74  75J 


1  4  6...  (9) 


Grands  nombres  79  76=:155=<ï. . .  r=115.  • .  ^=:62. 
p=i  4  5=10...ï=43...r— («  +  9)=10=/» 


HORIZONTALE. 

7  11  13  15  16^ 

7  12  13  14  16 

8  9  14  15  16| 
8  11  12  15  16i 
8  11  13  14  161 

8  12  13  14  15^ 

9  11  12  14  16 
9  11  13  14  15< 


79  76 


TBRTICllB. 

68  70  73  74^ 

67  71  73  74 

69  70  71  75i 

68  69  73  75\ 
67  70  73  75l 

66  71  73  751 

67  69  74  75 
66  70  74  75^ 


1  4  5. . .  (8) 


Comme  1,  4, 5  sont  premiers  relatife,  ou  comme  75  est 
complément  de  7,  l'on  des  petiU  nombres  restans,  fl  n'y 
a  pins  de  combinaisons  pour  79. 


AVEC    BORDUBB.  173 

Grands  nombres  78  77:=:155=a. . .  r=:115. . .  qf=62. . . 
p=i  3  6=:10...r=43...r— (r+7)=10 


HORIZONTALE.  TERTICÀLB* 

Petits  nombres  comme  Grands  nombres  comme] 

à  79  76  à  79  76                    >...(8) 

Grands  nombres  78  77  Petits  nombres  13  6 


} 


Grands  nombres 78  76=154=:a. . . r=11  U...q  =:63. . . 
p=i  3  5=:9...t=H2.,.r—it  +  if)=z9=p 

HOUZOHULB.  TBRTIUU. 

7  11  14  15  16\  69  70  73  7k\ 

7  12  13  15  16]       68  71  73  74) 

8  11  13  15  16/       68  70  73  751 

8  12  13  14  I6I78  76  67  71  73  75)1  3  5...  (7) 

9  11  12  15  161  68  69  74  751 
9  11  13  14  16]  67  70  74  75] 
9  12  13  14  15/  66  71  74  75/ 


Grands  nombres  77  76=153=a. . .  r=1 13...  f=64. . . 
p=:]  3  4=8...i=41...r— (<+ç)=:8=p 

■OKUORTiU.  TBRTICllB. 

7  12  14  15  16\  69  71  73  74\ 

8  11  14  15  16)       69  70  73  75) 

8  12  13  15  16>77  76    68  71  73  75[l  3  4...  (5) 

9  11  13  15  16]       68  70  74  75) 
9  12  13  14  16/       67  71  74  75/ 


174  CARRÉ   DE    9 

Gomme  1,  3,  4  sont  premiers  absolus ,  il  n'y  a  plus  de 
combinaisons  pour  les  angles  2 10.  0  y  aura  donc  en  tout, 
pour  ces  angles,  85  bordures ,  cL [ ^] 

ANGLES   3   5. 

&=213. . .  v=289. . .  r=a— 36. . .  £=p  +  39 
PetiU  nombres  8  9  10  11  12  13  14  15  16 

Grands  nombres  81  80=1&1=a. . .  r=125. . .  4f=:52. . . 
p=4  6  7=17...t=r:56.^r— (9+/>=;17=p 


hohizoutalb.  tbetigai.b» 

8    9  10  11  U\^^  ^^        66  67  69  70^ 
8    9  10  12 


m^^^        66  67  68  7ir^^---^^^ 


Grands  nombres  81  78  =:  159.  .  .  r  =  123.  . .  ^  =54. 
p=2  6  7=15...«==54...r— (£  +  47)=;15=p 

HORIZOHTALB.  YBRTICALB. 

8    9  10  11  16\  67  68  69  70>^ 

8    9  10  12  15]  66  68  69  7r 

8    9  10  13  14)81  78  66  67  70  71  >2  6  7. . .  (5) 

8    9  11  12  141  66  67  69  72 

8  10  11  12  13/  66  67  68  79/ 


ATBG    BOKOtJKB.  175 

Ckands  nombres  81  76=:157=a. . .  r=12l. . .  9^=56. . . 
p=2  4  7=13...ï=52...r— (ï  +  7)=s13=;» 

HOKIZORTiU.  TUTICAU. 

8    9  10  13  16\  67  68  70  71^ 

8    9  10  14  15  1  66  69  70  71 

8    9  11  12  16|  67  68  69  72i 

8    9  11  13  I5L  _.        66  68  70  72L  .  _      ^ 

8    9  12  13  1/»r^^        66  67  7172^  *^-"^^ 

8  10  11  12  151  66  68  69  73 

8  10  11  13  14  1  66  67  70  73 

9  10  11  12  14/  66  67  69  74 


Grands  nombres  81  75=156=0. . .  r=120. . .  ^=57. . . 
;>=2  4  6=12...<=51...r— («+^)=12 

HOUZOHtlLB.  TIKTICÂLE. 

8  9  10  14  16\  67  69  70  71^ 

8  9  11  15  161  67  68  70  72' 

8  9  11  14  15 J  66  69  70  72i 

8  9  12  13  15f  66  68  71  72 

8  10  11  12  16)81  75    67  68  69  73)2  4  6. ..  (9) 

8  10  11  13  15[  66  68  70  73| 

8  10  12  13  141  66  67  71  731 

9  10  11  12  151  66  68  69  74^ 
9  10  11  13  14/  66  67  70  74) 


176  CÀKKÉ   »B    9 

Gomme  2, 4, 6,  sont  les  plus  petits  rehtife,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  81. 


Grands  nombres  80  78=:158=:a. . .  r=122. . .  f  :=55. . . 
p=1  6  7=14. . .  «=53. . .  r—{t+q)=iU=p 


HOUZOHTALB. 
8      9   10   12   W 

8  9  10  13  15| 
8  9  11  12  15| 
8  9  11  13  141 

8  10  11  12  14' 

9  10  11  12  13, 


80  78 


TB&TICÂLB. 

67  68  69  71 
66  68  70  71 
66  68  69  72| 
66  67  70  72j 
66  67  69  73' 
66  67  68  74 


1  6  7...  (6) 


Grands  nombres  80  76=156  =a. . .  r=120. . .  ^=57. . . 
p=:i  4  7=12. . .  ï=51. . .  r— (t+^)=12=p 

HORIZONTILE.  TSaTICiU. 

Petits  nombres  comme      Grands  nombres  commet 

pour  81  75  pour  81  75  >...(9) 

Grands  nombres  80  76      Petits  nombres  14  7/ 


Grands  nombres  80  75=155=a. . .  r=119. . .  ^=r:58. . 
p=1  4  6=11...«=50...r— (ï+7)=I1=;» 


ATBG    BOKDDBE.                                 177 

HARIZOHTALS. 

TBKTICALB. 

8      9   10   15    16\ 

68  69  70  71\ 

8    9  11  U  16 

67  69  70  72 

8    9  12  13  lel 

67  68  71  72 

8    9  12  14  isi 

66  69  71  72 

8  10  11  13  16[ 

67  68  70  73 

8  10  11  14  15>80  75 

66  69  70  73)1  ft  6...(H) 

8  10  12  13  15( 

66  68  71  73( 

8  11  12  13  141 

66  67  72  731 

9  10  11  12  16 

67  68  69  741 

9  10  11  13  15 

66  68  70  74  1 

9  10  12  13  14/ 

66  67  71  74/ 

Gomme  1,  4, 6,  sont  les  pi 

os  petits  relatié ,  il  n'y  a  plus 

Grands  nombres  7i 

»ur  80. 

i  76=154=«. . .  r=118. . .  7=59. . . 

/,=:1  2  7=10.. 

.  «=49. . 

•'—(^+0=10=;» 

HORIZONTALE. 

YBKTICAUi. 

8    9  11  15  16\ 

68  69  70  72\ 

8    9  12  14  16 

67  69  71  72 1 

8    9  13  14  15 

66  70  71  72 

8  10  11  14  16 

67  69  70  73 

8  10  12  13  16 

67  68  71  73 

8  10  12  14  15) 

78  76 

66  69  71  73)1  2  7... (11) 

8  11  12  13  15( 

66  68  72  73[ 

9  10  11  13  16 

67  68  70  741 

9  10  11  14  15 

66  69  70  74] 

9  10  12  13  15 

66  68  71  74  1 

9  11  12  13  14/ 

66  67  72  74/ 

TO».  I.  12 


178 

GARRé    DE    9 

Grands  nombres  78  75=i53=:fl. . .  r=1l7. 

. .  ^=60. . . 

p=t  2G=9.. 

.  «=48. . 

.r-(t+v)=9 

=P 

HORIZOHTUI. 

TBETICAtB. 

8    9  12  15  16i 

68  69  71  72\ 

8    9  13  14  16 

67  70  71  72  \ 

8  10  11  15  16 

68  69  70  73  1 

8  10  12  iH  16 

67  69  71  73 i 

8  10  13  14  15 

66  70  71  73! 

8  11  12  13  16 
8  11  12  n  15 

78  75 

67  68  72  73I 
66  69  72  73/ 

1  2  6... (12) 

9  10  11  14  16 

67  69  70  74l 

9  10  12  13  16 

67  68  71  741 

9  10  12  14  15 

66  69  71  74  j 

9  11  12  13  15 

66  68  72  74  / 

10  11  12  13  14/ 

66  67  73  74/ 

Comme  1,  2,  6, 

sont  les 

plus  petits  nombres  relatifs , 

il  n'j  a  plus  de  combinaison  pow  78. 

11  ne  peut  y  avoii 

■  de  combinaison  pour  77, 

puisque  son 

complément  est  celui  de  5, 

lequel  lait  partie 

des  angles. 

Grands  nombres  76  75  =  15l=<i. . .  n=115. 

..^=62... 

p=1  2  4=7.. 

.t=46. 

..r~(t+v)=7 

=P 

ATEO    BOKDUHE. 
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BOKTZOKTÀU. 

8  9  14  15  16\ 
8  10  13  15  161 
8  11  12  15  16J 
8  11  13  14  161 

8  12  13  14  isf 

9  10  12  15  16>76  75 
9  10  13  14  161 

9  11  12  14  161 

9  11  13  14  15| 
10  11  12  13  lel 
10  11  12  14  15/ 


TBKTIC4LB. 

69  70  71  721 
68  70  71  75 
68  69  72  73 

67  70  72  73 

66  71  72  73 

68  69  71  74 

67  70  71  74 
67  69  72  74 

66  70  72  74 

67  68  73  74 
66  69  73  74; 


>i  2  4... (11) 


Gomme  1,2,4,  sont  les  phis  petits  absolus ,  il  n'y  a  phs 
de  combinaison  pour  les  .angles  3,  5.  On  aura  donc  pour 
ces  angles  84  bordures [84] 


ANGLES   3  7. 

h=215. . .  «S3291. . .  r=:a— 38. . .  i=p+i7 

Grands  nombres  81   80=161..  .r=:  123.. . 9  =  54... 

;»=4  5  6=15...  r  =  52...  r  — (<+9)  =  17>15: 

donc  p  doit  étre=16,  qu'on  ne  peut  Mre  avec  4, 5, 6, 8. 

Grands  nombres  81   78=:159. . .  r=121. . .  9r  =  56. . . 

p  =  2  5  6  =  13...ï  =  50...r  — (<+9)=:15>/>.- 

donc  p  serait =14 ,  qu'on  ne  peut  fiiire  avec  2, 5,  6,  8. 

U  est  iàcile  de  voir  qu'on  n'aura  pas  de  bordure  pour 

les  angles  3,  7. 


480  «ARKé   »E   9 

ANGIBS    3    9. 

A=217. . .  r=293. . .  r=:a— 40. . .  ta:/>+35 

Grands  nombres  81  80=161...  r  =  121. ..  7  =  56. .. 

p=4  5  6=15...t=50...r— (t+i/)=15=p 

Petits  nombres  restans  7  8  10  11  12  13  14  15  16 

HORIZOKTAte.  TSRTICILB. 

7    8  tO  15  16\  68  69  70  7l' 

7    8  11  14  lei  67  69  70  72j 

7    8  12  13  161  67  68  71  72J 

7    8  12  14  151  66  69  71  72[ 

7  10  11  12  16)81  80        67  68  69  74 >4  5  6...  (9) 

7  10  11  13  151  66  68  70  74j 

7  10  12  13  141  66  67  71  741 

8  10  11  12  151  66  68  69  75] 
8  10  11  13  14/  66  67  70  75J 


Grands  nombres  81  78  =  159. . .  r=119. .  .  7= 58. . . 
/»=2  5  6=13.../=48...r— («+7)=13=p 

ROUZOHTÀUI.  TBHTICltB. 

7    8  12  15  16\  68  69  71  72\ 

7    8  13  14  16|  67  70  71  721 

7  10  11  14  loi  67  69  70  74; 

7  10  12  13  Ml  67  68  71  7aj 

7  10  12  14  15(  66  69  71741 

7  11  12  13  iSr   ^*    66  68  72  74^  *  ^"'^^^^ 

8  10  11  13  161  67  68  70  75I 
8  10  11  14  1*5]  66  69  70  75' 
8  10  12  13  15]  66  68  71  75 
8  11  12  13  14/  66  67  72  75i 


ATBG   BOKDUBE.                               181 

Gnads  nombres  81  77s158.. .  r=118...  ^=59... 

/»— 2  4  6— 12...<— 47...r— (7+0— 12=:p 

ROBUOUTÀtB.                                    TSKTICIU. 

7    8  13  15  16\                  68  70  71  72"^ 

7  10  11  15  16|                  68  69  70  74 

7  10  12  n  16                   67  69  71  74 

7  10  13  14  15                   66  70  71  74 

7  1112  13  16V                  67  68  72  74\ 

7  11  12  14  IS/"^  ^^        66  69  72  74 

f2  4  6...(10) 

8  10  11  14  16l                 67  69  70  75 

8  10  12  13  16]                67  68  71  75 

8  10  12  14,15  /                 66  69  71  75 

8  11  12  13  15/                  66  68  72  75^ 

Grands  nombres  81  76— 157— «. . .  r— 117 

. . .  a=60. . . 

p=2  4  5=1 1...«=;46...r— (7  +  0=1  •=? 

aOUZORTALB»                                    TKHTICIU. 

7    8  14  15  16\                  69  70  71  72V 

7  10  12  15  16\                  68  69  71  74* 

7  10  13  14  16  i                  67  70  71  74 

7  11  12  14  16r                 67  69  72  74 

7  11  13  14  15[                  66  70  72  74 

8  10  11  15  16)81  76        68  69  70  75^  4  5..,(11) 

8  10  12  14  16                    67  69  71  75 

8  10  13  14  15                    66  70  71  75 

8  11  12  13  16                    67  68  72  75 

•■ 

8  11  12  14  15/                 66  69  72  75] 

10  11  12  13  14/                  66  67  74  75/ 
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Comme  2, 4, 5,  sont  les  phis  petits  relatifs,  il  n'y  a  pins 

de  combinaison  pour  81* 

Grands  nombres  80  78: 

=158....  r=l18....  7=59.... 

p=t  5  6=;12... 

«=s47....r— (t  +  9)=12 

HOKIZOnTALB. 

TBMICIU. 

Petits  nombres  commo 

Crands  nombres  conune^ 

pour  81  77 

pour  81  77               >...(10) 

Grands  nombres  80  78 

Petits  nombres  1  5  6) 

Grsmds  nombres  80  77= 

=  157....  r=  117....  7=60... 

p=ii  4  6=11.... 

(=46....r— (/  +  7)  =  11 

HORIZOïrrlLE. 

TBHTICAU. 

Petits  nombres  comme 

Grands  nombres  conune'^ 

à  81  76 

pom-8176                 >-.-(IO 

Grands  nombres  80  77 

Petits  nombres  1  41  6    3 

Grands  nombres  80  76= 

:156=«. . .  r=116, . .  ^=61. . . 

p=i  a  5=10.... 

f=j45....r— (£  +  9)  =  10 

HOHIZONTÀLB* 

TBKTICUI. 

7  10  13  15  16\ 

68  70  71  74\ 

7  11  12  15  16 

68  69  72  74) 

7  11  13  la  16 

67  70  72  74 J 

7  12  13  14  15 

66  71  72  74 f 

8  10  12  15  16)80  76        68  69  71  75)l  4  5...  (9) 

8  10  13  14  lOL 

67  70  71  751 

8  11  12  14  161 

67  69  fi  751 

8  11  13  14  151 

66  70  72  75  1 

10  11  12  13  15/ 

66  68  74  75/ 

j 
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t,  H,  5,  étant  les  jdos  petits  relatife ,  il  n'y  a  phis  de 
combinaison  pour  80. 


&ands  nombres  78  77=135=a. . .  r=115. . .  ^=62. , 

HOaiZOKTALB.  TKaTIClLB. 

7  10  14;i5J6\  69  70  71  7H\ 

7  11*13  15  16\  68  70  72  74 

7  12  13  14  lej  67  71  72  74l 

8  10  13  15  16f  68  70  71  751 
8"  11  12  15  16\78  77  68  69  72  75)1  2  6. . .  (9) 
8  11  18  14  lel  67  70  72  75[ 
8  12  13  14  151  66  71  72  75l 

10  11  12  13  lel  67  68  74  75 

10  11  12  14  15/  66  69  74  75J 


Grands  nombre  78  76=154  =a. . .  r=114. . .  q=s6i.  • . 
p=1  2  5r=8....«=s:4d....r— C«  +  7)=8 

H0UX05TÀU.  TBETICAU. 

7  11  14  15  16\  69  70  72  74\ 

7  12  13  15  16j  68  71  72  74] 

8  10  14  15  16f  69  70  71  75| 

8  11  13  15  16)78  76        68  70  72  75)1  2  5. . .  (7) 
8  12  13  14  161  67  71  72  75l 

10  11  12  14  16)  67  69  74  75) 

10  11  18  14  15/.  66  70  74  75/ 

Comme  1,2,5,  sont  les  plus  petits  lelatiÊ ,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  78. 
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Grands  nombres  77  76=153=a. . .  r=113. . .  7=M. 
p  =  1  2  ti—7. . . .  t=:fi2. . . .  r—{t  +  q)=7 
HORizoïrrÀLs*  terticàlb* 

7  12  14  15  16\  69  71  72  74\ 

8  11  14  15  161  69  70  72  75 
8  12  13  15  16L  -.        68  71  72  75l 

10  11  12  15  16r  ^®        68  69  74  75^'  ^*--^^^ 
10  11  13  14  m}  67  70  74.75 

10  12  13  14  15/  66  71  74  75 

Gomme  1,2,4,  sont  les  plus  petits  absolus ,  il  n'j  a  {rfus 
de  combinaison  pour  les  angles  3 ,  9l  On  aura  donc ,  pour 
ces  angles,  92 bordures. [92] 


Si  FonsupposaitlesanglesS,  1  l,onauraitr — {t+q)  </?, 
et  de  même  pour  3,1^,  etc.  :  donc  il  n'y  a  plus  de  com- 
binaison pour  3  à  un  angle*. 


ANGLES   4   6. 

^=215. . .  ^=289. . .  r=fl— 38. . .  t=p+  39 
Grands  nombres  81  8ft=:161  =:a. . .  r=123. . .  ^=54. . 
p=:3  5  7=15. . .  fz=:54. . .  r— («+9)=15=p 
Petits  nombres  8  9  10  11  12  13  14  15  16 

HORIZONTALE*  YBRTICALE. 

8  9  10  11  16\  67  68  69  70^ 

8  9  10  12  15/  66  68  69  71 1 

8  9  10  13  I4I8I  80  66  67  »  71  >3  5  7. . .  C^) 

8  9  11  12  141  66  67  69  72* 

8  10  11  12  137  66  67  68  73, 


AVEC 
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Grands  nombres  81  79= 

160=a...r=122...fl=55... 

p—2  5  7—14. . .  t— 53. . .  r— (<+^)— 14 

hokizoutalb. 

TBanuiB. 

8    9  10  12  16\ 

67  68  69  71\ 

8    9  10  13  ISJ 

66  68  70  71 1 

8    9  11  12  15(_.  _. 

66  68  69  72f 

8  9  11  13  nr  ^ 

66  67  70  72f  *^---  ^^ 

8  10  11  12  14^ 

66  67  69  73\ 

9  10  11  12  13/ 

66  67  68  74/ 

Grands  nombres  81  77=; 

158=a...r=120...^=57... 

p=2  3  7— 12.../— 51 

...'— ('+9)=12=;' 

H0UZOmAI.B. 

TMTICÀU. 

8    9  10  14  16\ 

67  69  70  71 \ 

8    9  11  13  16 

67  68  70  72  j 

8    9  t1  14  15 

66  69  70  721 

8    9  12  13  15 

66  68  71  721 

8  10  11  12  16)81  77 

67  68  69  73)2  3  7...  (9) 

8  10  11  13  15( 

66  68  70  731 

8  10  12  13  14l 

66  67  71  731 

9  10  11  12  151 

66  68  69  74) 

9  10  11  13  14/ 

66  67  70  74/ 

Grands  nombres  81  75= 

t56=«...r— 118...  7=59... 

p==2  3  5=10. . .  É=49 

. . .  r—{t-^q)=\Q=p 

186 

HOniZONTAU. 

8  9  11  15  U 
8  9  12  14  16 
8  9  13  14  15 
8  10  11  14  16 
8  10  12  13  1$' 
8  10  12  14  15 

8  11  12  13  15 

9  10  11  13  16 
9  10  11  14  15 
9  10  12  13  15 
9  11  12  13  14 
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81  75 


Tiariciu. 

68  69  70  n\ 
67  69  71  72] 

66  70  71  72] 

67  69  70  75 
67  68  71  73[ 
66  69  71  73) 

66  68  72  731 

67  68  70  741 
66  69  70  74' 
66  68  7t  74 
66  67  72  74' 


3  5... (11) 


Comme  2,  3, 5,  sont  les  plus  petits  relatifs,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  81. 


Grands  nombwjs  80  79t=159=a. . .  r=121. . .  ^=56. 


p=l  5  7=t13. . 

HORIZOlfTÀLB. 

8  9  10  13  16 
8  9  10  14  15 
8  9  11  12  16 
8  9  11  13  15 
8  9  12  13  14 
8  10  11  12  15 

8  10  11  13  14 

9  10  11  19  14 


.te=52. 


80  79 


TS&TICUB 

67  68  70  71 

66  69  70  71 

67  68  69  72 
66  68  70  72 
66  67  71  72 
66  68  69  73 
66  67  70  73 
66  67  69  74 


1  5  7...(8) 
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187 


Grands  nombres  i 
p=1  3  7=11 
hobizoutalb. 
8  9  10  15  16 
8  9  11  14  16 
8  9  12  13  16 
8  9  12  14  15 
8  10  11  13  16 
8  10  11  14  15 
8  10  12  13  15 

8  11  12  13  14 

9  10  11  12  16 
9  10  11  13  15 
9  10  12  13  14 


10  77=157=:a. . .  rs=119. . .  ^=s5a . 
....  <=:50 r--it  +  q)ssU=p 

TBKTIULB. 

68  69  70  7l\ 
67  69  70  72 
67  68  71  72 

66  69  71  72 

67  68  70  73 
66  69  70  73)1 
66  68  71  73 

66  67  72  73 

67  68  69  74 
66  68  70  74 
66  67  71  74/ 


►80  77 


3  7.. .01) 


Grands  nombres  80  75=155 
/»=1  3  5=9...<=48 

HOBIZORTA^. 

8  9  12  15  16 
8  9  13  14  16 
8  10  11  15  16 
8  10  12  14  16 
8  10  13  14  15 
8  11  12  13  16. 

8  11  12  14  15/^  ^^ 

9  10  11  14  16 
9  10  12  13  16 
9  10  12  14  15 
9  11  12  13  15 

10  11  12  13  14 


.,r=117...y=60. 

TKSTIGALB. 

68  69  71  72\ 

67  70  71  72\ 

68  69  70  73 
67  69  71  73 

66  70  71  73 

67  68  72  73\ 

66  69  72  73/*  *  5— ('2) 

67  69  70  74 
67  68  71  74] 
66  69  71  74 
66  68  72  74 
66  67  73  74^ 


188  ga.aa£  de  9 

Gomme  1,3, 5,  sont  les  plus  petits  relatif,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  80* 


Grands  nombres  79  77=156=a. . .  r=118. . .  ijf=59. . . 
p=i  2  7=10...«=49-..r— (r+î)=10=p 

HOEIZOIITÀKE.  YEaTICÀLX. 

Petits  nombres  comme    Grands  nombres  conmie^ 

pour  81  75  pour  81  75  >. .  .  (11) 

Grandsnombres79  77     Petits  nombres  1  2  7j 


Grands  nombres  79  75=154=:a. . .  r=1t6: . .  ^=61. 
p= 1  2  5=8: . . .  ^47. . . .  r— («  +  ?)=8=p 

HORIZONTALE*  TB&TIGÀIiB* 

8  9  13  15  16\  68  70  71  72\ 

8  10  12  15  161  68  69  71  7a| 

8  10  13  14  161  67  70  71  73  i 

8  11  12  14  161  67  69  72  73i 

8  11  13  14  15f  66  70  72  73| 

9  10  11  15  16>79  75    68  69  70  74\l  2  5...(I1) 
9  10  12  14  16[  67  69  71  741 
9  10  13  14  151  66  70  71  741 
9  11  12  13  16]  67  68  72  74 
9  11  12  14  15  I  66  69  72  74 

10  11  12  13  15/        66  68  73  74/ 

Gomme  1 ,  2,  5,  sont  les  plus  petits  relatifs,  il  n'j  a 
plus  de  combinaison  pour  79. 
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Grands  nombres  77  75=152=a.  • .  r=11il. .  •  ^=63. .  • 
p=i  2  3=6. . . .  r=3  45 r—{t+  7)=6=p 

HOaiZOlTTÂLB.  TERTICÂLB. 

8  10  U  15  16v  69  70  71  73\ 

8  11  13  15  16\  68  70  72  73^ 

8  12  13  14  lel  '  67  71  72  731 

9  10  13  15  16f  68  70  71  74 
9  11  12  15  16)77  75        68  69  72  74>1  2  3-..  (9) 
9  11  13  14  161  67  70  72  74 
9  12  13  14  151                 66  71  72  74l 

10  11  12  14  16/  67  69  73  74 

10  11  13  14  15/  66  70  73  74^ 

Gomme  1,2^3,  sont  les  plus  petits  nombres  absolus,  il 
n'y  a  plus  de  combinaison  pour  les  angles  4, 6,  qui  don- 
nent en  conséquence  93  bordures ,  ci [93] 


ANGLES    4    8. 


A=:217.  • .  i;=291.  • .  r=fl~40. . .  t=p  +  37 

Grands  nombres  81  80==:161=a. . .  r=121. . .  47=56. . 
p=3  5  6=14=51...r— (f+^)=5l4=p 
Petits  nombres  restans  7  9  10  11  12  13  14  t5  16 
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HO&IZOHTA.LI. 

TXBTICiLB. 

7    9  10  14  16\ 

67  69  70  71  \ 

7    9  11  13  16] 

67  68  70  72  J 

7    9  il  14  151 

66  69  70  72/ 

7    9  12  13  15Î 
7  10  11  12  16? 

80 

66  68  71  72(„  ^  ^       ,^ 

67  68  69  73^»^^  «-^«5 

7  10  11  13  151 

66  68  70  731 

7  10  12  13  14) 

66  67  71  73  | 

9  10  11  12  14/ 

66  67  69  75/ 

Grands  nombres  81  79= 

160 

— a...  r— 120...^— 57... 

p=2  5  6=13... 

£= 

:50. 

..r-(r+9)=13=,» 

BOUZOltTALE. 

TnnciLB. 

7    9  10  15  16\ 

68  69  70  71 

7    9  11  14  16) 

67  69  70  72 

7    9  12  13  loi 

67  68  71  72 

7    9  12  14  151 

66  69  71  72 

7  10  11  13  lof 
7  10  11  14  15r 

79 

. 

67  68  70  73L  ^  fi    ,,ft. 
66.69  70  73r^^-^*®^ 

7  10  12  13  151 

66  68  71  73 

7  11  12  13  14l 

66  67  72  73 

9  10  11  12  15/ 

66  68  69  75 

9  10  11  13  14/ 

66  67  70  75/ 

Grands  nombres  81  77= 

158 

— a.. .r— 118...  7— 59... 

p=z23  6=11... 

'— 

:48 

...r-it+q)=U=p 
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nomizoHTÀU. 

TSmCAU. 

7    9  12  15  16\ 

68  69  71  72\ 

7    9  13  U  161 

67  70  71  72 

7  10  11  15  lej 

68  69  70  73 

7  10  12  14  161 

67  69  71  73 

7  10  13  14  15[ 

66  70  71  731 

7  11  12  13  16>81  77 

67  68  72  73)2  3  6... (11) 

7  11  12  14  151 

66  69  72  73j 

9  10  11  13  161 

67  68  70  75 

9  10  11  14  15] 

66  69  70  75 

9  10  12  13  15/ 

66  68  71  75 

9  11  12  13  14/ 

66  67  72  75/ 

Grands  nombres  81  76 

=  157 

=a. . .  r=1 17. . .  ^=60. . . 

p=2  3  5  =  10...( 

'=547. 

..r-(i+9)=10=:p 

BOUZOaTAU. 

TBRTICAJLI. 

7    9  13  15  16\ 

68  70  71  72. 

7  10  12  15  16 

68  69  71  73\ 

7  10  13  14  16 

67  70  71  73] 

7  11  12  14  16 

67  69  72  73/ 

7  11  13  14  15l 
9  10  11  14  16r' 

76 

66  70  72  73I 

67  69  70  75r  ^  5— C^") 

9  10  12  13  16 

67  68  71  751 

9  10  12  14  15 

66  69  71  75] 

9  11  12  13  15 

66  68  72  75/ 

10  11  12  13  14/ 

4 

66  67  73  75/ 

Gomme  2,3,5,  sont  les  pi 
de  combinaison  pour  81. 

us  petits  relatifs,  il  n'y  a  plus 
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Grands  nombres  80  79= 

=159=a. . .  r=119. . .  ^=58. . . 

p=zt  5  6=12... 

.f=49....r— (/+^)=12 

BOMZOHTiLB. 

TBHTICUB. 

7    9  11  15  m 

68  69  70  72\ 

7    9  12  14  161 

67  69  71  721 

7    9  13  14  151 

66  70  71  721 

7  10  11  14  161 

67  69  70  731 

7  10  12  13  161                 67  68  71731 

7  10  12  14  15p  ^^        66  69  71  73^  ^  *"^^"^ 

7  11  12  13  15 

66  68  72  731 

9  10  11  12  16 

67  68  69  75] 

9  10  11  13  15 

66  68  7075I 

9  10  12  13  14/ 

66  67  71  75/ 

Grands  nombres  80  77= 

=157=a...r=117...^=60... 

p=1  3  6=10... « 

=47. . .  r— («+?)=10=/> 

HOaiZOHTiU. 

TSHTICALB. 

Petits  nombres  comme 

Grandsnombres  comme  1 

pour  81  76 

pour  81  76               >. .  .(10) 

Grands  nombres  80  77 

Petits  nombres  1  3  6  3 

Grands  nombres  80  76: 

=156=0. . .  r=116. . .  7=61. . . 

p=l  3  5=9 

«=46....r— (t  +  7)=9=/» 

AYIG 
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HOaiZOITiM. 

TB&nCAU. 

7    9  14  15  16\ 

69  70  71  72\ 

7  10  13  15  lel 

68  70  71  731 

7  11  12  15  16] 

68  69  72  73] 

7  11  13  14  16/ 

67  70  72  73/ 

7  12  13  14  15[ 

66  71  72  731 

9  10  11  15  16>80  76 

68  69  70  75>1  3  5...(11) 

9  10  12  14  16 

67  69  71  75[ 

9  10  13  14  15 

66  70  71  75l 

9  11  12  13  16 

67  68  72  75] 

9  11  12  14  15 

66  69  72  75/ 

10  11  12  13  15/ 

66  68  73  75/ 

Puisque  1 ,  3, 5,  sont  les  phis  petits  relatif ,  il  n'y  a  plus 

de  combinaison  pour  80. 

Grandsnombres79  77=1 

I56=a...r=1l6..i?=61... 

p=l  2  6=9....f 

=46....r— («  +  9)=9 

HOUZOHTILB. 

TBaTICUE. 

Petits  nombres  comme 

Grands  nombrescomme^ 

pour  80  76 

pour  80  76               >...(11) 

Grands  nombres  79  77 

Petits  nombres  1  2  6   t 

Grands  nombres  79  76=; 

155=a. . .  r=115. . .  ^=62. . . 

p=1  25=8. ...< 

=  45....r— (t  +  7)=8 

TOM.  I. 
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HORIZOHTALB. 

TBRTICALB. 

7  10  U  15  16\ 

69  70  71  73\ 

7  11  13  15  16 

68  70  72  73) 

7  12  13  14  lei 

67  71  72  73] 

9  10  12  15  16f 

68  69  71  75/ 

9  10  13 14  m 

79  76 

67  70  71  75)1  2  5... (9) 

9  11  12  14  161 

67  69  72  751 

9  11  13  14  15 

66  70  72  751 

10  11  12  13  16 

67  68  73  75 

10  11  12  14  15/ 

66  69  73  75/ 

Comme  1,2,  5,j 

lont  les  plus  petits  relatifs,  il  n'y  a  plus 

de  combinabon  po 
Grands  nombres  77 

ur79. 

76=153=a. . .  r=113. . .  ^=64. . . 

p=1  2  3=6 

.. .  (  = 

=  43....r-(t  +  ^)=6 

HORIZONTALE. 

TBaTICALB. 

7  12  14  15  16\ 

69  71  72  73\ 

9  10  14  15  16 

69  70  71  75 

9  11  13  15  16 

68  70  72  75 

9  12  13  14  16» 

77  76 

67  71  72  75\I  2  3...  (7) 

10  11  12  15  16 

68  69  73  75 

10  11  13  14  16 

67  70  73  75] 

10  12  13  14  15/ 

66  71  73  75/ 

Comme  1 , 2, 3,  sont  les 

plus  petits  absolus ,  il  n'y  a  plus 

de  combinaison  pour  les  angles  4,8,  qui  donnent  97  bor- 

dures  

[97] 
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ANGLES  4    10* 

*=2I9. . . .  v=293. . . .  r  =:a— 42. . . .  r=p  +  35 

Grands  nombres  81  80=161  =:fl. . .  r=119. . .  ^=58. . . 
p  =  3  5  6  =  14. .•  £=49...r— (r+47)=12<p 

Gommer — ('+?)  est  <p ,  il  n'y  a  point  de  combinaison 
pour  4j  10,  et  pas  dayantage  pour  4, 12. .  •  4, 14. . .  4 ,  16* 
n  n'y  a  donc  plus  de  bordure  pour  4  au  premier  angle* 


ANGLES    5   7. 

fc=217. . . .  i;=289. . . .  r=rt— 40. . . .  f =p  +  39 

Grands  nombres  81  80=3161  =:;a. . .  r=121. . .  ^=56. . 
p=3  4  6=13...r=52...r— Cf  +  ^)  =  13  =  p 

Petits  nombres  restans  8  9  10  11  12  13  14  15  16 

TBETICALI* 

67  68  70  71^ 

66  69  70  71 

67  68  69  72j 
66  68  70  72( 

^^'**        66  67  71  72r^^-'-f^> 
66  68  69  73^ 
66  67  70  73, 
66  67  69  74/ 


HOKIZORTAU. 

8 

9  10  18  W' 

8 

9  10  U  15 

8 

9  11 

12  16 

8 

9  11 

13  15 

8 

9  12  13  14 

8  10  11 

12  15 

8  10  11 

13  14 

9  10  11 

12  14; 
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Grands  nombres  81  79=160=a. . .  r=120. . .  ^=57. . . 

p=:2  4  6=12. 

.(  =  51. 

..r-(/+^)=12=;, 

BORIZONTAU. 

TIRTICALI. 

8    9  10  14  16\ 

67  69  70  71 \ 

8    9  11  13  16 

67  68  70  721 

8    9  11  14  isi 

66  69  70  72 

8    9  12  13  isf 

66  68  71  72 

8  10  11  12  16\ 

81  79 

67  68  69  73)2  4  6...  (9) 

8  10  11  13  151 

66  68  70  73 

8  10  12  13  141 

66  67  71  73 

9  10  11  12  15 

66  68  69  74 

9  10  11  13  14/ 

66  67  70  74/ 

Grands  nombres  81  78=159 

=a. . .  r=1 19. . .  y =58. . . 

p=a  3  6=11. 

..«=50 

...r-0  +  7)=11=/» 

hokizoutali. 

rSHTICALB. 

8    9  10  15  16\ 

68  69  70  7I\ 

8    9  11  14  16 

67  69  70  72\ 

8    9  12  13  16 

67  68  71  72 

8    9  12  14  15 

66  69  71  72 

8  10  11  13  16 

67  68  70  73 

8  10  11  14  15) 

81  78 

66  69  70  73>2  3  6... (11) 

8  10  12  13  151 

66  68  71  73( 

8  11  12  13  14' 

66  67  72  731 

9  10  11  12  16 

67  68  69  74  ] 

9  10  11  13  15 

66  68  70  74  1 

9  10  12  13  14/ 

66  67  71  74/ 

AVEC   BO&DDRE. 
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Grandi  nombres  81  76=157=a. . .  r=1 17. . .  7=:60. . . 
p=3i  3  4=9....ï=48....r— (t+7)=9=p 


HOaiZOHTALB. 

8  9  12  15  16^ 
8  9  13  n  16 
8  10  11  15  16 
8  10  12  14  16l 
8  10  13  14  15 
8  11  12  13  16l 

8  11  12  14  15J 

9  10  11  14  16 
9  10  12  13  16* 
9  10  12  14  15 
9  11  12  13  15 

10  11  12  13  14) 


►81  76 


TBKTIULB. 

68  69  71  72^ 

67  70  71  72 

68  69  70  73 
67  69  71  731 

66  70  71  73 

67  68  72  73' 

66  69  72  731 

67  69  70  74 
67  68  71  74' 
66  69  71  74 
66  68  72  74 
66  67  73  74j 


2  3  4... (12) 


Gomme  2,  3, 4,  sont  les  plus  petits  relatif,  il  n'y  ajdus 
de  combinaison  pour  81. 


Grands  nombres  80  79=:159==a. . .  r=3l19. . .  9=58. . 
p=it  4  6=ll...«=50...r— (t  +  9)=3l1=p 

BOUZOHTAUI. .  TUTICAIB. 

Petits  nombres  comme-     Grands  nombres  oomme^ 

pour  81  78  pour  81  78  >...(») 

Grands  nombres  80  79      Petits  nombres  14  6 


} 


1^                                      CARRÉ 

BB    9 

Gran^  nombres  80  78=2t58=«...  r=118. . .  ^=59... 

p=5l  3 6= 10... «=49. 

...r— (£+7)=10=p 

HORIZOKTUE. 

VERTICALE. 

8    9  11  15  16 

68  69  70  72A 

8    9  12  14  16 

67  69  71  72. 

8    9  13  U  15 

66  70  71  72 

8  10  11  14  16 

67  69  70  73 

8  10  12  13  16 

67  68  71  73 

8  10  12  14  15)80  78 

66  69  71  73)1  3  6...(11) 

8  11  12  13  15 

66  68  72  73 

9  10  11  13  16 

67  68  70  74 

9  10  11  14  15 

66  69  70  74 

9  10  12  13  15 

66  68  71  74 

9  1,1  12  13  14 

t 

66  67  72  74 

Grands  nombres  80  76=s  1 56 

=a...r=116 

...7=61... 

p=l  3  4=8... «=47. 

.r~(<+v)=8=p 

RORIZORTIU. 

VERTICALE. 

8    9  13  15  16\ 

68  70  71  72\ 

8  10  12  15  16 

68  69  71  73| 

8  10  13  14  16 

67  70  71  73] 

8  11  12  14  16 

67  69  72  731 

8  11  13  14  15 

66  70  72  73[ 

9  10  11  15  16/80  76 

68  69  70  74>1  S  4...(11) 

9  10  12  14  16 

67  69  71  74I 

9  10  13  14  15 

66  70  71  741 

9  11  12  13  16 

67  68  72  74 

9  11  12  14  15 

66  69  72  74  1 

10  11  12  13  15' 

66  68  73  74/ 
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Comme  1,3,4,  sont  les  plus  petits  nombres  relalife,  H 
n'y  a  fias  de  combimriiwn  ponr  80. 


Grands  nombres  79  78=157=<i. . .  r=117. . .  ^=60. . . 
p=l  2  6=9...«  =  48.  ..r— (<  +  ^)=9=/> 

BOaUOHTÀU.  TIRTICÂLB. 

Petits  nombres  comme      Grands  nombres  commc^ 

pour  81  76  ponr  81  76  >...(12) 

Grands  nombres  79  78      Petits  nombres  1  2  6  t 


Grands  nombres  79  76=155 r=115 ^=62. . , 

p=l  2  H=s7 <=«I6 r—{t  +  q)=s7=p 

EOHIZOmiLU.  TIRTIClX.1. 

8  9  14  15  16\  69  70  71  72\ 

8  10  13  15  16  I  68  70  71  73  ' 

8  11  12  15  lej  68  69  72  73  I 

8  11  13  14  16f  67  70  72  73j 

8  12  13  14  isl  66  71  72  73l 

9  10  12  15  16>79  76  68  69  71  74 \1  2  4...C1I) 


9  10  13  14  16 

9  11  12  14  16 

9  11  13  14  15 

10  11  12  13  16 

10  11  12  14  isy 


67  70  71  741 
67  69  72  74| 

66  70  72  741 

67  68  73  74 
66  69  73  74] 


Comme  1,2,  4,  sont  les  plus  petits  nombres  relatif ,  il 
n'y  a  plus  de  combinaison  pour  79. 
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Grands  nombres  78  76=154=^^. . .  r=114. . .  ^=63 
p=l  2  3=6....  ï=45....r— («  +  9)=6=p 

HORIZOFTALS.  VERTICALE. 

8  10  U  15  16\  69  70  71  73v 

8  11  13  15  161  68  70  72  73^ 

8  12  13  U  16*  67  71  72  73- 

9  10  13  15  16[  68  70  71  74 
9  11  «  15  16>78  76        68  69  72  74\1  2  3...  (9) 
9  11  13  14  m  67  70  72  74 
9  12  13  14  IsV  66  71  72  74* 

10  11  12  14  16  I  67  69  73  74 

10  11  13  14  15/  66  70  73  74) 

Gomme  1, 2,  3,  sont  les  plus  petits  de  tous  les  nombres, 
il  n'y  a  plus  de  combinaison  pour  les  angles  5,  7,  qui 
donneront  1 05  bordures [105] 


On  ne  trouvetaplusde  combinaison  pour  les  autresangles; 
et,  réunissant  toutes  les  sommes  entre  parenthèses ,  l'on 
aura  en  tout,  pour  le  cas  en  question,  1199 bordures. 

Gomme  chacune,  angles  restant  fixes,  contient  7  nombres, 
qui  peuvent  se  combiner  de  1 ,  2,  3,  4 ,  5,  6,  7  mamères , 
ou  qui  ont  5040  variations,  et  que  Ton  en  a  autant  dans 
une  des  lignes  de  dénomination  différente ,  c'est4rdire  tant 
en  horiïontale  qu'en  verticale  ;  il  viendra  (5040)',  qu'il  fiant 
multiplier  par  8  et  par  1 1 99,  ce  qui  donne  243,652,1 47^200 
combinaisons  pour  la  troisième  bordure  du  carré  de  9. 
Soit  m  ce  produit. 

S'il  n'y  a  qu'une  bordure ,  et  qu'eUe  soit  formée  avec 
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les  16  premiers  et  les  16  derniers  nombres  (ce  qui  est  le  cas 
qae  l'on  coDsidère),0  ùtni  multîi^er  m  par  363^1 6,800b=:/i, 
qui  représente  les  combinaisons  de  7  sans  bordure. 

S'il  j  en  a deux,il  &ut  multiplier  m  par  323,547,955,200 
=^,  et  qui  représente  le  carré  de  7 avec  une  bordure,  en 
prenant  toujours  les  nombres  suirans  et  ceux  qui  pré^ 
cèdent  les  16  derniers  pour  cette  bordure. 

S'il  j  a  3  bordures,  il  Êiut  multiplier  m  par  6,105,600, 
qui  est  la  somme  des  combinaisons  de  7  avec  une  bor- 
dure, et  par  23040,  qui  représente  le  carré  de  5  avec 
bordure,  ou  par  140,673,024,000 s 7.  Ce  nombre  23040 
est  celui  des  combinaisons  des  bordures  de  5  pour  le  9.® 
carré  de  3,  qui  est  celui  que  l'on  considère. 

Le  premier  produit  de  m 

par  n  donne 88,669,109,722,152,960,000 

Le  second  produit  de  m 

par  p  est 78^33,154,006,649,405,440,000 

Le  troisième  produit  de 

m  par  9  donne 34;275,3«4,350,717,1 32,800,000 


Total 113,197,107,467,088,691,200,000 

Cette  énorme  somme  de  combinaisons ,  pour  le  carré  de 
9  ayec  bordures,  n^est  cependant  que  pour  le  seul  cas 
choisi,  savoir  i  dans  une  progression  de  81  termes,  on 
prend,  pour  la  bordure  de  9,  les  16  premiers  'nombres  et 
leurs  complémens;  les  12  nombres  suiyans  et  leurs  corn- 
plémens,  pour  la  bordure  de  7;  les  8  nombres  qui  suivent , 
et  leurs  comj^mens ,  pour  celle  de  5,  et  enfin  les  9  du 
milieu  pour  le  carré  de  3.  Mais  combien  d'autres  supposi- 
tions à  faire!  On  pourrait  choisir  les  12  premiers  et  leurs 
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complémens  pour  la  %^  bordure,  et  les  saiTans  pour  la 
3.C ,  ou  bien  les  8  premiers  et  oomplémeiis  pour  la  bor- 
dure de  5,  et  les  12  intermédiaires  ayec  leurs  complémens 
pour  celle  de  7;  choisir  d'antres  carrés  centraux  de  3,  de 
5  et  de  7,  etc.,  etc.  L'on  reviendra  sur  les  bordures  en 
traitant  des  différences. 

L'on  s'est  arrêté  long-4emp8 ,  et  trop  long-temps  peut^ 
être ,  sur  la  bordmre  de  9;  mais  l'on  désirait  &ire  roir  com- 
ment on  devait  procéder  dans  tous  les  autres  cas,  et  dé- 
duire d'une  supposition  d'angles  et  d'une  première  com- 
binaison, toutes  les  autres  pour  ces  mêmes  angles  :  car  on 
a  ^  et  i;  constans ,  ainsi  que  les  petits  nombres  restans.  Les 
valeurs  de  r  et  de  <  varient  avec  aei  p,  mais  ont  une 
forme  constante  pour  tes  mêmes  angles. 

On  verra  {planche  H  y  figure  17)  le  carré  de  9  avec  bor- 
dures; l'on  a  formé  la  deuxième  et  la  troisième  avec  les  28 
premiers  et  les  28  derniers  nombres  indbtinctement ,  et  le 
carré  central  de  5  avec  les  25  nombres  du  miUen  de  la 
progression ,  par  la  méthode  expéditive. 


ARTICLE  IV. 

CÀEaé    DE     11     AVEC    BOEDUEE. 

On  verra  {planche  IL ^  figure  18)  le  carré  de  11  avec 
bordure.  Onja  suivi,  pour  sa  formation,  l'ordre  des  121 
premiers  nombres^  en  prenant  les  20  premiers  pour  la  qua- 
trième bordure,  les  16  suivans  pour  la  troisième,  les  12  qui 
viennent  ensuite  pour  la  deuxième ,  et  enfin  les  8  qui  pré- 
cèdent les  9  du  milieu  de  la  progression ,  pour  la  première. 

Puisqu'on  a  les  bordures  de  5 ,  de  7  et  de  9,  il  n'y  aurait 
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qu'à  chercher  ceDes  de  11  ;  les  airtres  se  oonstruiraieiit, 
d'après  ce  qui  a  été  dit ,  en  substituant  anx  progressions 
choisies  dans  Tordre  naturel,  et  commençant  par  l'unité, 
les  progressions  dont  le  premier  terme  serait  21  pour  la 
bordure  de  9, 37  pour  celle  de  7,  et  49  pour  celle  de  5: 
ainsi  point  de  difficulté  à  cet  égard.  H  reste  la  quatrième 
bordure,  ou  ceUe  de  1 1 ,  à  construire  avec  les  20  premiers 
nombres  et  leurs  complémens  :  c'est  le  seul  cas  que  l'on 
examine  ici. 

On  aurait  3  grands  nombres  et  6  petits  à  la  dernière 
horizontale,  5  grands  et  4  petits  à  la  première  verticale^ 
les  angles  sont  de  même  espèce,  puisqu'il  j  a  autant  de 
pairs  que  d'impairs  à  la  bordure  ;  l'une  ou  l'autre  de  ces 
lignes  se  forme  aisément,  mais  l'autre  pourrait  ne  pas  se 
construire  d'après  les  nombres  choisis  pour  la  précédente. 
Supposons  donc  qu'on  ait  la  yerticale  achevée ,  et  que 
parmi  les  9  nombres  restans  on  ait  pris  3  grands  et  6  petits 
nombres  pour  l'horizontale.  Si  la  somme  est  telle  qu'il 
existe  entre  elle  et  celle  qu'on  doit  avoir,  une  différence 
paire  (si  elle  était  impaire,  on  ne  pourrait  conserver  les 
angles  choisis),  on  en  prend  la  moitié,  et  l'on  voit  sur  le 
champ  si,  parmi  ces  9  nombres,  on  en  peut  remplacer  un 
ou  plusieurs  par  un  ou  plusieurs  autres ,  de  manière  que 
ces  derniers  soi^it  moindres  ou  plus  grands  que  les  pre- 
miers ,  de  la  mmtié  de  la  différence.  Ainsi ,  la  verticale  étant 
telle  que  le  porte  la  figure  18,  qu'on  ait  pris  1 1 1 ,  1 14, 116, 
pour  les  3  grands  nombres  de  Phorisontale ,  chaque  Kgne 
devant  avoir  11  -61=671,  et  les  angles  3, 5,  donnant  119 
et  1 17=236  pour  complémens,  il  faut  encore  671—236= 
435  pour  compléter  l'horizontale.  Or  les  3  grands  choisis 
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donnent  Mi,  lesquels  soustraits  de  435,  reste  9A  pour  les 
6  petiU.  Mais  ces  6  petits  sont  7, 10,  15  ^  17,  18, 19,  dont 
la  somme  est  86 ,  il  manque  8;  dont  la  moitié  est  ft  :  il  faut 
donc  jM'endre  un  grand  dont  la  valeur  surpasse  de  4  l'un 
des  nombres  choisis  ;  or  1 1 5  surpasse  1 1 1  de  A.  On  prendra 
donc  114,  115, 116, pour  les  3  grands;  les  petits  seront 
alors  10, 11, 15, 17,18, 19,  dont  la  somme  est  90.  Les  3 
grands  donnent  345;  le  tout  vaut  435 ,  somme  exigée  d'a- 
près les  angles. 

On  voit  aisément  pourquoi  on  prend  moitié  de  K  diffé- 
rence» En  effet,  si,  comme  ici,  l'un  des  grands  augmente 
de  4 ,  celui  qu'il  remplace  donne  un  petit  nombre  qui  aug- 
mente aussi  de  4,  ce  qui  complète  la  différence  8«  H  en. 
est  de  même  des  autres  cas. 

Cette  remarque  est  importante  pour  toutes  les  bordures. 

On  Êicilite  souvent  la  formation  d'une  des  lignes,  l'autre 
étant  construite,,  en  Êdsant  quelque  changement  à  celle-ci* 

Si  l'on  ne  peut,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  former 
la  deuxième  ligne,  c'est  une  preuve  que  les  an^^es  ont  été 
mal  choisis ,  et  on  les  change. 

Pour  obtenir  les  combinaisons  de  la  bordure  de  11 ,  il 
&udrait,  comme  on  a  fait  pour  celle  de  9,  calculer  le 
nombre  de  bordures  pour  chaque  cas*  Se  bornant  à  un 
seul,  celui  de  la  figure  18 ,  soit  a  le  nombre  de  bordures ,. 
h  le  nombre  des  combinaisons  du  carré  de  9  sans  bor- 
dures; soit  c=(1,  2,  3^  4, 5,  6, 7, 8, 9)*=362880*  :  c'est 
le  nombre  de  variations  des  9  cases  intermédiaires  de  l'ho- 
rizontale et  de  la  verticale.  On  aura,  si  le  carré  de  9  est 
simple,  pour  les  combinaisons  du  carré  de  11  à  une  bor- 
dure, 8abc. 
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S^il  y  en  a  ûeax^  on  multipliera  Sac  par  les  combinaî- 
sons  du  carré  de  9  à  une  bordure* 

S'il  j  en  a  trois,  alors  Sac  sera  multiplié  par  les  combi- 
naisons du  carré  de  9  avec  deux  bordures* 

Enfin ,  s'il  j  a  4  bordures,  le  produit  de  Sac  par  les  com- 
binaisons du  carré  de  9  avec  trois  bordures ,  donnera  les 
combinaisons  dans  ce  cas. 

On  voit  quel  nombre  prodigieux  résulterait  de  la  sonmie 
de  ces  produits;  le  plus  long  calcul  serait  celui  de  a  :  en- 
core est-il  restreint  ici,  puisqu'on  se  borne  aux  angles  3,  5. 
La  yaleur  de  b  est  très-difficile  à  trouver,  à  raison  de  la 
multitude  de  formes  dont  il  «st  susceptible* 

Quant  à  la  méthode  pour  trouver  les  bordures  de  1 1 ,  elle 
est  la  même  que  celle  suivie  pour  5, 7  et  9*  On  se  contentera 
de  présenter  cette  méthode,  qui  suffira,  avec  ce  quia  déjà 
été  dit,  pour  mettre  entièrement  sur  la  voie*  La  théorie  des 
différences,  et  les  deux  ou  trois  exemples  que  l'on  va  don- 
ner, achèveront  ce  que  l'on  avait  à  dire  sur  les  bordures* 
Soit  h  la  valeur  de  l'horizontale ,  défalcation  &ite  des 
complémens  des  angles; 
V  la  valeur  de  la  verticale ,  défalcation  &ite  du  plus 

petit  angle  et  du  complément  du  plus  grand; 
s  la  somme  de  tous  les  petits  nombres,  angles  dé- 
falqués; c'est  ici  ^=210— angles; 
a  la  somme  des  trois  grands  nombres  de  l'ho- 
rizontale ; 
h^^a^nq  la  somme  des  6  petits  nombres  de  cette 

horizontale; 
r=la  somme  des  petits  nombres^  moins  les  angles 
et  les  complémens  des  trois  grands  de  l'hori- 
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sontale.  Gomme  ces  complémens  Talent  trois 
couples — a=366— û ,  on  aura  r=j —  (36&— a) 
=210— angles— 366+a=fl—(156+aneJes). 
Soit  p  =  somme  des  A  plus  petits  nombres,  non  com- 
pris les  angles  et  les  complémens  de  a  ; 

^=:  complément  des  5  grands  nombres  de  la  ver- 
ticale =5  couples  moins  la  yerticale  diminuée 
dep=610— (v— p)5 

t  +  g  =:  somme  de  tous  les  petits  nombres  restans, 
après  ceux  des  angles  et  des  complémens  des 
grands  de  l'horizontale  déMqués,  et  encore 
moins  ceux  àe  p; 

r —  it+g  )  sera  égal  à  f>,  ou  >  ou <  p;  s'il  y  a 
égalité,  l'on  a  combinaison;  si  ce  reste  est<p, 
il  n'y  a  rien;  s'il  est  ^  p ,  il  peut  y  avoir  combi- 
naison, lorsque  la  moyenne  entre  ce  reste  et  p 
peut  avoir  lieu  par  composition.  Un  exemple 
éclaircira  cette  théorie. 

ANGLES   1    5. 

Goflaplémens,  117,  121;  leur  somme  est  238,  et  671— 
238=a33=A;  1+117=118,  et  671— 118=553=:t;;ces 
deux  valeurs  de  ^  et  i;  ne  varient  pas  pour  les  mêmes 
angles. 

La  somme  des  petits  nombres  de  1  à  20=2IO,la  somme 
des  angles  est  6  :  donc  s  =20ft ,  et  r=€i  +  204  —  366  = 
a^l62;  l'on  aurait  plus  simplement  r=a— (156+6)= 
a— 162.  Ici  156  est  invariable  pour  toutes  les  bordures 
4e  11 ,  pubqu'il  résulte  de  la  soustraction  de  210,  nombre 
constant ,  de  366 ,  autre  nombre  constant  ;  mais  a,  et  6,  qui 


r 
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représentent  les  angles^  varient  q^n^h^^a. . . .  ^=610 — 
{v-^p).:  p  varie  ;  610  est  constant;  et  v  est  constant  anssi , 
mais  seulement  ponr  des  angles  fixes*  Ici  /  =  610^- 
5534-;'=57-|'P*  On  disposera  les  valeurs  conmie  suit  : 
^=433....  v=553 a=\2Q  119  118=357 

r=:195 ^=76 p=6  7  8  9=30. . .  ^=87. . . . 

«+</=163. .  ..r —  («+</)  =32>  p.  Lamoyenne= 

31  qu'on  iait  par  6  7  8  10. 
Petits  nombres  restans  9  t1  12  13 14  15  16 17  18 19  20 

HORtZOlITALB.  TSRTIGÀLB* 

9  H  12  15  ^*^7^  107  106  104  103  lOS)  6  7  8  10 

9  11  12  11  15  16)  108  105  104  103  102)  2  hordur. 

ANGLES    4    8. 

A  =  439.  • . .  i;=553 121  120  1 19=  360=a 

r=192. . . .  ^=79. . .  p=5  6  7  9=27. .  - .  /=8/» 

q  +  t=\GZ r— (7+0=29>p:  donc /7=28  par 

5  6  7  10. 

Les  petits  nombres  restans  sont  les  mêmes  que  dessus. 

BORIZONTALB.  TBRTICALE. 

9  11  12  13  Iil20\  103  104  105  10S  107) 

9  11  12  13  15  19  j  102  104  105  106  108 

9  11  12  13  16  18/  102  103  105  107  108|   g  e  7  10 
9  11  12  14  15  I8>12f  120  119     102  103  105  106  109^^  jH)rdur. 

9  11  12  1416171  102  103  104  107  199^ 

9  11  13  14  15  17]  102  103  104  106  110 

9  12  18  14  15  16^  102  103  104  105  111^ 

Encore  un  dernier  exemple. 

AT^GLES    3    9. 

A=;439 'v=:555..o  grands  nombres  121  118  115  = 
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354 =«....  r=186....  9=85....  p  =  2  5  6  8=î 

21. . . .  «=76. . . .  «+7=161. . . .  r— («+</) =25>  p. 

I>onc  p  doit  être  =23,  par  2  5  6  10. 

Les  nombres  resUns  après  les  angles,  les  complémens 

de  a,  et  après  p,  seront  donc  8,  11,  12,  13,  U,  15,  16, 

17,  18,  19,  20,  avec  lesqueb  on  doit  foire  85=^. 

HORIZONTALE.                                          YBRTICALS. 

8  \\  12  i5  19  S0\                           104  105  106  108  10v\ 

8  11  12  16  18  20  \                            103  105  107  108  109 

8  11  12  17  18  19 

102  106  107  108  109 

8  11  13  141920 

104  105  106  107  110 

8  11  13  15  18  20 

103  105  106  108  110 

8  11  13  16  17  20 

108  104  107  108  110 

8  11  18  16  18  19 

102  105  107  108  110 

8  11  U15  17  20 

103  104  106  109  110 

8  11  U  15  18  19 

102  105  106  109  110                             II 

8  11  U16  17  19                               102  104  107  109  liol 

8  11  15  16  17  18                               102  108  108  109  1101 

8  12  13  14  18  2ol                            108  105  106  107  11l\    ,  .  ^.  .j. 

8  12  13  15  I7  2e\l21  118  115     108  ^^4  106  108  111  >      , 

8  12  13  15  18  19/                            102  105  106  108  111/                ^' 

8  12  18  16  17  19                               102  104  107  108  111 

8  i%  14  15  16  20                               103  104  105  109  114 

8  12  14  15  17  19                               102  104  106  109  111 

8  12  14  16  17  iS                              102  108  107  109  111 

8  13  1415  1619                               102104105  110  111 

8  18  1415  17  18                               102  103  100  110  111 

11  12  18  14  15  20                               108  iùH  105  100  114 

11  12  18  1416  19                               102  104  105  107  114 

11  12  13  14  17  18                               102  103  106  107  114  j 

11  12  13  15  10  18                               102  103  105  108  114  ) 

11  12  14  15  16  17/                           102  103  104  109  114/ 
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On  Toit  arec  quelle  rapidité  croîssent  les  bordures  pour 
une  seule  supposition  de  3  nombres  en  horizontale*  * 

On  ya  terminer  ce  qui  concerne  la  recherche  des  bor- 
dures par  un  dernier  exemple  sur  13* 

ÂATICLS  V. 

CÀ&RÉ    DE    13    ÂYEC    BOEDVRI. 

On  ne  s'occupe  ici  que  de  la  bordure  la  plus  extérieure 
formée  avec  les  24  premiers  nombres;  chaque  ligne  doit 
avoir  13>85  =  1105.  Il  faut  ici  U  grands  et  7  petits  en 
horizontale  6  grands  et  5  petits  en  verticale. 
Soient  toujours  h  l'horizontale  moins  les  complémens  des 

angles; 
V  la  verticale  moins  le  petit  angle  et  le  complément  du 

grand; 
s  la  somme  des  petits  nombres  moins  les  angles.  Ici 

^=300  moins  les  angles  ; 
a  =la  somme  des  41  grands  nombres  de  l'horizontale  ; 
9=7t — a=la  somme  des  7 petits  de  l'horizontale; 
r=:  somme  des  petits  nombres  ^  moins  les  angles  et  les 
complémens  de  a.  Ces  complémens  valent  4  couples 
moins  a;  le  couple  vaut  1 70  :  donc  r :=;  j—  (680  —  a  ) 
=:fl— (680— ^)=a  — (680— 300  +  angles)  =  a  — 
(380  + angles); 
/>= somme  des  5  plus  petits^  sauf  les  angles  et  les  complé- 
mens des  U  grands  de  a  ; 
f  :=::complément  des  6  grands  de  la  verticale  =  6  couples 
moins  la  verticale  diminuée  de  p  =  1020  —  (v — p)  ^== 
p  +  1020— l;,• 
t  4-  ^  =:  somme  des  petits  nombres  restans  après  ceux  des 

TOM.  I.  14 
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angles  elles  compléineDS  des  grands  de  l'horixontale,  et 

moins  p; 
r — (/  +  ^)  =  0  p.  Sisp^ilya  combinaison;  si  <. 
py  il  n'y  a  point  de  combinaison;  si,  enfin,  >  P>  î^  P^^ 
j  avoir  combinaisons ,  et  eUes  ont  lien  si  la  moyenne  entre 
p  et  r—  (  f  +  qr)  est  composable. 

Soient  choisis  les  angles  3 ,  7. 

Les  complémens  sont  163, 167  =  330.  Or  1105  —  330 
=:775  =  h.  De  même  3+  163=166,  et  1105—166 
r=  939 = i;.  La  somme  des  24  petits  nombres  =:  300  :  donc 
5=300—10=290. 

Soient  les  4  grands  nombres  de  lliorizontale  =  161 , 

162^  165, 168=656=a  ;  on  aurak— «=^=119 

r=656— 390=266. . . .  p=1 , 4,  6, 10, 1 1  =  32. . . . . 
t=1020  — 939+p=81+p=113....£  +  î=232..., 
r — (<  +  9)  =  34>p:  donc  p  doit  être  =33, qu'on  peut 
iairepar1,4,6,10, 12. 

Les  petits  nombres  restans  sont  11,  13,  14,  15,  16, 
17,  18,  19,20,  21,22,23,24,  et  il  fout  faire  119=? 
avec  7  de  ces  petits  nombres;  on  a  les  4  grands ,  ce  qui 
complète  l'horizontale.  Quant  à  la  verticale,  on  a  déjà  les 
5  petits  de  p  ;  et  en  prenant  les  complémens  des  petits  res- 
tans, on  aura  cette  verticale.  Les  valeurs  des  lettres  ci- 
dessus  s'arrangent  comme  ci-iaprès  : 
A=775. . . .  V  =  939. ...  161  162 165  168=656=a.. . 

r=266....9=1l9....p=l  4  6  10  11  =32... -f 

=  113....r+?=232....r  —  («  +  <7)  =  34  >  p  = 

1  46  10  12  =  33. 

Yoici  toutes  les  combinaisons  pour  le  cas  dont  il  s'agit» 


L 
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13  11  15  19 
13  14  15  20 
13  m  15  21 
13  14  16  18 
13  14  16  19 
13  14  16  20 
13  14  16  20 
13  14  17  18 
13  14  17  19 
13  14  17  19 
13  14  17  20 
13  14  18  19 
13  14  18  19 
13  14  18  20 
13  13  16  17 
13  15  16  18 
11  13  13  16  19 
11  13  13  16  20  ; 
13  15  17  18 
13  15  17  19 
13  15  17  19 
13  15  17  20 
13  15  18  19 
11  13  15  18  19 
11  13  16  17  18 
11  13  16  17  18  : 
Il  13  16  17  19 
11  13  16  17  19 
11  13  16  18  19 
11  13  17  18  19 


11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 


11 
11 
11 
11 
11 
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TBKTICAU. 

148  149  150  152 

147  149  151  152 

146  150  151  152 

148  149  150  151 

147  149  150  152 
147  148  151  152 

146  149  151  152 

147  149  150  151 
147  148  150  152 

^  146  149  150  152 

-  146  148  151  152 

^  147  148  149  153 

^  146  148  150  153 

^  146  147  151  158 

^g  148  149  150  151 

147  149  150  151 

147  148  150  152 

146  148  151  152 

147  148  150  151 
147  148  149  152 
146  148  150  152 
146  147  151  152 
146  148  149  153 

146  147  150  1S3 

147  148  149  151 
146  148  150  151 
146  148  149  152 
146  147  150  152 
146  147  149  153 
146  147  tus  154 


211 


to 


212               CAKRÉ  DE  13 

HORIZORTÀLB.               TBKTICA.LB. 

11  14  15  16  17  22  .24v   147  149  150  151  152  157i 
11  14  15  16  18  21  24\   147  148  150  151  153  157\ 

11  14  15  16  19  20  24  1   147  148  149  152  153  157 

11  14  15  16  19  21  23 

146  148  150  152  153  157 

11  14  15  16  20  21  22 

146  147  151  152  153  157 

11  14  15  17  18  20  24 

147  148  149  151  154  .157 

11  14  15  17  18  21  23 

146  148  150  151  154  157 

11  14  15  17  19  20  23 

146  148  149  152  154  157 

11  14  15  17  19  21  22 

146  147  150  152  154  157 

Il  14  15  18  19  20  22 

'  -  146  147  149  153  154  157 

11  14  16  17  18  19  24 

-  147  148  149  150  155  157 

^ 

11  14  16  17  18  20  23  g  146  148  149  151  155  157  ** 

11  14  16  17  18  21  22  -  146  147  150  151  155  157  ^ 

11  14  16  17  19  20  221  «^  1^6  147  149  152  155  1571  ® 

Il  14  16  18  19  20  21  \|  146  147  148  153  155  157\^ 

11  15  16  17  18  19  23/05  ^*®  ^**  ^'^^  ^^  *^  *^^/^ 

11  15  16  17  18  20.22/  1  146  147  149  151  156  157[ 

S 

11  15  16  17  19  20  21 

S'  146  147  148  152  156  157 

M 

13  14  15  16  17  20  24 

1  147  148  149  151  152  159 
1  147  148  149  150  153  159 

13  14  15  16  18  19  24 

li 

13  14  15  16  18  20  23 

?  146  148  149  151.153  159 

13  14  15  16  18  21  2? 

146  147  150  151  153  159 

13  14  15  16  19  20  22 

146  147  149  152  153  159 

13  14  15  17  18  19  23 

146  148  149  150  154  159 

13  14  15  17  18  20  22 

146  147  149  151  154  159 

13  14  15  17  19  20  21 

146  147  148  152  154  159 

13  14  16  17  18  19  22    146  147  149  150  155  159 

13  14  16  17  18  20  21    146  147  148  151  155  159 

13  15  16  17  18  19  21  1   146  147  148  150  156  159  / 

14  15  16  17  18  19  20/   146  147  148  M9  157  159/ 
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On  a  donc  60  bordures  pour  la  seule  supposition  de 
1 61 , 1 62 , 1 65 , 1.68  en  grands  nombres  à  l'horizontale ,  les 
angles  étant  3,7. 

D'après  la  méthode  suirie,  et  toujours  dans  la  supposi- 
tion de  progression  des  nombres  naturels,  commençant 
d'aifleurs  ou  non  commençant  par  l'unité,  on  aura  en 
général,  en  Élisant  2m  +  1  =  un  nombre  impair  quel- 
conque, la  règle  suirante  pour  les  grands  et  petits  nombres 
de  l'horizontale  et  de  la  yertieale  (5  est  excepté  )• 

Les  angles  seront  de  même  espèce; le  plus  petit  nombre 
des  deux  sera  placé  à  l'angle  supérieur  gauche  (il  pourrait 
l'être  à  un  angle  quelconque  ;  mais ,  comme  on  multiplie 
par  8 ,  à  raison  des  8  positions  du  carré  total ,  on  fixe 
mieux  les  idées  en  adoptant  une  position  constante  pour  le 
plus  petit  des  angles  );  alors  m  désignera  le  nombre  des 
grands  nombres  de  la  verticale ,  et  m— 1  celui  des  petits; 
m+ 1  celui  des  petits,  et  m  — 2  celui  des  grands  de  l'ho- 
rizontale. 

Cette  règle  n'est  constante  que  dans  le  cas  que  l'on 
examine  :  car,  si  l'on  forme  les  bordures  arbitrairement 
lorsqu'il  j  en  a  plusieurs ,  ou  si  la  progression  est  interroni- 
pue ,  il  n'y  a  que  les  différences  pour  parvenir  à  la  cons- 
truction de  ces  bordures. 


2t& 

DEUXIÈME  SECTION. 


La  racine  est  un  nombre  impair  compose. 

•    S  !•"' 

LA    RACINE    iaST    UM    CARRE. 

Comme  les  carrés  dont  il  s'agît  dans  ce  paragraphe  ont 
des  périodes  en  diagonale  ou  en  verticale  dans  les  tableaux, 
il  faut  rechercher  dans  quel  cas  ces  périodes  se  trouvent 
dans  l'une  ou  l'autre  ligne*  On  supposera  toujours  que  la 
première  horizontale  comprend  tous  les  nombres  de  la 
racine.  On  voit  que,  si  l'on  agit  ainsi,  c'est  pour  plus  de 
facilité,  et  afin  de  suivre  une  marche  constante  :  car  ce 
que  l'on  dit  des  horizontales  s'appliquerait  aussi  bien  aux 
verticales,  mais  ce  ne  serait  qu'un  changement  de  position 
du  carré  :  on  n'altère  donc  pas  la  condition  de  généralité 
en  opérant  seulement  sur  les  horizontales.  Cela  aura  Bcu 
dans  tout  le  cours  de  ce  traité* 

Soit  donc  »♦  le  nombre  des  ternaes,  n*  la  racine,  et  n 
la  racine  de  la  racine* 

Si]a2.e  horizontale  commence  par  le  2.«  terme  de  la 
première ,  le  moyen  doit  être  à  la  fin  de  cette  prennère. 

Si  l'on  commence  la  2.«  horiz<mtale  parle  dernier  terme 
de  la  première,  ce  moyen  sera  le  premier  terme  de  la  pre- 
mière horizontale* 

Que  l'on  commence  la  2.c  horizontale  par  un  terme  de 
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la  première  dont  le  nmg  est  n  ;  il  j  aura  période  à  la  pre* 
mîère  diagonale,  et  cette  période  aura  un  nombre  n  de 
termes. 

Silerangdut.^  termedela2.*hori»>ntaleestle  n  +  1 
de  la  première ,  c'est  en  verticale  que  se  trouyera  la  pé* 
rîode,  qoi  aura  toujours  n  termes. 

Si  l'on  commence  la  2.®  horûontale  par  un  nombre 
dont  le  rang  est  n  +2  dans  la  première,  la  période  sera  à 
la  2.®  diagonale ,  et  sera  encore  de  n  termes. 

Il  en  sera  de  même  des  multiples  de  n  :  ainsi,  la  2fi  ho- 
rizontale commençant  par  les  nombres  tenant  les  rangs 

2n,  2ie+  1 ,  2n  +  2 3n,Sn+  1,  3n+  2,  etc.,  dans 

la  première >  les  périodes  seront  à  la  l.''^  diagonale,  à  la 
verticale,  ou  à  la  2.^  diagonale. 

Usuitde  ces  notions  que,  connaissant  la  valeur  de  chaque 
Ugne  d'un  tableau=:n'm,  m  étant  le  moyen,  il  fiiut  diviser 
cette  valeur  par  n,  et  laire  en  sorte  que  la  période  soit  égale 
au  quotient  nm^  ce  qu'il  est  Êicile  d'obtenir.  On  en  verra 
bientôt  des  exemples. 

Ge  serait  un  problème  intéressant  à  résoudre  que  celui 
de  trouver,  parmi  les  combinaisons  3  à  3,  ft  à  4,  n  à  », 
toutes  celles,  et  seulement  celles  qui  donneraient  un 
jMvahre  déterminé.  La  solution  de  ce  problème  est  indis' 
pensable  pour  connaître  toutes  tes  combinaisons  de  pé^ 
riodes  dans  les  tableaux  des  canrés  de  ce  paragraphe; 
mais  elle  paratt  très-difficile.  Il  &ut  donc  .chercher  à  part 
ces  combinaisons;  et,  si  le  nombre  qui  représente  la  racine 
•st  considérable ,  cette  recherche  est  longue  et  fastidieuse. 
On  désignera  par  A  ce  nombre  de  combimùsons ,  parmi 
lesquelles  ne.  sont  pas  comprises  les  variations  dont  elles 
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sont  susceptibles  chacune  en  particulier,  mais  seulement 
les  combinaisons  simples.  Ainsi,  pour  le  carré  de  3,  le  plus 
petit  de  tous,  on  est  dans  le  cas  de  rechercher  les  diffé- 
rentes manières  de  &ire  15  avec  3  nombres  de  la  suite  na- 
turelle de  1  à  9.  n  j  a  8 combinaisons,  savoir  :  1 , 5,  9. . . . 
1 , 6 , 8. . . .  2 , 4 ,  9. . . .  2 ,  5 , 8. . . .  2, 6 , 7. . . .  3 , 4,  8. . . . 
3, 5,  7. . . .  A, 5, 6  :  donc ici,A=: 8. Quant  aux  variations, 
elles  sont  connues  et  fixes  pour  chaque  combinaison  ou 
période*  Ainsi,  soit  n  le  nombre  de  termes  d'une  période  : 
les  yàriations  sont  1 , 2,  3. ...  /i  pour  chacune. 

Yoici  encore  les  combinaisons  5  à  5  des  25  premiers 
nombres  :  ici  n=5. . .  n*  =25  =  la  racine. . .  n^  =le 
carré  de  25;  chaque  période  est  de  5  termes  ;  chaque  ligne 
du  premier  tableau,  comprenant  les 25  nombres  de  la  ra- 
cine, est  de  (25+1)Ç  =  13. 25=325;  et  la  période  de 
5  termes=*p=:65=«m=5»13.  Ils'agit  donc  de  trou- 
ver toutes  les  combinaisons  de  5  nombres  sur  les  25  pre- 
miers de  la  série  des  nombres  naturels,  de  manière  que 
leur  somme  =:65=A. 

Pour  cela  on  prend  d'abord  l'unité,  à  laquelle  on  ajoute 
successivement  les  nombres  2,  3,  /ï,  etc.;  puis  on  choisit 
le  plus  grand  nombre  25,  auquel  on  ajoute  également  et 
successivement 24, 23, etc.,jusqu'à  ce  qu'onarrive  àdeux 
nombres  qui  ne  difièrent  que  d'une  ou  de  deux  unités.  A 
ce  point,  on  ne  peut  pousser  plus  loin  les  combinaisons. 

Soient  donc  1 , 2  fixes  :  on  prendra  ensuite  25  aussi  fixe , 
et  il  &udra  y  ajouter  24,  puis  23,  puis  22,  etc.,  ce  qui 
donnera  24,  13. ...  25, 1 4. ...  22,  15. ...  21 ,  16. ...  20, 
17 19,  18;  et,  comme  19, 18  ne  diffèrent  que  de  l'u- 
nité, on  abandonnera  25,  et  Ton  prendra  24  pour  grand 
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nombre  use,  ce  qni  donnera  23, 15. . . .  22,  16. ...  21 , 

17 20 ,  18;  et,  comme  20  et  18  ne  difièrent  que  de  2 

unités ,  on  ne  peut  augmenter  Fun  et  diminuer  l'autre  d'une 
unité  sans  les  rendre  égaux  :  on  passera  donc  à  23  fixe , 
et  l'on  agira  conune  ci-dessus«  Toici  ces  combinaisons.  Le 
premier  grand  nombre  ne  sera  placé  qu'une  fois  à  chaque 
ligne. 

1  2. 


25  2i  13....23  iiL...22  i5....21   16....20 

24  23  i5....22  <6..«2I   <7....20  18                              -^-.x 

23  22  <7....2<  f8-..20  f9                                           ^(U)combin. 

22  21   19 

1  3. 


17... 19  18^ 

r 


25  24  12....23  13....22  14....21    15....20  16..,.19  17^ 

24  23  14«.22  15....21   16....20  17....19  18  ( 

28  22  16....2I   17....20  18  P*^^ 

22  21   18....20  19  3 

Ayant  d'aller  plus  loin,  on  observera  qu'on  peut  abréger 
les  recherches  par  les  considérations  suivantes. 

Si  l'on  examine  les  groupes  qni  précèdent,  il  est  facile 
de  reconnaître  1  .^  qu'il  suffît  de  comparer,  dans  le  premier 
groupe  de  chaque  ligne ,  les  deux  derniers  nombres ,  pour 
déterminer  le  nombre  de  combinaisons  de  cette  ligne.  En 
effet,  si  la  différence  était  paire,  la  moitié  de  cette  diffé- 
rence désignera  ce  nombre  de  combinaisons;  si  elle  est 
impaire,  ce  sera  la  plus  grande  moitié  qui  donnera  les 
combinaisons.  Ainsi,  pour  1,  2,  les  nombres  qui  suivent 

25  sont  2a,  13.  Or  24— 13=11 ,  il  y  aura  donc  six  com- 
binaisons; de  même  pour  1 ,  3  et  25 ,  l'on  a,  pour  les  deux 
derniers  nombres  du  premier  groupe,  24  et  12;  la  diffé* 
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rence  étant  12,  il  y  aura  6  conAinaisons  pour  ie  grand 
nonsbre  25* 

On  remarquera  2.°  que,  si  les  deuxprenûers  nombres  du 
premier  groupe  se  suivent  immédiatement,  il  est  alors  fii* 
cile  d'obtenir  les  combinaisons  qui  répondent  à  la  diffé- 
rence des  deux  derniers  nombres  de  ce  premier  groupe, 
n  en  est  de  même  si  les  deux  premiers  nombres  ne  di^ 
fèrent  que  de  deux  unités. 

Lorsque  cette  différence  est  impaire ,  la  ligne  suivante 
aura  deux  combinaisons  de  moins;  la  trobième  ligne,  une 
de  moins  que  la  précédente  ;  la  quatrième  ligne ,  deux  de 
moins  que  la  troisième ,  et  ainsi  de  suite. 

Si  cette  différence  est  paire,  la  deuxième  ligne  aura  une 
combinaison  de  moins;  la  troisième  ligne ,  deux  coml^inair' 
sons  de  moins  que  la  seconde;  la  quatrième,  une  de  moins 
que  la  troisième ,  et  ainsi  en  continuant. 

On  verra  3*°  qu'on  peut  toujours  savoir  oii  il  fiiut  s'ar- 
rêter, ou  quelle  est  la  dernière  combinaison.  Pour  ciela 
on  soustraira  de  65  la  somme  des  deux  petits  nombiesfixes, 
et  l'on  prendra  le  tiers  de  la  ^yifférence.  Si  ce  tiers  est  exact , 
ou  si  la  différence  est  un  multiple  de  3,  ce  tiers  donne -to 
nombre  du  milieu  de  trois  termes  o«aséeati£s ,  et  par  cob* 
séquent  on  connaît  la  dernière  combÎDmsoii  dé  la  denûère 
figne,  qui  n'en  peut  avoir  qu'une  on  deux.  Si  la  diiiéiânce 
surpasse  d'une  unité  un  multiple  de  3,  le  nombre  du  miiiea 
sera  toujours  le  tiers  de  ce  mulûple,  et  le  précédent 
nombre  surpassera  de  2  unités  ce  moyen ,  qui  ne  difiàrera 
que  d'une  unité  du  nombre  suivant  :  ainsi,  pour  1 ,  3=:tt  on 
aura  65*^4=:61=60+1  :  donc  le  moyen  sera  20;  le 
nombre  précédent,  22;  et  le  suivant,  19.  La  dernière  combî-' 
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naiâon  sera  donc  22, 20, 19*  Enfin,  si  la  différence  surpasse 
de  2  unités  un  multiple  de  3,  le  ncMnbre  du  milieu  sera  le 
tiers  de  ce  multiple,  phis  Funité;  le  nombre  précédent  ne 
surpassera  que  d'une  unité  le  moyen,  et  le  nombre  suivant 
aura  2  unités  de  moins  que  ce  mojen* 

Enfin ,  4.^  lorsque  les  deux  premiers  nombres  du  pre- 
mier groupe  ne  se  suivent  pas  immédiatement,  le  troisième 
nombre  est  répété,  et  il  le  sera  un  nombre  de  fois  égal  à 
la  moitié  ou  à  la  plus  grande  moitié  de  la  différence  entre 
ces  deux  premiers  nombres,  et  c'est  seulement  à  compter 
des  deux  premiers  nombres  qui  se  suivent  immédiatement 
que  l'on  applique  la  deuxième  remarque.  Au  reste  on  fera, 
lorsque  l'occasion  s'en  présentera,  les  réflexicms  qui  servi- 
ront à  abréger  les  recherches* 

Il  est  encore  bon  d'observer  que  l'on  ne  peut  supposer 
pour  le  troisième  nombre  du  premier  groupe  un  nombre 
plus  petit  que  le  plus  grand  des  deux  petits  fixes  :  car  on 
retomberait  dans  des  combinaisons  déjà  obtenues. 

L'on  va  continuer  la  recherche  des  combinaisons* 

1  a. 

25  24  11....  (2a— 11)=13:  donc  7  combinaisons 
pour  25;  mais  1 3  est  impair  :  donc  il  yen  aura  5  pour  2a».«* 
4pour  23 2pour22....1  pour  21;et  entout  .*  (19> 

1  5. 

25  24  10 (24  — 10)=:14  :  ainsi  7  combinaisons; 

mais  14  est  pair  :  il  y  en  aura  donc  6  pour  24. ...  4  pour 

23. . .  3  pour  22,  et  1  pour  21  :  en  tout (21) 

1  6. 

25  24  9 24—9=15,  impair  :  donc  8  combinai- 
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sons,  puis  6,  puis  5,  puis  3,  puis  enfin  2,  et  en  tout  24.  La 
dernière  est  21  19  18  ;  car  65—7=58  =  57+1  = 
3-19+1 (24) 

1  7. 

25  24  8 24  —8=1 6  ;  donc  8  combinaisons  ;  puis 

7,  5,  4,  2,  1  :  en  tout (27^ 

18.. 
On  ne  peut  supposer  un  nombre  plus  petit  que  9  sans 
rentrer  dans  les  précédentes  combinaisons;  mais,  si  le  pre- 
mier est 25,  et  le  dernier 9,  le  second  sera  22;  et,  comme 
25 — 22=r3,  le  nombre  9  sera  répété  deux  fois,  savoir  à 
chaque  premier  groupe  de  chacune  des  deux  premières 
lignes;  or 22 — 9=:1 3  :  donc  7  combinaisons  à  la  première 
ligne.  Les  deux  derniers  nombres  du  premier  groupe  de  la 
deuxième  ligne  devant  être  23,  9,  on  aura  23 — 9  =  14  : 
donc  7  combinaisons  à  la  deuxième  ligne;  ensuite  6,  4, 
3, 1 ,  et  en  tout  28  combinaisons,  ci (28) 

1  9. 
25  20  10  sera  la  l.v^  combinaison  ,  puisque  le  3.^ 
nombre  doit  être  plus  grand  d'une  unité  au  moins  que  9. 
Ainsi  la  1  .^e  ligne  aura  5  combinaisons;  la  2.®  aura  pour  les 
deux  derniers  nombres  du  premier  groupe  21,  10  r  donc 
6 combinaisons;  la  3.e ligne  aura  22, 10;  or  22— 10=12: 
donc  encore  6  combinaisons  ;  mais  25 — 20 = 5;  et.  M)  ne 
devant  être  répété  que  3  fois,  on  partira  de  la  3.«  ligne; 
or  12  est  pair  :  donc  les  lignes  suivantes  auront  5,3,2 
combinaisons  :  en  tout  27,  ci (27) 
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1    10. 

La  1.«î  combinaison  sera  25  18  11  ;  mais  25—18=7: 
donc  11  sera  répété  4  fois.  Maintenant  18 — 11=7  :  donc 
4  combinaisons  à  la  1.^^ ligne;  la  2.^  ligne,  19 — 11=8: 
donc  encore  4  combinaisons;  à  la  3.®,  20 — 11=:9,  et  5 
combinaisons  ;  à  la  4*^,  21 — 1 1=10  :  donc  encore  5  com- 
binaisons; ensuite  4,  2, 1 ,  et  en  tout  25  combinaisons, 
ci. (25) 

1  11. 
I.re  combinaison,  25  16  12;  mais  25—16=9  :  donc  12 
sera  5  fois  répété;  à  la  l.i^^  ligne  on  am-a  16 — 12=4: 
ainsi  2  combinaisons;  à  la2.o  ligne,  17 — 12=5  :  ainsi  3 
combinaisons;  la  3.^  ligne  aura  18 — 12=6  :  donc  encore 
3  combinaisons;  la  4.®  ligne,  ayant  19 — 12=7,  aura  4  com- 
binaisons; enfinla  5.«ligne,portant20— 12=8,enaura4; 
et^  comme  ici  8  est  pair,  il  viendra  pour  les  autres  lignes 
3  et  1  :  donc  en  tout  20  combinaisons (20) 

1  12. 
t.re  combinaison,  25 14  13;  mais  25^>14s=11  :  donc 
1 3  sera  répété  6  fois  :  ainsi  1  combinaison  à  la  1.'^  ligne  ; 
à  la  %%  15 — 13=2  :  donc  1  combinaison;  à  la  3.^,  16 — 
13=3  :  ainsi  2  combinaisons  ;  à  la  4.<^,  17 — 13  =  4  :  ainsi 
encore  2  combinaisons;  à  la  5»^,  18—13=5  :  parconsé* 
quent  3  combinaisons;  à  la  6.^,  19—13=6  :  donc  encore 
3  combinaisons;  et  pour  la  7.^  ligne,  2  :  en  tout  13  com- 
binaisons ,  ci (13) 

1  13. 
I.re  combinaison,  22  15  14  :  ainsi,  iJ^  ligne,  1  combi- 
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naison;  2.^  ligne,  aussi  1  ;  3.®  ligne, 2;  ft^e  ligne ,  encore  2; 
5.®  ligne ,  une  seule  :  en  tout,  7;  l'on  a  Ift  répété  ft  fois  ; 
ci (7) 

1  U. 

19  16  15  et  18  17  15  sont  les  deux  seules  oondbi» 
aaisons (2) 

Réunissant  tous  les  nombres  entre  parenthèses,  on  aura^ 
pour  les  combinaisons  dans  lesquelles  entre  l'unité ,  243 
combinaisons,  ci [243] 

2  3. 

I.ïe  combinaison ,  25  24  11  ;  or  24—1 1=13  :  donc  7 

combinaisons;  ensuite  5,  4,  2,  1 (tS) 

2  4. 

iJ^  combinaison,  25  24  10. . .  24 — 10=14  :  ainsi  en- 
core 7  combinaisons ,  et  6,  4 ,  3,  1 (21) 

2  5. 
L'on  a  25  24  9. . .  •  24—9=15  :  donc  8  combinaisons; 

ensuite  6,  5,  3,  2 (24) 

2  6. 

25  24  8 24  —  8  =  16,  et  8  combinaison^  ;  puis 

7,5,  4,2,1....: (27J 

2  7. 
25  23  8.  Ije  ligne,  8  combinaisons  pour  23— 8=15; 
et,  comme  25,  23,  ne  diffèrent  que  de  2  unités ,  8  ne  sera 
pas  répété.  La  2.©  ligne  aura  pour  premier  groupe  24, 
23, 9,  et  7  combinaisons;  ensuite  pour  les  autres  lignes 
6,  4,  3,  1  s  en  tout C») 
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2  8. 

iJ^  combinaison,  25  21  9;  1.'^  ligne,  6  combinaisons; 
2.e  ligne,  2/ï  22  9  :  donc  7  combinaisons;  3.e  ligne,  23  22 
10,  et  6  combinaisons;  ensoite  5,  3,  2  :  en  tout. .  (29) 

3  9* 

1.r«  ligne,  25  19  10,  et  5  combinaisons;  2.^ ligne,  24 

20  10,  et  encore  5  combinaisons;  3.«  ligne,  23  21  10,  et 
6  combinaisons;  4.^  ligne,  22  21  11,  et  5  combinai- 
sons; puis  a,  2,  1  :  en  tout (28) 

2  10. 

1.»«  ligne ,  25  17  11 ,  et  3  combinaisons;  2.^  ligne, 
24  18  11 ,  ft  combinaisons;  3.^  Ëgne,  23  19  11,  et  4  com- 
binaisons ;  4.e  ligne ,  22  20  1 1 ,  et  5  combinaisons  ; 
5.e  ligne,  21  20  12,  et  4  combinaisons  ;  puis  3  et  1  :  en 
touL •  ; (24) 

2  11. 

1.^  ligne,  25  15  12,  et  2  combinaisons;  2.»  ligne, 
24  16  12,  encore  2  combinaisons;  3.«  ligne,  23  17  12,  et 
3  combinaisons;  4.»  ligne,  22  18  12,  et  3  combinaisons; 
5.e  ligne,  21  19  12,  et  4  combinabons;  6.<'  ligne,  20  19 
13. ...  3  combinaisons;  pui^  2  :  en  tout (19) 

2  12. 
24  14  13. . .  1  combinaison  pour  la  iJ^  ligne,  et  13  sera 
répété  5  fin^  2*e  ligne  ,23  15  13,  encore  1  combinai- 
son; 3;o  lignè,22  M  13....  2  combinaisons;  4.e ligne, 

21  17  t3..;;tlcembinaisoni^;  5.e]îgne,  20,  18,  13.... 
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3  combinaisons;  6.®  ligne,  19  18  14. . .  2  combinaisons; 
enfin,  7.^1igne9 18  17  16,1  combinaison  :  en  tonU^  (12) 

2  13. 
21  15  14  à  la  l.r»  ligne  :  donc  1   combinaison;  2.^ 
ligne,  20  16  14,  encore  1  combinaison;  3.»  ligne,  19 

17  14,  et  2  combinaisohs ;  4.^  ligne,  18  17  15,  J  com- 
binaison :  en  toot (5) 

2  14. 

18  16  15 ,  seule  combinaison (1) 

Réunissant  tous  les  nombres  entre  parenthèses ,  on  aura, 

pour  les  combinaisons  dans  lesquelles  entre  2  comme  plus 
petit  nombre  fixe,  238  combinaisons,  cL [238] 


3  4. 
25  24  9. . . .  24—9=15  :  donc  8  combinaisons;  pub 

6,  5,  3,  2. (24) 

3  5. 
25  24  8...24— 8=16:ainsi8combinaisons,et7,  5, 
4,2,  1:  en  tout^ (27) 

3  6. 
25  24  7 24  —7=5 17  :  donc  9  combinaisons;  puis 

7,  6,  4,  3,  1 (30) 

3  7. 
25  22  8,  l.re  ligne;  22—8=14,  et7  combinaisons; 
2."  Ugne,  24  23  8. ...  23  —8=  15. ..  8  combinaisons; 
ensuite  6,  5,  3,  2  :  en  tout (31) 
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3  8. 

25  20  9 20— 9  =  11, el  6  combinaisons  àkl.re 

ligne;  2.6  ligne,  2A  21  9.  ....  6  combinaisons;  S.^ 
ligne,  23  22  9. ...  22  —  9=13  :  donc  7  combinaisons  ; 
ensuite  5^  ^,  2,  1  ^  en  tout (31) 

3  9. 

25  18  10 18  — 1O=8,et4  0ombinaisonsàla1.re 

ligne;  2.e  ligne,  24  19  10 19—10=9  ,  et  5  combi- 
naisons; 3.«  ligne  ,23  20  10. . . .  20—10=10  :  donc 
5  combinaisons;  4.«  ligne,  22  21  10. ..  .21  — 10=11, 
et  6  combinaisons;  ensuite  4,3,1:  en  tout (28) 

3  10. 
L^e  ligne,  25  16  11 16— 11  =5,  et  3  combinai- 
sons; 2.«  ligne,  24  17  11 ,  et  3  combinaisons;  3.<) 
figne,  23  18  11,  et  4  combinaisons;  4.«  ligne,  22  19 
11. . .  4  combinaisons  ;  5.®  figne ,  21  20  11 ,  et  5  combi- 
naisons; puis  3,  2. ...(24) 

3  11. 

25  14  12....1  combinaison  à  lai .re ligne,  24  15  12.... 
15  — 12=:3  :  donc2combiniasonsàla2.®  ligne; 3.^ ligne, 

23  16  12. . .  2  combinaisons;  4.»  figne ,  22  17  12 

3  combinaisons;  5.^  figne,  21  18  12,  et  3  combinai- 
sons; 6*^  ligne,  20  19  12. .  .^  4  combinabons.  Gomme 
19— 12=:7,  nombre  impair,  il  Tient  ensuite  2,  1 ,  et  en 
tout. (18) 

3  12. 

I.'c  figne,  23  14  13 1  combinaison;  2.^  figne, 

22  15  13. ..  1  combinaison;  3.»  figne,  21  16  13 2 

TOM.   I.  15 
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combinaisons;  /ï.e  ligne,  20  17  13.  ...2  combinaisons; 
5.6  ligne,  19  18  13. ...  3  combinaisons  ;  6.^  ligne,  18 
17  15. . .  1  combinabon  :  en  tout (10) 

3  13. 
I.i'c  ligne  ^  20  15  14.  ...1  combinaison;  2.®  ligne, 

19  16  U. ...  1  combinaison  ;  3.®  ligne,  18  17  U 2 

combinaisons  :  en  tout (4) 

3  14. 

17  16  15  sont  la  seule  combinaison (1) 

Réunissant  les  nombres  entre  parenthèses,  on  aura  pour 
les  combinaisons  oii  3  entre  comme  plus  petit  nombre , 
228  combinaisons [228] 


4  5. 

25  24  7  au  premier  groupe  de  la  1.r«  ligne  :  d'oii  9 
combinaisons;  et  ensuite  7,  6,  4,  3,  1  :  ainsi  en  tout  30 
combinaisons  :  car  25,  24,  se  suivent,  et  24  —7= 17  est 
impair (30) 

4  6. 

I.'c"  ligne,  25  23  7 8  combinaisons  ;  2.^  ligne,  24 

23  8  :  encore  8  combinaisons  ;  3.^  ligne  ,  6  combinai^ 
sons;  puis  5,3,2:  et  en  tout (32) 

4  7. 
25  21  8  à  la   l.^e  Ugne  :  donc  7  combinaisons;  2.^ 
ligne,  24  22  8  :  encore  7  combinaisons  ;  3.e  ligne ,  23  22 
9. . .  7  combinaisons;  puis  5,  4 ,  2,  1  :  et  en  tout. . . .  (33) 
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l.re  ligne,  25  19  9.  ..  5  combinaisons;  2.^  ligne,  24 
20  9. . .  6  combinaisons;  3.e  ligne,  23  21  9. . .  6  combi- 
naisons; 4»^  ligne  ,  22  21  10* ... 6  combinaisons;  puis 
4,  3,  1  :  et  en  tout (31) 

4  9. 
I.re  li^e,  25  17  10.  • .  4  combinaisons  ;  2«e  ligne,  24 
18  10.  ...4  combinaisons;  3.^  ligne, 23  19  10.  ..5com- 

binaisons;  4.®  ligne ,  22  20  10. 5  combinaisons  ; 

5.e  ligne,  21  20  11. .  5  combinaisons;  puis  3  2:  et  en 
tout • .  (28) 

4  10. 
1.^®  ligne,  25  15  11. . .  2  combinaisons  ;  2.^  ligne,  24 

16  11 3  combinaisons;  3.»  ligne,  23  17  11.  ..  3 

combinaisons;  4.^  ligne,  22  18  11...  4  combinaisons; 
5»e ligne,  21  19  11...  4 combinaisons  ;  6.<^ ligne,  20  19 
12. .  •  4  combinaisons;  mais  19-— 12=  7  est  impair  :  donc 
2,  1  pour  les  lignes  suivantes;  et  en  tout (23) 

4  11. 
I.re  ligne ,  25  13  12. . .  1  combinaison  ;  2.e  ligne ,  24 
14  12. . .  1  combinaison  ;  3.^  ligne ,  23  15  12 2  com- 
binaisons ;  4.®  ligne ,   22  16  12» 2  combinaisons  ; 

5.e ligne,  21  17  12... 3 combinaisons;  &e  ligne ,  20  18 
12.  ..3  combinaisons;  7.^  ligne,  19  18  13.  ..3  combi- 
naisons; et  1  pour  la  8.^  ligne  :  en  tout (16) 

4  12. 
I.re  ligne  ^22  14  1â. . .  1  combinaison;  2.^  ligne,  21 
15  1 3...  1  combinaison;  3.<^  ligne,  20  16  13 2  com- 
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binaisons;  A.^Iigne,  19  17  13. ..  2  combinaisons; 5.<3  Hgne, 
18  17  1/t. . .  2  combinaisons;  et  en  tout (8) 

4  13. 

Ire  ligne,  19  15  14.  ...1  combinaison;  2.e  ligne,  18 
16  14. . .  1  combinaison;  3.e ligne,  17  16  1?,  et  1  com- 
binaison ;  en  tout (3) 

Réunissant  les  nombres  placés  entre  parenthèses,  on 
aura  pour  les  combinaisons  dans  lesquelles  4  est  le  plus 
petit  des  deux  nombres,  en  tout {204] 


5  fi. 

1  je  ligna,  25  22  7;  combinaisons,  8 2.^  ligne, 24 

23  7. ...  8. ...  3.e  ligne,  23  22  9. . . .  7;puis  5, 4,2, 1  :et 
en  tout  27  combinaisons (35} 

5  7- 
1.i«  ligne,  25  20  8;  combinaisons,  6 . . . .  2.«  ligne,  24 
21  8....7....3.eligne,  23  22  8. . .  .7. . .  .4.cfigne,22 
21  10. . . .  6;  puis  4,  3, 1  :  en  tout (34) 

5  8. 

iJ^  ligne,  25  18  9;  combinaisons,  5 2.e ligne,  24 

19  9....5....3.eligne,23  20  9. . .  .6. . .  .4.eligne,  22 
21  9 6;  puis  5,  3,  2  :  en  tout (3^ 

5  9. 

I.re  ligne,  25  1610;  combinaisons,  3 2.e  ligne,  24 

17  10. . . .  4. . . .  3.e  Ugne,  23  18  10. . . .  fl. . . .  «.«  ligne,  22 
19  10....5....5.eBgne,2l  2010...,5;puis4,2,1:«n 
tout (28) 
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5  10. 
1.W  ligne,  23  14  11  ;  combinaisMis,  2. . . .  2.« ligne,  24 

15  11. ...  2. ...  3.e  ligne,  23  16  11. ...  3. .. .  4.eHgne,  22 

17  11....  3....  5.eUgne,  21  18  Î1....4....6.eligne,20 
19  11 4;  puis  3  1  :  en  tout (22) 

5  11. 
I.te  ligne,  24  13  12;  combinaison,  1 2.e ligne,  23 

14  12. . . .  1. . . .  3.e  ligne,  22  15  12. ...  2. .. .  4.eUgne,21 

16  12. . . ,  2. . . .  5.e  ligne,  20  17  12. ...  3. .. .  6.*  ligne,  19 

18  12. ...  3;  puis  2  :  en  tout (14) 

5  12. 
l.M  Ugne,  21  14  13; combinaison,  1 2.e  ligne,  20 

15  13. . . .  1. . . .  3.e ligne,  19  16  13. . .  .2. . . .  4.«Kgne,  18 

17  13. ...  2. ...  5.e  ligne,  17  16  15. ...  1  :  en  tout. . .  (7) 

5  13. 

1.M  ligne,  18  15  14... .  1...  .2.eDgne,  17  16  14.... 
1  :  en  tout , (2) 

Les  combinaisons  pour  5,  plus  petit  nombre ,  sont  donc 
en  tout [174] 


6  7. 
I.re  ligne,  25  19  8;  combinaisons,  6. . . .  2.e  Ugne,  24 

20  8. ...  6. ...  3.e  ligne,  23  21  8. . . .  7. . . .  4.*  ligne,  22 

21  9. . . .  6;  puis  5,  3,  2;  et  en  tout (35) 

6  8. 

Lw  ligne,  25  17  9;  combinaisons,  4 2fi  ligne,  24 

18  9. ...  5. ...  3.e  Ugne, 23  19  9. ...  5. ...  4.e  Ugne,  22 
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20  9....6....5.eUgne,  21  20  10.. ..5;  puisai,  2,  1  : 
en  tout (82) 

6  9. 

I.'e  ligne,  25  15  10;  combinaisons,  3 2.«  ligne,  2i 

16  10. . . .  3. . . .  3.e  ligne,  23  17  10. ...  «I. .. .  4.eBgne,22 

18  10. . . .  4. . . .  5.«ligne,  21  19  10. ...  5. . .  .6.eligne,20 

19  11 4;  puis  3,1 (27) 

6  10. 

I.religne,  25  13  11;  combinaison,  1 2.e  ligne,  24 

14  11. . .  .2. . . .  8.e ligne,  23  15  11. . .  .2. . . .  4.e«gne,  22 
16  11. . . .  3. . . .  5.e ligne,  21  17  11. . .  .3. . . .  6.eligne,20 
18  11. ...  4. ...  7.e  Ugne,  19  18  12. . . .  .3;  pois  2  :  en 
tout (20) 

6  11. 
l.relij^ne,  23  13  12;  combinaison,  1 2.e  ligne,  22 

14  12....1....3.eligne,21  15  12. . . .  2. . . .  4.»  ligne,  20 

16  12. ...  2. . .  .5.C  ligne,  19  17  12. ...  3. . .  .6.eligne,  18 

17  13 2;  pub  1  :  en  tout (12) 

6  12. 
l.re  ligne,  20  14  13;  combinaison,  1 2.c  ligne ,  19 

15  13. ...  1. ...  3.e  ligne,  18  16  13. ...  2. .. .  4.eligne,  17 

16  14 1  ;  et  en  tout '. (5) 

6  13. 

17  15  14,  seule  combinaison (1) 

On  aura  en  tout,  pour  les  combinaisons  dont  le  plus 
petit  nombre  est  6 .• [132] 
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7  8. 

1.'e  ligne,  25  16  9;  combinaisons,  4 2.^  ligne,  24 

17  9. ...  4. ...  3.«  ligne,  23  18  9. ...  5. .. .  4.e  ligne,  22 
19  9.  ...5.... 5.e ligne,  21  20  9..,.  6; puis  4,3,1;  et 
en  tout (32) 

7  9. 

1.K  ligne, 25  14  10;  combinaisons,  2. ...  2.*  ligne,  24 
15  10. . . .  3. . . .  3.eligne,23  16  10. . . .  3. . . .  4.eligne,22 
17  10. . . .  4. . . .  5.eligne,  21  18  10. ...  4. .. .  6.eligne,20 
19  10, . . .  5;  pnis  3,  2. (26) 

7  10. 

1.K  ligne,  25  12  11  ;  combiiudson,  1 2.«  ligne,  24 

13  11. . . .  1. . . .  3.eKgne,  23  14  11. ...  2. .. .  4.» ligne,  22 

15  11. . . . 2. . . .  5.eKgne,21  16  11. . . .  3. . . .  6.« ligne, 20 
17  11....  3....  7.e  ligne,  19  18  11....  4;  pois  2,  1  :  et 
en  tout (19) 

7  11. 
l.'eUgne,22  13  12;  combinaison ,  1 2.eligne,21 

14  12. . . .  1. . . .  3.eligne,20 1512. . .  .2. . . .  4.«ligne,  19 

16  12. . . .  2. . . .  5.e  ligne,18  17  12. . . .  3. . . .  6.e  ligne,  17 
16  14. ...  1 (10) 

7  12. 
l.'«  ligne,  19  14  13;  combinaison,  1 2.eligne,18 

15  13. . . .  1. . . .  3.e  ligne,  17  16  13. ...  2, (4) 

7  13. 
16  15  14,  seule  combinaison (-1) 
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Tontes  les  combinaisons  dans  lesqoeDes  7  est  le  plus 
petit  nombre  sont [92] 


89. 
f.n>  ligne,  25  13  10;  combinaisons, 2 2.»  ligne,  24 

14  10. . . .  2. . . .  3.e ligne, 23  15  10. ...  3 «.«ligne,  22 

16  10. . . .  3. . . .  5.«ligne,21  17  10. ....... .  6.eligne,20 

18  10. . . .  4. . . . 7.e ligne,  19  18  11. . . .  4;piiis2;1. .  <25) 

8  10. 
1.r«  ligne,  24  12  11  ;  combinaison,  1. . . .  2.eUgne,  23 

13  11. ...  1. ...  3.e  Kgne,  22 14  11. ...  2. .. .  4.e  ligne,  21 

15  11. . . .  2. . . .  5.e  ligne,  20 16  11. ...  3. .. .  6.^  Hgne,  19 

17  II. ...  3. . .  .7  fi  Kgne,  18 17  12. . . .  3;  pids  1. . . .  (16) 

8  1t. 
1.™  Ugne,  21  13  12;  combinaison,  1. . . . 2.*  ligne,  20 

14  12. ...  1. ...  3.e ligne,  19  15  12. ... 2. .. .  Hfi  ligne,  18 

16  12. . . .  2. . . .  5.e  ligne,  17  16 13. ...  2  :  et  entoaL .  .(8) 

8  12. 
I.religae,  18  14  13;  combinaison,  1. . . . 2.»  ligne,  17 

15  I3....1....3.eligne,16  15  14....1 (3) 

Tontes  les  combinaisons  dans  lesquelles  8  est  le  pins 

petit  nombre  sont [52] 


9  tO. 
I.re  ligne,  23  12  11  ;  combinaison,  1. . . .  2.«  Ugne,  22 
13  11....1....3.eligne,211411....2....4.«'lign«y,a0 


EST   Vn  GARàÉ. 


233 


15  il. . . .  2. . . .  5,e ligne,  19 16 11. ...  3. ...  6.^  Kgne,  18 
17  11. . . .  3. . . .  7.e  Kgne,  17  16  13. ...  2 (14) 

9  11. 

1.«^e  Kgne,  20  13  12;  combinaison,  1 2.«  ligne,  19 

in  12. . . .  1. . . .  3.eKgne,  18  15  12. ...  2. .. .  a.eKgne,  17 

16  12....2....5.eKgne,16  15  11 ., .  1  :  en  tout..  .(7) 

9  12. 

1J^  Ugne,  17  14  13;  combinaison,  1 2.eKgne,  16 

15  13 1  :  en  tout (2) 

Tontes  les  combinaisons  dont  9  est  k  fias  petit  nombre 
sont. J23] 


10  11. 
1J^  Kgne,  19  13  12;  combinaison^  1. . . .  Z^  K^e,  18 
U  1Z  . . .  1. . . .  3.eKgne,  17  15  12. . .  .2. . . .  4.eKgne,  16 
15  U. ...  1  :  en  tout (5) 

10  12. 

16  14  13,  seule  cornlHiuôson (1) 

Les  combiaaisoos  dont  10  est  le  fim  petit  nombre  sont 
en  tout [q 

11  12l 

15  14  13  est  la  seule  combinaison [1] 

Si  l'on  réunit  toutes  les  comèinaîsons  de  périodes,  ou 
les  combinaisons  5  à  5  des  25  premiers  nombres,  de  sorte 
que  la  somme  des  nombres  de  ces  périodes  soit  65,  on 
aura  en  tout  pour  ces  combinaisons  1393= A. 
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On  est  anÎTé  assez  Êicflement  à  obtenir  les  combinaisons 
cherchées;  mais  il  manque  nue  méthode  plus  expéditive, 
on,  mieux,  une  foimule  générale.  On  verra  à  la  fin  de  la 
troisième  partie  une  formule  donnée  par  Euler,  et  qui  aéra 
développée  convenablement 

II  ne  s'agit  plus  que  de  distribuer  les  termes  de  l'une 
de  ces  périodes  de  5  en  5  à  la  première  horizontale,  selon 
que  la  période  doit  être  à  la  1.^  ou  à  la  Z®  diagonale,  ou 
en  verticale.  Soit  choisie ,  par  exemple ,  4, 12 , 1 3, 1  ft ,  22, 
cette  période  :  il  fiiut  voir  comment  il  îaxxX  disposer  ses 
termes  dans  la  l.^c  horizontale  pour  arriver  au  but  que 
Ton  se  propose. 

D'abord ,  on  ne  peut  jamais  commencer  la  2.®  horizon- 
tale d'un  tableau  par  le  1.^  terme  de  la  1.i«,  ainsi  qu'on 
l'a  fisdt  observer.  Si  c'est  par  le  2.^  ou  le  dernier  terme , 
alors  le  moyen  est  le  dernier  ou  le  \fi^  terme  de  cette 
1.'^  horizontale.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'examiner  les 
termes  entre  le  2fi  et  le  dernier  de  cette  1.^  horizontale. 

Si  l'on  commence  la  2.^  horizontale  par  les  5.«,  10.%  15.^, 
20.e  termes  de  la  1 J^^  <m  aura  période  à  la  1.i«  diagonale  : 
il  Ceiudra  donc  dbposer,  dans  ce  cas,  les  cinq  nombres  4, 
12, 13,  14,  22  aux  l.er,  6*e,  ll.e,  16.e  et  21.«  rangs  de 
cette  1.V®  horizontale,  et  dans  l'ordre  qu'on  voudra. 

Si  l'on  commence  la  2.®  ligne  par  les  C.%  11.%  16.®  et 
21  .e  termes  de  la  1.i'%  la  période  sera  en  verticale, et  les 
nombres  de  la  période  seront  au  rang  de  ces  termes. 

Enfin,  si  l'on  commence  par  les  7.6, 12»«,  17,«  et  22.» 
termes  de  la  l.re  horizontale,  il  &udra  que  les  S.%  10.% 
15.%  20.«et  25.6  rangs  de  cette  horizontale  comprennent 
les  nombres  de  la  période,  qui  sera  à  la  %^  diagonale.  Quant 
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aux  3.^,  4.«,  8.%  9.e,  1  S.e,  1 4.e,  18.^  19.«,  23.e  et  24.6  rangs 
de  la  1J^  horizontale,  il  n'y  aura  pas  de  période  si  l'on 
commence  la  2.^  horizontale  par  ces  termes. 

n  est  bon  d'examiner  encore  les  périodes  du  carré  de 
49:  elles  auront  7  termes,  et  eDes  vaudront  7  fob  le  moyen 
25  =  175.  Et  Toici  comment  on  opérerait  pour  avoir  A» 

On  supposerait  d'abotd  1,2,  3,  pour  les  trois  petits 
nombres,  et  49,  48,  47, pour  les  trois  grands. Soustrayant 
6 ,  somme  des  trois  petits ,  de  1 75 ,  reste  1 69  à  compléter  : 
on  laisse  49  fixe,  il  faut  encore  120.  Soit  48  constant 
d'abord  :  il  faut  faire  72  avec  47  et  un  autre  nombre,  qui 
sera  25;  or  47 — ^25=::22,  dont  la  moitié  est  11,  nombre  de 
combinaisons  pour  48.  On  prendra  ensuite,  ayant  toujours 
49  constant,  les  nombres  47,  46  ;  il  fiiudra  27;  or 
46—27=19  :  donc  10  combinaisons  pour  47.  Ensuite, 
46, 45  et  29  donnent  8  combinaisons  pour  46.  Puis  pour 
45,  44,  31 ,  on  aura  7  combinaisons,  45  étant  constant. 
44, 43,  33,  donneront  5  combinaisons;  43, 42 ,  35,  en  four- 
nissent 4 42,  41 ,  37,  en  donnent  2;  et  41 ,  40, 39,  une 

seule  :  en  tout ,  48  combinaisons  pour  49  fixe. 

On  passe  à  48 ,  47 ,  46  ;  et ,  48  restant  fixe ,  il  faut  encore 
1 21  ;  et ,  comme  47+  46= 93 ,  le  nombre  à  ajouter  sera  28, 
qui  doit  être  et  est  en  effet  de  3  unités  plus  grand  que  25  : 
car  48, 47, 46  est  de  3  unités  plus  petit  que  49 ,  48,  47, 
Maintenant  46—  28  =:  18  :  donc  9  combinaisons  pour  47. 
Prenant  46,  45,  30,  on  aura  45—  30=;3.15;  et  l'on  a  8 
combinaisons;  pour  45,  44 ,  32,  il  en  vient  6;  pour  44 ,  43, 
34. . .  5;  pour  43,  42,  36. . .  3;  pour  42,  41 ,  38. . .  2;  et 
réunissant  ces  combinaisons,  l'on  a  en  tout  33. 

Venant  à  47,  46,  45,  31 ,  et  laissant  47  fixe,  il  vient, 
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pour  46,  7  combinaisons;  pour  ft5,44 ,  33. . .  6;  pour  44 , 
43,  35. . .  4. . . .  pour  43,  42,  37. . .  3. . . .  pour  42,  41 , 
39. . .  1  ;  el  en  tout  21  pour  47. 

On  prend  ensuite  46 ,  45 ,  44 ,  34  ;  et ,  laissant  46  fixe ,  il 
▼ient  pour  45,  44, 34,  les  deux  derniers  yariant  seuls,  5 

combinaisons;  pour  44,  43,  36 4 pour  43 , 

42,  38. . .  2;  et  pour  42,  41 ,  40. ..  1  :  ce  qui  donne  en 
tout,  pour  46, 12  combinaisons- 
Passant  à  45,  44,  43,  37,  l'on  a  pour  44,  43,  37,  3 
combinaisons;  pour  43,  42,  39. . .  2  :  et  en  tout,  pour  45 
fixe ,  5  combinaisons. 

Enfin  44,  43,  42,  40,  une  seule  combinaison.  Les  réu- 
nbsant  toutes,  il  Tient  48  +  33  +  21  +  12-f  5  + 1  =  120 

combinaisons  pour  les  petits  nombres  1 , 2,  3 [1^1 

On  passera  à  la  supposition  1,  2,  4;  puis  1 ,  2,  S,  et 
ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  des  nombres  qui 
ne  peuvent  plus  être  ajoutés  à  1 ,  2  :  alors  les  3  petits  se- 
ront 1,3,4 1 ,  3,  5,  en  conserrant  Punîté ,  etc.  On 

prendra  ensuite  1, 4, 5. ...  1 , 4 , 6,  etc.;  et,  quandles  com- 
binaisons où  entre  l'unité  seront  épuisées ,  on  supposera 
2, 3, 4;  et  laissant  2,  3,  constans,  on  fera  varier  4  ;  et  en 
continuant  de  cette  manière ,  on  arrivera  à  22 ,  23 ,  24  ^  25 , 
26 ,  27, 28,  dont  la  somme  =:  1 75 ,  et  l'opération  sera  termi- 
née; mais  il  se  présentera  une  foule  de  moyens  d'abrévia^ 
tion  pour  passer  d'une  supposition  à  une  suivante.  On 
va  donner  encore  quelques-unes  de  ces  combinaisons^ 
laissant  à  ceux  qui  seront  curieux  d'achever  le  calcul, 
le  plaisir  de  les  trouver  toutes,  ne  voulant  pas  grossir  cet 
ouvrage  par  une  recherche  facile,  à  la  vérité,  mais  trop 
longue  pour  trouver  place  ici. 
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Ob  ne  s'occupe  que  des  périodes  du  premier  tableau , 
parce  qu'une  simple  substitution  suffirait  pour  la  forma-* 
tiondu  second. 

On  a  TU  que  Ton  lAtenait  aisément  le  nombre  de  com- 
binaisons pour  deux  grands  nombres  fixes,  et  en  ne  £aiir 
sant  yarier  que  les  deux  derniers»  Si  l'on  youlait  connaître 
la  dermère  de  ces  combinaisons,  on  6te  l'unité  de  ce 
nombre  de  combinaisons,  et  l'on  soustrait  le  reste  du  plus 
grand  de  ces  deux  derniers  nombres;  on  l'ajoute  ensuite 
au  plus  petit,  ce  qui  donne  deux  nombres  consécutif,  ou 
différant  de  deux  unités.  Ainsi,  par  exemple,  on  a  trouvé 
11  combinaisons  pour  49  et  48  fixes,  en  faisant  varier  47 
et255mafa1I  —  1  =  104donc  47  — 10=37 et 25+10 
=  35  sont  les  deux  derniers  nombres  de  la  dernière  com- 
binaison. 

On  a  du  remarquer  que ,  les  combinaisons  pour  un  grand 
nombre  constant  étant  obtenues ,  en  Élisant  yarier  les  deux 
dermères  dans  la  première  et  seconde  supposition ,  on  con- 
naît de  suite  les  autres  combinaisons  pour  ce  grand  nombre , 
sans  calcul  :  car  on  a  toujours  altematiyement  pour  ces 
combinaisons  deux  nombres  qui  se  suivent,  et  d'autres 
qui  diffèrent  de  deux  unités.  Ainsi ,  ayant  eu  9  et  8  pour 
les  combinaisons  correspondantes  à  48  fixe,  47 ,  46 ,  28,  et 
46, 45,  30 ,  il  suit  qu'on  aura,  puisque  9  et  8  se  suivent,  6 
pour  45, 44,  32,  puis  5  pour  44, 43,  34;  ensuite  3  pour 
43 ,  42,  36 , et  2  pour  42, 41 ,  38;  et,  comme  il  faudrait  di- 
minuer de  2,  et  que  2— 2=;0,  il  n'y  a  plus  de  combinai- 
sons pour  48  constant. 

De  même,  ayant  eu  pour  47  constant  et  46, 45,  31, 7 
combinaisons,  et  6  pour  45,  44,  33,  comme  6  et  7  se 
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stûvent ,  on  aura  4,3,1  pour  les  autres  combinabons  de 
47  :  en  tout,  21»  Cette  considération  abrège  beaucoup  les 
recherches. 

Il  j  a  plus  i  ayant  obtenu  9  et  8 ,  l'un  impair,  l'autre  pair , 
on  aura  pour' les  suppositions  suirantes  1  impair  suin  do 
2  pairs,  et  l'impair  sera  de  deux  unités  moindre  que  celui 
de  la  précédente  supposition  :  d'où  il  suit  quHl  suffit  de 
connaître  11  et  10  dans  la  supposition  de  A9,  48, 47, 25, 
laquelle  est  la  première,  et  49,  47,  46 ,  27,  qui  est  la  se- 
conde ,  pour  avoir  les  autres  :  car  on  a  dans  ce  cas,  et  pour 
49,  les  nombres  de  combinaisons  11,10,8,7,  5,4,2, 1 
=  48.  On  aura  donc ,  pour  47  fixe,  les  nombres  7,  6,  4, 
3,1;  ensuite  pour  46,  les  nombres  5,4,2,1;  pour  45, 3, 
2;  et  pour  44 , 1  seulement. 

On  Tient  de  dire  que  9  devait  être  le  premier  nombre 
pour48,47,46,28;et  en  effet,  dans  49,  48, 47,  25,  on 
a  47  — 25=22 ,  plus  grand  de  4  unités  que  46^28=18; 
et,  comme  on  prend  les  moitiés ,  il  suit  que  9  est  de  deux 
unités  plus  petit  que  11.  On  a  dit  aussi  qu'après  impair 
venaient  les  2  pairs  suivans;  il  en  est  de  même  du  2.®  pair, 
qui  est  suivi  de  deux  impairs;  et  le  second  de  ceux-ci  de 
deux  pairs. 

On  voit  de  quelle  importance  il  est  d'emplojer  les  sim- 
plifications indiquées,  lesquelles  sont  une  conséquence  de 
la  méthode  que  l'on  donne  ici. 

1  2  4. 

Les  grands  nombres  étant  toujours  49  48  47,  le  nombre 
qui  complète  sera  24 ,  plus  petit  d'une  unité  que  25,  puis- 
que 1  2  4=7  surpasse  d'une  unité  1  2  3=:6. 
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Or  47 — 24=:23  :  donc  12  combinaisons.  Prenant  en- 
suite 47  46  26,  on  aura  46—26=20  :  donc  10  combi* 
naisons;  ainsi  12  10  9  7  6  4  3  1  =52  pour  49. 

48  47  46  27»  Le  premier  terme  de  la  série  sera  12-^2 
=10  :  donc  les  combinaisons  10  8  75  4  2 1=37 pour  48* 

47  46  45  30  donnent  8  6  5  3  2=24  pour  47. 

46  45  44  33  donnent  6  4  3  1  =14  pour  46. 

45  44  43  36  donnent  4  21=7  pour  45. 

44  43  42  39  donnent  2  :  car  2—2=0  ne  donne  plus 
rien;  et  en  tout,  pour  les  petits  nombres  12  4,  Ton  aura 
136  combinaisons [136] 

1  2  5. 

49  48  47  23  donnent  47—23=24  :  donc  12  combi- 
naisons. 

49  47  46  25  donnent  46-25=21  ;  ainsi  11  combinai- 
sons pour  47  :  d'où  la  série  12  11  9  8  6  5  3  2=; 56  com- 
binaisons pour  49  ûxe (56) 

On  aura  pour  48  fixe  la  série  10  9  7  6  4  3  1=40.  (40) 

47  donnera  8  7  5  4  2  1=27 (27) 

46  fournit  6  5  3  2=16 (16) 

45  produit  4  3  1  =  8 (8) 

44  donne  2  1  =3 (3) 

et  en  tout  pour  12  5 [150] 

12  6. 
49  48  47  22  auront  13  combinaisons. 
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49  47  46  24enaaroiit11  :doBcla  série  13  11^ 
1087542  1  = 61 

48  fixe  donnera  119  8  6  5  3  2=44. . . .  44i 
47  aura  976431 3o(  . .  [|69] 

46  prodmt75421 19( 

45  donne  5  3  2 lOl 

44  aura  3  1 4 

43  fixe  donne 1  i 

12  7. 

49  48  47  21  donnent  13,  et  49  47  46  23  donnent  12  : 
donconaurala  série  13  12 10  9  7  6  4  3  1=65\ 

pour  48, 1 1  10  8  7  5  4  2  1=. 48 1 

pour  47 , 9  8  6  5  3  2z=, , ....  321 

pour  46,7  6  431=. 21>...[185] 

pour  45,5  4  21=. I2I 

pour  44,  3  2= sj 

pour  43 ,  1  = 1/ 

1  28. 

47  20  donnent  14. ..  46  22  donnent  12  :  donc,  pour  49 
axe^  l'on  aura  la  série  de  combinaisons  14  12  11  9  8  6 
5  3  2=70. 

48  aura  12  10  9  7  6  4  3  1  ;  on  retombe  sur  les  com- 
binaisons de  12  4;  et, comme  elles  sont  136,  on  [aura 
136  +  70=206,  ci [206] 

Encore  un  nouveau  moyen  d'abréviation. 

1  2  9. 

47  19  donnent  14,  et  46  21  donnent  13  :  donc  1413  11 
10  8  7  5  4  2  1=75  pour  49  fixe;  mais  48  aura  12  11  9 
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8  6  5  3  2=56,  et  l'on  retombe  sur  les  combinaisons  de 
125,  dont  le  nombre  total  est  150  :  on  aura  donc  150+75 
=225,  ci [225] 

1  2  ia 

47  18  donnent  15,  et  46  20  donnent  13^  donc  15 13  12 
10  9  7  64  3  1=80  pour  49  fixe. 

48  constant  donnera  13  11  10  8  7  5  4  2  1 ,  qui  est  la 
première  série  pour  1  2  6  ;  et ,  comme  pour  ces  3  nombres 
on  avait  169,  il  Tient  ici  169+80=. [249] 

1  2  11. 

47  17  donnent  15 ,  et  46  19  donnent  14  :  donc  15  14 

12  11  9  8  6  5  3  2=85  pour  49  fixe.  Tiendront  ensuite 
les  185  combinaisons  pour  1  2  7  :  donc  185  +85=  [270] 

1  2  12. 

47  16  donnent  16,  et  46  18  donnent  14  :  donc  16  14 

13  1110  8  7  5  4  2  1=âl  pour  49  fixe.  Puis  viennent  les 
206  combinaisons  de  1  2  8  :  donc  206+91  = [297] 

1  2  13. 

47  15  donnent  16,  et  46  17  donnent  15  :  ainsi  16  15  13 
12  10  9  7  6  4  3  1  =96  pour  49  fixe.  Plusles  225  combi- 
naisons de  1  2  9  :  donc  225  +  96  =. [  321  ] 

€'est  par  abréviation  que  l'on  met,  par  exemple,  47 
15  donnent  16  :  la  différence  est  32 ,  qui  donne  16  combi* 
naisons:  ainsi  le  nombre  après  le  mot  donnent  marque 
la  moitié  de  la  différence  entre  les  deux  qui  le  précèdent, 
ou  la  plus  grande  moitié  lorsque  la  différence  est  impaire. 

!10M.   I.  16 
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1  2  n. 

47  Udoimeiit17,et46 16 donnent  15; mais, Métanldéjà 
employé»  on  ne  peat  plus  se  servir  des  trois  plos  grands 
nombres: il  fiiudra  donc  prendre  49  48  46  15.  Gomme 
les  grands  nombres  ne  se  suivent  plus,  il  ûiut  calculer  sé- 
parément les  combinaisons  jusqu'à  ce  ({u'on  arrive  à  trois 
nombres  qui  se  suivent ,  afin  de  retomber  sur  les  séries  or- 
dinaires. On  aura  donc  ici  46 15  donnant  16  combinaisons. 
Pour  49  47  46  16. . . .  46  16  donnent  15  combinaisons. 

49  46  45  18 45  18 donnent  14  combinaisons,  et 

non  13,  comme  on  aurait  pu  le  croire  d'abord.  On  obtien- 
dra donc,  pour  49  fixe,  mais  seulement  à  partir  de  49  47 
46  16,  la  série  15  14  12  11  9  8  6  5  3  2=85.  Cette 
série  a  déjà  été  trouvée  :  48  47  46  17  donnent  15  combi- 
naisons, et  48  46  45  19  en  donnent  1 3;  et,  comme  les  trois 
nombres  48  47  46  se  suivent,  on  en  déduira  les  com- 
binabons  à  l'ordinaire.  Ainsi  15  13  12  10  9  7  6  4  3 
1  =:80,  quiest  la  première  série  de  1  2  10;  et,  comme 
l'on  a  pour  ces  trois  nombres  249  combinaisons ,  il  viendra 
249  +  85  +  16= [350] 

1  2  15. 
49    48  44  16donnent14  comJbinaisons. 

47  45  16 15 

46  45  17 14, et  45  44  19donncnt  13: 

donc  14  13  11  10  8  7  5  4  2  1  =  75.  Maintenant 
48  47  46  16  auront  15,  et  48  46  45  18  donnent  14  : 
donc  il  vient  la  série  15  14  ^2  11  9  B  6  5  3  2,  qui 
est  celle  de  1  2  11 ,  ce  qui  donne  270;  et  l'on  aura  14  + 
15  +  75  +  270  =  374 [374] 
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1  2  16. 

49    48  42  17dotmetit13cotnbiiiai50ii5^ 

4743    17 13  [40 

46  44  17 14  3 

49    45  44  18...  13 
49    44  43  20...  12 
D'où  la  série  13 12 10  9  7  6  4  31=;....  65  puisque  45 
et  44  se  suiTent» 

48    47  44  adonnent. 14 

46  45  17  auront  14 45  44  19  auront  13  : 

d'oiilasérie14  13  11  10  8  7  5  4  2  ls:75.MainteDapt 
47  46  45  18  donnent  14,  et  47  45  44  20  donnent  12: 
donc  on  a  la  série  14  12  11  9  8  6  5  3  2,  qui  est  celle 
de  1  2  8,  et  donnent  206  combinaisons  :  donc  on  a  pour 
1  2  16  les  nombres  40  65  14  75  206z^400,  ci  [400] 


1  2  17. 

49    48  40  18  donnent 11 

47  41  18 12 


} 


46  42  18 12  / 

45  43  18 13) 

44  43  19. . .  12 

43  42  21...  11 

D'oîilasérie12  11  9  8  6  5  3  2=;56. 56 

..12» 

46  43  18. . .  13/ 
48    45  44  18,  comme  ci-devant 65 


48    47  42  18...  12)  25 


A~  reporter. 194 
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■Report. 194' 

47  46  44  18. 1« 

45  44  19...  13 
44  43  21...  11 

D'oùla  série  13  11  10  8  7  5  4  2  1=. .  61 

46  45  44  20. . .  12 

44  43  22. . .  11 

D'oùla  série  12  11  9  8  6  5  3  2,  comme 
1  25 150; 

I  2  48. 

49    48  38  19. 10 

47  39  19. 10 

46  40  19 11^ 54\ 

45  41  19 11 

44  42  19 12. 

43  42  20...  11 
42  41  22. ..  10 

D'oùla  série  11  10  8  7  5  4  2  1 

48  47  40  19 11 

46  41  19. . 

45  42  19. . 

44  43  19. 56 

47  46  42  19. 12 

45  43  19.. 

44  43  20. 52 

45  44  19. . 


[418] 


in 
11  >. 

.12) 
12] 


481 


34 


24 


^[437] 


46 


Comme  pour  12  6. 
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i2  19. 

49  48  36  20. . .  8^ 
47  37  20...  oJ 
46  38  20. . .  ol 

45  39  20...10(  ^'^' 

44  40  20. . .  10 

43  41  20...  11 

42  41  21. .....  40^^*  sérieestlOO  76  4  3  1 , 

\    etfititpartiedel  25. 
48    47  38  20. . .   9^ 

46  39  20...10( 

45  40  20...  10 j    " 

44  41  20...1ly 

43  42  20  48/^^  '^"^  ^^*  11 10  8  75  4 

\   2 1,etf!iitpiirtiede1  2  7. 
47    46  40  20. . .  10^ 

45  41  20...  11)  32 

44  42  20... Il) 

43  42  21  j.|lasérieest  11  98  6  5  32, 

t    et  Élit  partie  de  12  6. 
46    45  42  20 11. 

H  Hi,2li  jj/'^'*™®**^^  10  9  7  6  4 

(    31,et&itpartiede12  4. 

'5 

45    44  43  21 120/ 


Fdsant  la  somme  de  tontes  ces  combinaisons,  on  anra 
pour  1  2  19, [HHH] 


- 
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1  2  20. 

49    48  34  21...  7\ 

47  35  21...  7] 

46  36  21.  ..  s/ 

45  37  21. . .  sV  5» 

44  38  21...  9i 

43  39  21 . . .  9 I 

42  40  21.  ..10/ 

«~.  --fU  série  est  9  8  65  82, 

49    414022......  33{    .»  ^^^ ^3^» de  I  2 3. 

48    47  36  21. .  .  8\ 

46  37  21..  .   8i 

45  38  21...  9>  44 

44  39  21...  9\ 

43  40  21... 10/ 

^«tLasérieestî0  9  76  4  31, 
«2  4121 40{    ,tj^tp^d.t25. 

47    46  38  21...  9\ 

45  39  21...  9(  ^ 

44  40  2I...10J  ** 

43  41  21...t0y 
^(La  série  est  10875421, 

424122 37j    ^j  g^t  j^^ie  de  1  2  4. 

l 

44  41  21..  .10) 
La  iérieest  11  9  8  65  32, 

fiiit  partie  de  1  2  6. 

45    44  42  21 11 

*o*ooo  .ft  (La  série  est  10  9  76481, 

43  42  22. 40<        .  .         .    ,    ^  n  k 

\    et  fiiit  partie  de  1  2  5. 


46    45  40  21...  10,  ^ 

43  42  21 441^**^ 

(     eti 
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jLa  l.re  série  est  10  8  7  5 

m 

43  42  23. . 

84/     4  21,  pour  12  4,  à  com- 

{    mencer  par  48  constant. 

La  ! 

iomme  de  tontes  les  combinaisons  pour  1  2  20     | 

est. . . . 

rû44i 

1  2  21. 

49 

48  32  22. . 

•  ^\ 

47  33  22.. 

•  ^1 

46  34  22. . 

.  6i 

45  35  22.. 

•  ^(n« 

44  36  22.. 

.   7/56 

43  87  22.. 

-  ^\ 

42  38  22.. 

.  8] 

41  39  22. . 

.   9/ 

40  39  23. . 

2- (La  série  est  8  7  5  4  2  1,  et 
1    feit  partie  de  1  2  5. 

48 

47  84  22. . 

.   6\ 

46  35  22.. 

•    7/ 

45  36  22.. 

.  7     28 

• 

44  37  22. . 

.  8; 

A8 

43  38  22.  . 

■.i\" 

42  39  22.. 

41  40  22. . 

«(La série  est  9  8  6  5  3  2, 
{    et  fait  partie  de  1  2  8. 

47 

46  36  22.  . 

•    ^\ 

45  37  22.  . 

.  8) 

44  38  22.. 

.  8[4I 

43  39  22.  . 

.  9\ 

42  40  22. . 

.   9/  ■ 
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«4023 ^i'^:f,''T/xV' 

i    et  &it  partie  de  1  2  6. 
H6    45  38  22.  ..  8) 
44  39  22...  9)26 
43  40  22. . .  9) 

42  40  22. ^l'^fr.^'^l'V^'V' 

\    et  fiul  parhe  de  1  2  4. 

45    W  40  22...  9l  -g 

43  41  22...10J 

424123..     .   33fl^«érieest9865  32, 
^'        ^  \    etfilitpartiedel  2  3. 

!Lasérieest10976  4  3l» 
et  fait  partie  de  1  2  4  à 
compter  de  48  fixe. 
La  somme  des  combinaisons  peur  1  2  21  est.  •   [441] 

1  222. 

49  48  30  23.  Il  convient  d'employer  un  mode  d'd)ré- 
Tiation  dont  on  a  donné  des  exemples  pour  le  carré  de 
25  :  ainsi,  les  deux  nombres  qui  suivent  49  étant  48  30,  on 
aura  48 — 30= 1 8  :  donc  23,  qui  est  le  dernier  nombre,  sera 
répété  9  fob,  et  pour  la  dernière  il  viendra '48<*  8 =40, 
et  30  +  8=38.  Maintenant,  30—23=7  :  donc  4  combi- 
naisons. Gbmme  30  augmente  à  cbaque  fois  d'une  unité, 
on  aura  31  -^23=8,  et  par  conséquent  4  combinaisons , 
ensuite  5  5  6  6  7  7  et  8:  on  aura  donc,  pour  23  répété, 
à  i^outer  les  nombres  4  455667  78,  cequi  donne 
52  combinaisons;  l'on  aura  ensuite  49  39  38  24;  et, 
comme  39  38  se  suivent,  la  série  se  déternûnera  en  pre- 
nant 38—24  =  14  :  d'où 7  combinaisons;  et,  38  37  26 
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donnants?*- 26=  11 , 3  y  anra  6  combinaisons  :  ainsi  la 
sériesera  7  6  4  3  1=21, et  Êdtpartiede  1  2  Sxdonc, 
pour  49  fixe ,  il  vient  52  -f-  21  =:73  combinaisons* 

48  47  32  23  donnent  47—32  =  15  :  donc  23  sera 
répété  8  fois;  et  l'on  anra  32—23=9  :  donc  5  combinai^ 
sons.  33 — 23=10,  et  5  combinaisons,  ce  qoi  donnera 
5  5  6  6  7  7  8  =:44.  On  ne  prend  qae  7  nombres  :  car, 
le  dernier  groupe  étant  48  40  39  23,  et  40  39  se  suivant, 
il  vient  39 — 23=16  :  donc  8  combinaisons;  et,  comme 
38 — 25=13,  il  j  aura  7  combinaisons  :  d'où  la  série 
8  7  5  4  2  1=27,  et  dépend  de  1  2  5  :  on  aura  donc 
44  +  27=71  pour  48. 

47  46  34  23  donnent  46—34=12  :  donc  6  com- 
binaisons, c'est-à-dire  que  23  sera  répété  6  fois;lader-' 
nière  donne  41  39  23.  Maintenant  34  —23  donnent  6  com- 
binaisons :  donc  6  67788  =  42  combinaisons.  Tient 
ensuite  40  39  24. . .  •  39—24=15,  et  8  combinaisons; 
38<— 26=12,  et  6  combinaisons  :  d'où  la  série  8  6  5  3 
2=24,  et  dépend  de  1  2  4.  On  aura  donc  en  tout,  pour 
47,  42  +  24=66  combmaisons. 

46  45  36  23 45  36  donnent  23  répété  5  fois. 

41  40  23,  dernier  groupe;  36—23=13,  impair:  donc 
7  combinaisons,  et  7  7  8  8=  30.  Le  dernier  groupe  donne 
la  série  9  7  6  4  3  1=30:  ainsi  l'on  a,  pour  46,  un 
nombre  de  combùiaisons  =:  30  +  30=60. 

45  44  38  23  aura  23  répété  3  fois;  le  dernier  groupe 
sera  42  40  23,  et  U  viendra  8  8  9=25.  Le  groupe  sui- 
vant 41  40  24  donne  la  série  8  7  5  4  2  1  =27  :  donc, 
pour  45  fixe,  on  aura  25  +  27=52  combinaisons. 

44  43  40  23 9  combinaisons;  42  41  23  aura  la 
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série  9  8  6  5  3  2=s33  :  donc, pour  tt4  fixe,  on  obtient 
9  +  33 = 42  combinaisons. 

HZ  42  41  24  donneront  pour  l.re  série  9  7  6  4  3  1,  fai- 
sant  partie  de  1  2  6  :  on  anra  donc  64  pour  les  combi- 
naisons, puisque  les  trois  premiers  nombres  43  42  41  se 
suivent. 

Ajoutant  toutes  ces  combinaisons ,  l'on  aura  pour  1  2 
22,  en  tout [428] 

1  2  23. 

49  48  28  24. . . .  48—28=20  :  donc  24  sera  répété  10 
fois.  Le  dernier  groupe  est  39  37  24  :  on  aura  donc,  puisque 
28—24=4,  pair,  les  nombres  233445566  7=45. 
Le  groupe  suivant  est  38  37  25,  ce  qui  donne  la  série 
65  3  2= 16  s  donc  en  tout,  pour  49  fixe,  45+ 16=6U 

48  47  30  24. . . .  47—30=17  :  donc  24  sera  répété  9 
ibis.  Dernier  groupe,  39  38  24  ;  et,  puisque  39  38  se'  suivent, 
on  ne  prendra  que  les  8  nombres  3  4  4  5  5  6  6  7=40. 
Le  dernier  groupe  produit  7  6  4  3  1  =21  :  donc  pour 
48  on  aura  40  +  21  =  61  combinaisons. 

47  46  32  24...46— 32=14:ainsi24serarépété7fi>is. 
Demiergroupe,40  3824. . .  32— 24=:8,et4combinaifons: 
donc  4  5  5  6  6  7  7=40.  On  aura  ensuite  39  38  25,  ce 
qui  donne  la  série  7  5  4  2  1  :=  19  :  ainsi  pour  47  on  ob* 
tient  40+ 19=:59  combinaisons. 

46  45  34  24. . . .  45—34=11  :  donc  24  sera  répété  6 
fois.  Dernier  groupe,  40  39  24;  mais  34— 24=10, pairs 
donc  on  aura  5  6  6  7  7=31.  Le  dernier  groupe  donne 
la  série  8  6  5  3  2=24  :  ainsi  46  fixe  produira  31  +24  = 
55  combinaisons. 
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45  44  36  2a. . . .  44—36=8  :  donc  24  sera  répété  4 
fois.  Dernier  groupe^  41  39  24  :  on  prendra  donc  6  77  8=: 
28*  Le  groupe  suirant  sera  40  39  23,  qui  donne  la  série 
7  6  4  3  1  =21  :  d'où  il  snit  qae  45  aura  28+21=49 
combinaisons* 

44  43  38  24. . . .  43—38=5  :  ainsi  24  sera  répété  3 
fois.  Dernier  groupe,  41  40  24. . .  38  24 donnent 7  combi- 
naisons; 39  24  donnent  8  combinaisons  :  en  tout ,  15.  Le 
dernier  groupe  donne  la  série  8  7  5  4  2  1=27:donc44 
aura  15 +27=:  42  combinaisons. 

43  42  40  24  produisent  8  combinaisons  par  40—24= 
16.  Le  groupe  suivant,  41  40  25,  donne  la  série  8  6  5 
3  2  =  24  :  ainsi  43  aura  24+8=32  combinaisons. 

42  41  40  26  donnent  pour  iJ^  série  7  6  4  3  1 ,  di- 
sant partie  de  1  2  3;  et,  comme  les  trois  premiers  nombres 
se  soirent,  on  aura  39  combinaisons. 

Réumssant  toutes  ces  combinaisons,  on  en  aura,  pour 
1  2  23 [398] 

1  2. 24. 

49  48  26  25. . . .  48—26=22  :  ainsi  25  sera  répété  1 1 

fois.  Dernier  groupe,  38  36  25 26—25=1  :  donc  1 

combinaison.  27— 25=2,  et  encore  1  combinaison  :  on 
aura  par  conséquent  les  11  nombres  1  12233445 
5  6=36.  Le  groupe  suivant  sera  37  36  26,  qui  donnera 
la  série  5  4  2  1  =12  :  ainsi  49  aura  36  + 12=48  com- 
binaisons. 

48  47  28  25....  47— 28= 19:  ainsi  25  sera  répété  10 

fois.  Dernier  groupe  ,3837  25 28— 25=3,ct2  com- 

binaisons  :  donc  2  2  334455  6=34.  Le  dernier 
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groupe  donne  la  série  6  5  3  2=16  :  ainsi  48  aura  34  + 
16=50  combinaisons. 

Kl  46  30  25. . . .  46—30=  16  :  donc  25  sera  répété  8 
fois.  Dernier  groupe,  39  37  25. . .  30 — 25=5, impair,  et 
3  combinaisons  :  on  aura  donc  3  3  4  4  5  5  6  6=36. 
Le  groupe  suiyant,  38  37  26, donnera  la  série  6  4  3  1  =  14: 
ainsi  47  aura  36+ 14=:  50  combinaisons* 

46  45  32  25. . . .  45— 32=13  :  ainsi  25  sera  répété  7 
fois.  Dernier  groupe ,  39  38  25. . . .  32 — 25=7,  et  4  com- 
binaisons ;  et,  comme  7  est  impair,  on  prendra  4  4  5  5  6 
6=30.  Le  dernier  groupe  donne  la  série  7  5  4  21  =  19: 
donc  46  aura  30  -f- 19  =49  combinaisons. 

45  44  34  25. . . .  44—34  =  10,  et  par  conséquent  25 

sera  répété  5  fois.  Le  dernier  groupe  est  40  38  25 

34—25=9,  impair  j  et  l'on  prendra  5  5  6  6  7=29.  Le 
groupe  suivant  sera  39  38  26, qui  donne  la  série  6  5  32= 
16  :  donc  45  aura  29  +  16  =:45  combinaisons. 

44  43  36  25. . . .  43—36=7  :  donc  25  sera  répété  4 
fois.  Dernier  groupe,  40  39  25;  on  prendra  6  6  7=19. 
Le  dernier  groupe  donne  la  série  7  6  4  3  1  =21  :  donc 
44  aura  19  +  21  =;40  combinaisons. 

43  42  38  25. . . .  42—38=4  :  ainsi  25  se  répète  2foi5. 
Dernier  groupe,  41  39 38—25=13  :  donc  on  pren- 
dra 7  7=  1 4.  Le  groupe  suivant,  40  39  26,  donne  la  série 
7  5  4  21  =19  :  ainsi  43  aura  14  + 19=33  combinaisons. 

42  41  40  25  donnent  la  l.^e  série  8  6  5  3  2,faisant 
partie  de  1  2  4 ,  ce  qui  donne  47  combinaisons. 

Réunissant  les  combinaisons,  on  trouve,  pour  1  2 
24 [362] 
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1  2  25. 

49  45  27  26.  On  voit  qa'on  ne  peut  phis  prendre  49 
48,  attendu  qae  Fun  des  deux  autres  nombres  serait  égal 
ou  inférieur  à  25.  Ici  Fon  a  45— 27=::18  :  donc  26 

sera  répété  9  fois.  Le  dernier  groupe  sera  37  35  26 

27— 26=:1 ,  et  1  combinaison;  28—26=2,  et  1  com«- 
binaison  :  on  prendra  donc  1  1223344  5=25.  Le 
groupe  suiTant,  36  35  27,  donnera  la  série  4  3  1  =8  : 
on  aura  donc  pour  49  les  combinaisons  25  -)-  8=:33. 

48  46  27  26.  donnent  46—27=19  :  ainsi  26  sera  ré- 
pété  10  fois.  Dernier  groupe,  37  36  26.  Maintenant  27— 
26=:1 ,  et  1  combinaison  :  on  aura  donc  11223344 
5=25.  Le  dernier  groupe  donne  la  série  5  4  2  1  =12: 
donc  48  aura  25+ 12=;37  combinaisons. 

47  46  28  26. . . .  46—28=18  :  ainsi  26  sera  i^té  9 
Ibis.  Dernier  groupe,  38  36  26..  • .  28—26=2,  et  1  conn 
binaison;  29 — 26=:3,  et  2  combinaisons  :  donc  il  faut 
prendre  12233445  5  =  29.  Le  groupe  suivant  est 
37  36  27,  et  donne  la  série  5  3  2=10  :  on  aura  donc 
les  combinaisons  29  +  10  =  39,  pour  47. 

46  45  30  26. . . .  45— 30=  15  :  ainsi  26  sera  répété  8 

fob.  Dernier  groupe,  38  37  26 30—26=4 ,  et  2  com« 

binabons  :  donc  on  aura  2  3  3  4  4  5  5=26.  Le  dernier 
groupe  donne  la  série  6  4  3  1=:::l4:donconaura,pour 
46,  14  +  26=40. 

45  44  32  26. . . .  44—32=12  :  ainsi  26  sera  répété  6 
fois»  Dernier  groupe,  39  37  26;  mais  32— 26 =6:  donc 
3  combinaisons;  et,  connue  6  est  pair,  on  prendra  3  4  4 
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5  5  6=27.  Le  groupe  suivant  est  38  37  27,  et  donne  la 
série  5  4  2  1  =  12  :  donc  on  aura  27  + 12=39,  pour  45. 

44  43  34  26. . . .  43—34=9  :  ainsi  26  seia  répété  5 
fois.  Dernier  groupe ,  39  38  26 34  —26=8 ,  et  4  com- 
binaisons :  ainsi  4  5  5  6=20.  Le  dernier  groupe  donne 

6  5  3  2=16:  ainsi  20+16=36, sontles combinaisons 
pour  44. 

43  42  36  26. . . .  42—36=6  :  ainsi  26  sera  répété  8 
fob.  Le  dernier  groupe  est  40  38  26,  et  l'on  a  5  6  6=17, 
et  pour  ce  dernier  groupe  compris»  Le  suivant  sera  39  38 
27,  et  donnera  6  4  31  =14  :  donc  43  aura  17+ 14=31 
combinaisons. 

42  41  38  26 41 —38=3, et  2  combinaisons  :ainsi 

26  sera  répété  2  fois.  Dernier  groupe,  40  39  26 38 

26  donnent  6  combinaisons.  Le  dernier  groupe  en  donne 

7  5  4  2  1  =19  ;  donc  on  aura  6  +  19=:25  combinai- 
sons pour  42. 

41  40  39  27  aura  pour  1  je  série  6  5  3  2,  fidsant  partie 
de  1  2  5,  et  27  combinaisons. 

Réunissant  toutes  ces  combinaisons,  l'on  aura  pour  1 
2  25 [  307  ] 

On  peut  disposer  les  différens  résultats  de  manière  à 
former  un  tableau^  et  éviter  des  répétitions  &tigantes« 

On  écrira  le  premier  groupe,  et  Ton  isolera  le  plus  grand 
nombre  :  on  appelle  groupe  ce  qui  restera ,  ce  plus  grand 
non  compris;  et  ce  i.^^  groupe,  d'où  dépend  l'opération, 
sera  désigné  par  1.  groupe. 

On  prendra  la  différence  entre  les  deux  premiers  nom- 
bres, non  compris  le  plus  grand;  la  répétition  du  plus 
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petit  est  la  moitié  oo  la  plus  grande  moitié  de  cette  difié- 
rence*  On  désignera  par  1.  dû  et  rép.  cette  partie* 

On  prendra  la différenceentre les  deux  derniers  nombres, 
et  elle  sera  marquée  %  du 

Lorsque  la  1.^^  différence  est  paire ,  le  dernier  groupe 
où  entre  le  dernier  nombre ,  aura  deux  unités  entre  ses 
deux  premiers  nombres ,  et  Ton  prendra  autant  de  termes 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  de  répétitions  du  dernier 
nombre*  Ces  termes  se  doublent ,  à  l'exception  du  premier 
et  du  dernier ,  qui  peuvent  aussi  se  doubler,  savoir  :  si  la  ' 
2.6  différence  est  paire,  le  premier  terme  ne  se  prend 
qu'une  fois;  si  elle  est  impaire,  il  se  double. Les  autres  ter^ 
mes  ont  successivement,  de  deux  en  deux,  une  unité  de 
plus  que  les  précédens.  Quant  au  dernier,  il  est  simple  ou 
double,  selon  qu'il  &u t  prendre  de  termes.  Si  la  2.c  différence 
est  impaire ,  le  premier  terme  se  double.  Dans  ce  même 
cas  de  la  1.^^  différence  paire,  il  îxuX  ajouter  un  autre 
groupe,  tel  que  ses  deux  premiers  termes  se  suivent,  et 
l'on  aura  une  série  qui  complétera  l'opération  pour  le 
grand  nombre  isolé. 

Lorsque  la  1  .«"e  différence  est  impaire ,  le  dernier  groupe, 
où  entre  le  plus  petit  nombre,  a  ses  deux  premiers  nom- 
bres ne  différant  que  d'une  unité.  Alors  on  prend  un  terme 
de  moins  que  ne  marque  le  nombre  de  répétitions  du  plus 
petit  nombre  ;  et  pour  le  dernier  nombre  on  aura  une  sé- 
rie qui  achèvera  l'opération.  On  désignera  par  der. 
gr.  le  dernier  groupe,  et  par  gn  resU  le  groupe  qu'il 
faut  ajouter,  ou  qui  reste  à  ajouter,  pour  compléter 
l'opération.  On  obtient  le  dernier  groupe  où  entre  le  plus 
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petit  nombre,  ea  soustrayant  du  1  .^  nombre  de  ce  groupe 
et  en  ajoutant  au  2.^  nombre  autant  d'unités ,  moins  une, 
qu'il  y  a  de  répétitions  du  plus  petit  nombre. 

On  désignera  par  1.  série  celle  qui  répond  au  cas 
où  les  deux  premiers  nombres  du  dernier  groupe 
diffèrent  de  2  unités;  2.  série ,  celle  qui  répond  au  cas  où 
ces  deux  premiers  nombres  se  suiyent  ;  3.  série  y  ceUe 
où  il  y  a  un  groupe  à  ajouter.  Dans  la  1.^^  série  est  aussi 
compris  le  cas  où  les  deux  premiers  nombres  d'un  groupe 
se  suiyent,  mais  on  prend  un  terme  de  moins  qu'il  n'y 
a  d'unités  dans  le  nombre  de  répétitions. 

n  fimt  venir  aux  applications. 
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^  n  y  aura  M  combinaisons  pour  i  8  8t. 

1  2  82. 

"      «'*"lponr18  88...C2] 
87       86  34  58  }    *^ 

Ajoutant  toutes  les  combinaisons  ou  entrent  1,2,  Ton 
aura  7814. 

On  peut  désirer  connaître  le  nombre  le  plus  grand  que 
Ton  puisse  ajouter  à  1, 2.  Le  cas  le  plus  favorable  est  celui 
où  les  autres  nombres  et  celui  que  l'on  cherche  ne  diffèrent 
que  d'une  unité  les  uns  des  autres  :  soit  donc  a  le  nombre 
cherché,  et  a:  le  plus  grand  de90  Tariables.  Puisque  Ton 
a  déjà  1 ,  2=3 ,  il  faut  encore  175— 3=172  pour  feire  la 
somme  des  nombres  d'une  période ,  et  l'pn  aurait  a +fl+t 
+a  +2+a  +3+a?=il72,  ou  4a+a=:166  :  donca=166 
^-4a  /  mais  x  doit  être  plus  grand  que  le  plus  grand  des 
quatre  autres  restans:  donc  j:>a+3,  ou166— 4fl>a+3, 
ou  163>5a.  Ainsi  a<if  <32+Î5  et  par  conséquent  le 
plus  grand  nombre  à  ajouter  à  1,  2  est  32  :  on  agira  de 
même  pour  toute  autre  supposition ,  et  les  opérations 
diminuent  lorsque  les  trois  nombres  invariables  sont  plus 
grands* 

On  ne  poussera  pas  plus  loin  la  recherche  des  combi- 
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naisoiis  pour  la  période  de  7,  non  plus  qae  pour  toute 
autre  période. 

II  conrient  de  trouyer  la  formule  qui  représente  toutes 
les  combinaisons  pour  le  cas  de  périodes. 

Lorsque  la  2.^  ligne  commence  par  le  %^  terme  de  la 
première,  la 2.^  diagonale  est  répétée,  et  le  moyen  doit 
être  à  la  fin  de  cette  première  lignes  Si  l'on  commence  par 
le  dernier  terme,  le  moyen  sera  le  premier  terme  de  la  pre- 
mière ligne  ;  et ,  dans  ces  deux  cas ,  il  restera  9*— 1  b<mb- 
bres,  dont  la  position  est  arbitraire,  et  qui  peuvent  s'arraur* 
ger  de  (  1,  2,  3. . .  n^-^i  )  manières  :  ainsi  le  nombre  de 
combinaisons  pour  les  diagonales  répétées  sera  2(1,  2, 
3- . .  n«— t  )• 

Si  la  2fi  ligne  commence  par  un  terme  de  la  1.^^  dont 
le  rang  soit  n,  2  »,  3n(n — 1)/i,la  1 .'«  diagonale  sera  cooh 
posée  de  n  périodes  dont  chacune  aura  n  fermes;  il  res* 
tera  »•— w  termes  de  cette  1.^«  %ne,  qui  peuvent  s'arran- 
ger de  (1,2, 3. . .  n*^/»)  manières.  Les  ft  nombres  de  la 
période  ont -aussi  (1, 2,  3. . .  n)  combinaisons;  et,  comme 
il  y  a  À  manières  de  former  une  période,  on  aura  en  dé- 
finitif (1, 2, 3. . .  n)  (1, 2, 3. . .  n* — n)  A  combinaisons  pour 
ce  cas  particulier. 

Si  la  2.^  ligne  commence  par  un  nombre  dont  le  rang , 
dans  la  ij^  ligne,  soit  n+2 ,  2  /i+2,  3  n+2. . .  •  (  it— 1  ) 
«4-2,  ce  sera  la  2.^  diagonale  qui  sera  périodique,  et  il 
Tiendra  le  même  produit  qu'au  précédent  cas  :  on  aura, 
pour  le  double  cas  de  période  en  diagonales,  le  nombre 
de  combinaisons  ezfNnmé  par  2  (1,2,3. . .  n)  (1,  2,  3. . . 
»«— «)  À. 

Si  la  2.6  ligne  commence  par  un  terme  de  l'ordre  n+ 1 , 
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2  71+1 ,  3  »+1. . .  («— 1)  »+l ,  alors  toutes  tes  yerticalès 
sont  périodiques.  Il  &udrait  connaître  ici  toutes  les  com* 
binaisons  de  A,  prendre ,  parmi  ces  combinaisons ,  n  d'en- 
tr'elles^  ou  plutôt  n— 1  :  car,  lorsqu'on  a  pris  ces  /t— -1 
combinaisons,  la  dernière  est  fixée;  mais  ces  n— *1  com« 
binaisons  doivent  être  telles  qu'elles  ne  comprennent  point 
les  mêmes  nombres*  Or  chacune  de  ces  périodes  de  n 
termes  se  combine  de  (1, 2^  3. . .  n)  manières  ;  et,  comme 
l'on  a  n  de  i^s  périodes ,  il  viendra  (1,  2, 3. . .  n)";  de  plus 
les  n  périodes ,  considérées  chacune  comme  un  se\à  nom- 
bre se  combinent  de  (1^  2,  3. . .  rî)  manières:  on  aura  donc 
(  1 , 2,  3. . .  )"*  S  qu'il  ^«l  multiplier  par  B  (B  représentant 
tous  les  systèmes  de  périodes  comprises  dans  A,  lesquelles, 
prises  en  nombre  n ,  ne  sont  pas  composées  de  mêmes 
nombres). 

Le  même  produit  ayant  lieu,  si  ce  sont  les  horizontales 
qui  sont  supposées  périodiques,  on  aura,  pour  le  double 
eas,2B(t,2,3...n)'^^ 

Quoique  Ton  n'ait  qu'une  différence  de  position  dans  le 
1 .6^  tableau,  lorsque  les  périodes  sont  en  horizontale  au  KeU 
d'être  en  verticale,  il  est  nécessaire  de  considérer  ces  deux 
cas,  parce  que  le  2.^  tableau  peut  avoir  les  périodes  dans 
l'une  de  ces  lignes,  lorsque  le  l.^r  tableau  les  a  dans 
l'autre. 

S'il  n'y  a  point  de  diagonales  répétées ,  ni  de  périodes , 
il  viendra  d'abord,  en  faisant  abstraction  des  1.^,  2.^  et 
dernier  termes  de  la  1.^®  ligne ,  /»*— 3  pour  les  nombres 
restans  dans  cette  ligne  ;  de  plus ,  puisque  pour  les  périodes 
en  diagonale  l'on  a  n— -1  nombres  par  lesquels  on  pour- 
rait commencer  la  2.^  ligne  pour  chaque  diagonale ,  et  au- 
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lant  en  yeitiGale,  il  fiiudra  soustraire  3  (n— 1)  de  n'— 3, 
ce  qui  donne  it*  3  ■  3  (/i— t)=n"— 3n.  Cette  valenr  re- 
présente le  nombre  de  termes  par  lesquels  peut  commen- 
cer la  2.®  ligne  9  lorsqu'on  ne  veut  ni  période  ni  diagonale 
répétée.  Dans  ce  cas  la  1.r«  horixontale  se  compose  à  yo- 
lontéj  et,  comme  elle  comprend  n*  termes,  on  aura 
pour  ce  cas  (1, 2,  3. . .  n*)  (»• — Su). 

Ajoutant  ces  différons  produits,  on  obtiendra,  pour 
toutes  les  combinaisons  du  l.^r  tableau  ,2  (1 , 2, 3. . .  n'— 1) 
+2(1,  2,  3. . .  n)  (1,2,  3. . .  »»— «)A+2B(1,2, 3...  n)*^* 
+(1, 2, 3. . .  n»)  (»•— 3/t)=:S. 

On  doit  prendre  garde  de  décomposer  arbitrairement  les 
indices,  ce  qui  donnerait  lieu  à  de  graves  erreurs: 
par  exemple,  n*-— n  est  un  indice;  mais, si  on  le  mettait 
sous  la  forme  n  •  (n —  1),  et  si  l'on  écrirait  (1^  2, 3. . .  n) 
(  1,  2,  3. . .  ii.(/i— 1)=(1, 2,  3. . .  7i)»(«— 1),  on  serait  loin 
d'ayoir  un  résultat  convenable  :  car,  soit  n*  =25,  et  par 
conséquent  n=5 ,  l'on  a  (1 , 2,  3. . .  n)=1 , 2,  3,  /l,  5=1 20, 
qu'il  faut  multiplier  par  (1,  2, 3. . .  »*—«),  ou  par  (1,  2, 
3. . .  n*(n— •1)=!,  2, 3. . .  20,  ce  qui  donne  un  nombre 
considérable  ;  tandis  que  (1 , 2, 3. . .  n)  *  (/^^1)  ne  présente 
que  le  nombre  120*«4=:576ûO.  Ainsi,  de  ce  que  n*— » 
peut  se  mettre,  dans  la  parenthèse,  sous  la  forme  n^  {n — 1  ), 
il  ne  s'ensuivrait  pas  qu'on  put  séparer  ces  (acteurs,quoique 
cela  parut  conforme  à  la  tègle  des  produits  algébriques. 

Le  2.^  tableau  aura  la  même  formule  que  le  premier;mais 
il  ne  £Bàut  pas  que  les  périodes  soient  dans  le  même  sens^ 
ou  que  les  mêmes  diagonales  soient  répétées.  On  examinera 
donc,  p#ur  chaque  cas ,  ce  que  l'on  doit  modifier.  Ainsi, 
par  exemple ,  si  le  l.^r  tableau  a  la  1.^^  diagonale  répé- 
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tée ,  le  %^  tableau  aura  toutes  les  combinaisons  de  5 , 
moins  celles  qui  se  rapportent  à  cette  l.^^  diagonale  :  d'où 
il  suit  qu'on  prendrait,  pour  ce  cas ,  et  pour  le  %^  tableau, 
S'=(l,2,  3. .  "n»— 1)+2(1,2,  3^»)  (1,2,  3...ii.(n— 1)A 
+2B  (1 , 2,  3. . .  «)"+*+  (1 1 2,  3. . .  n*)  (n*— 3n)-  Cette  va- 
leur de  S' serait,  dans  la  présente  supposition,  et  pour 
aroir  toutes  les  combinaisons  du  carré  magique  simple, 
à  multiplier  par  (1,2,  3. . .  n'— 1  ).  On  agirait  de  môme 
dans  tous  les  autres  cas. 

n  est  ÊLcile  d'obtenir  une  des  combinaisons  de  B,  ou 
l'un  de  ses  systèmes  :  ainsi ,  pour  les  périodes  de  5  termes, 
ayant  pris  au  hasard  1 ,  2,  2/1^  22 ,  16,  on  pourra  choisir 
3,  4,  25, 13,  20. ..  5,  6,  23, 10, 21. . •  7,  8,  19,  14, 17. 
Les  5 nombres  restans  compléteront  le  système,  et  donnent 
9, 11, 12, 15, 18=65,  yaleur  de  chaque  période. 

ARTICLE  PREMIER. 

GAaai  DB  9  simple. 


Soit  supposé  le  \.^  tableau  à  périodes  ea  verticale,  et 
par  conséquent  que  la  2.^  horisontale  commence  par  le  ft.^ 
ou  7.e  terme  de  la  première;  soit  aussi  supposé  le  2.^  ta- 
bleau avec  la  2.®  diagonale  répétée  :  il  faut,  dans  ce  cas ,  que 
le  l.e^  le  4.e  et  le  7.®  termes  de  la  l.re  horiiontJ^  aient 
pour  somme  15;  il  en  doit  être  de  même  pour  les  2.®,  5.^ 
et  8.e  termes ,  ainsi  que  pour  les  3.«,  6.®  et  9.®.  On  a  vu 
que  le  produit  applicable  au  1.^  tableau,  pour  le  cas  que 
Ton  considère,  était  B (1, 2, 3. . .  n)**"* ;  ici  »==8a. .  »+1 
=  4. .  .(1,2,3. . .  n>=1,  2,  3=6:  onauradonc  6*=1296, 
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etpoorle  prûdnit,  1296B.  H  s'agît  die  déterminer  E;  or 
on  a  va  que  A,  potir  9  de  radne,  avait  8  combinaisons, 
aayoir:  1,5, 9. . .  t,  6,  8. .  .2,  4,9.. -2,5,  8. .  .2,  6,  7. .  • 
3,  4, 8.. .3, 5,7.. .4,  5,  &Pour  avoir  B,  il  fiiat,sarces8 
périodes^  en  trouver  3  dans  lesquelles  ne  se  rencontrenl 
pas  les  mêmes  nombres;  et  même  il  suffit  de  deux,  puis- 
que la  3.6  suit  nécessairement. 

Soit  1,5,  9,  l'une  d'elles  :  on  voit  sur  le  champ  que 
1 ,  6,  8,.  •  2, 4,  9. . .  2,  5, 8 ,  ne  peu^nt  faire  partie  des 
deux  autres,  puisqu'il  y  a  nombres  répétés  avec  la  pre- 
mière. Soit  2, 6, 71a  seconde  période  :  il  ne  restera,  comme 
cela  doit  être,  que  3,4,8  pour  la  3.«  Si  l'on  suppose 
1,6,8  pour  la  l.^e  période,  la  seconde  ne  sera  ni  1 , 5, 9, 
ni  toute  autre  où  entrent  les  nombres  1,  6  et  8.  Il  ne  reste 

«le  2,  4,  9  et  3,  5,  7*  Il  ne  peut  y  avoir  que  ces  deux 
sternes,  puisque  l'unité  doit  en  &ire  partie,  et  qu'il  n'y  a 
que  deux  combinaisons  où  entreTunité  t  donc  B=2.  Ainsi 
le  l.ei'  tableau  aura  pour  le  cas  particulier  de  période  en 
verticale,  2.1296=2592. 

Quant  au  2.«  tableau,  comme  il  y  aura  8  nombres  qui 
peuvent  s'arranger  à  volonté,  et  que  le  moyen  a  sa  place 
déterminée,  l'on  peut  combiner  ces  8  nombres  de  (  1 ,  2, 
3. ...  8)  manières  =:  40320,  nombre  qui,  multiplié  par 
2592,  produit  104,509,440  combinaisons  pour  le  cas  par- 
ticulier dont  il  s'agit. 

On  pourra  toujours  considérer  la  2.^  horizontale  du  1.^' 
tableau  comme  commençant  par  le  terme  de  rang  «  -f-  1 
de  la  première  :  car  il  n'y  aurait  pas  plus  de  combinabons 
en  commençant  par  le  terme  des  rangs  2n  +  1. . . .  3  » 
+ 1 etc.,  attendu  qu'elfes  sont  toutes  comprises  dans 
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la  formule  propre  au  cas  qae  l'on  considère,  saToir  : 
B(1,  2,  3. . .  n ) ^'  (  1,  2, 3. . .  «•  — 1  )• 

La  seule  attention  sera  donc,  après  avoir  placé  les 

termes  de  Tune  des  périodes  aux  rangs  1 , 1  -f-  '^ 

1  -f-  (/i — 1  )n,  de  mettre  les  termes  de  la  2.®  aux  rangs 

2,  2+  n, 2  + 2/1 2  +  (/i  —  1)«n;puis  les  termes  de 

la 3.eaux rangs  3, 3  +  n,  3  +  2/i 3  +  (n~1  )n,  La 

dernière  sera  aux  rangs  n^  2/1,  3  re. .  • .  n^  Ici  n'=:/i  + 
(»  — 1  ).  /i=:rt  +  fi*— fi,  ce  qui  doit  être  en  effet. 

La^ figure  19,  planche  II,  donne  le  carré  de  9  de  racine 
pour  le  cas  dont  on  s'occupe  ici*  On  voit  que  les  périodes 

3,  7,  5.  ..6,8, 1...4,9,2  =  t5formenirundes  deux 
systèmes  de  B. 

Ce  que  l'on  Tient  de  dire  pour  le  cas  oii  n  =r  3  s'applique 
à  tous  ceux  où  n  est  plus  grand»  Toute  la  difficulté  consj||||| 
à  trouver  A  :  car  B  peut  s'en  déduire  en  procédant  arec 
ordre. 

Yoici  les  tableaux  du  carré  de  9  pour  la  figure  19,  et 
en  commençant  la  2.^  ligne  par  le  4.^  terme  de  la  pre- 
mière. 

3  6  4  7  8  9  512  /72  27    0  18  9  45  63  54,36 

7  8  9  5  12  3  6  4  [  27    0  18  9  45  63  54  36  72 

5 15  1  2  3  6  4  7  8  9  ^  I  0  18  9  45  63  54  86  72  27 

S  ]3  6  4  7  8  9  5  1  2  |  118  9  45  63  54  36  7227    0 

g  <  7  8  9  5  1  2  3  6  4  5  <  9  45  63  54  36  72.27   0  18 

J5  1  2  3  6  4  7  8  9  ^  l45  63  54  36  72  27    018  9 

f364789512  ^16354367227    0  18  9  45 

7895  12364  154  36  72  27   018  9  45  63 

15  12  3  6  4  7  8  9  1 36  72  27   0  18  9  45  63  54 
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Supposant,  dans  le  l.^r  i^bleau,  que  la  1.'®  diagonale  soit 
périodique ,  et  que  le  2«»  tableau  ait  périodicitë  à  la  2.^  dia- 
gonale, chaque  période  yaut  65;  mais  oi^pi  que  la  for- 
mule y  pour  le  cas  de  périodicité  Oa  diagonIR,  était  (1,29 

3 n )  1^1 ,  2,  3. . . .  n  •  (n—  1  )1  A  :  on  aura  donc  pour 

le  carré  magique,  4ans  le  cas  actuel,  ^  (  1 ,  2,  3 n) 

[(  1 ,  2,  3 «•(n— 1  )]  A  }»;  et,  comme  A=1393,  on 

aura  ici   {(1,2,3,4,5)  (1,2,  3 20)  1393  }•= 

(120*  720  •  5040  •  360  •  360  .  1860480  •  1393)%  nombre 
prodigieux  =  (2591648640  •  156920924160000)';  et  ce 
nombre,  tout  grand  qu'il  est,  n'a  lieu  que  pour  un  cas 
particulier  du  carré  simple  de  25. 

n  faut,  dfflisle  l.er  tableau,  que  les  1  .^,  6.^,1 1.®,  16.®  et 
21  «^  termes  de  la  1  .^^  horizontale  donnent  65  pour  somme , 
et  l'on  commencera  la  2.»  horizontale  parle  5.®  terme  de  la 
première.  On  pourrait  aussi  commencer  par  les  10.^  15.® 
ou  20.<^;  mais  il  suffit  de  considérer  le  cas  ou  l'on  com- 
mence par  le  5.<^,  parce  qu'au  moyen  de  toutes  les  combi^ 
naisons  comprises  dans  la  formule ,  ce  qpmb're  de  combi- 
naisons ne  serait  pas  augmenté,  en  commençant  par  un 
autre  terme  que  le  5.® 

Quant  au  2.e  tableau ,  il  faudra  que  les  5.<^,  lO.e,  1 5.©,  20.® 
et  dernier  termes  de  la  1 J^  horizontale  donnent  1 500  pour 
somme  :  car  chaque  ligne  se  compose  de  la  suite  des 
nombres  0, 25,  50. . . .  600;  et,  à  cause  de  0,  on  ne  consi- 
dère que  24  termes  à  sommer,  dont  le  ^•^  est  25,  et  le 
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dernier  600>  ce  qui  donne  625  •  12,  et  pour  chaque  pé* 
riode  «^=125  .  12=  1500.  Il  faut  de  plus,  d'après  ce 
qui  a  été  dit,  que  la  2,®  ligne  commence  par  les  termes  des 
7.«,  12.e,  17.e  ou  22.e  rangs  de  la  1  /^  horizonUle;  et  il  suffit 
encore  de  considérer  le  seul  cas  où  l'on  commence  par  le 
Ifi*  Si  Ton  choisit  dans  Pun  ou  dans  l'autre,  ou  dans  les  deux 
tableaux  des^tebres  d'autres  rangs  que  le  5,^  ou  le  7.^, 
pourvu  qu'ilssoient  de  l'un  des  rangs  convenables ,  il  y 
aura  toujours  périodicité  en  diagonale  :  c'est  ce  qu'on  a  lait 
pour  obtenir  le  carré  (Jigure  20,  planche  III  ).  Voici  les  deux 
premières  lignes  de  chaque  tableau  ;  les  autres  se  corn* 
posent  de  la  précédente,  concune  la  2*»  horisontale  de  la 
première. 
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S    2. 

L.4  RACINE  EST  COMPOSÉE  DE  DEUX  OU  PLUS   DE  FACTEURS 
PREMIERS. 

Les  carrés  dont  la  racine  est  composée  de  plusieurs  ac- 
teurs premiers  penventaToir  des  diagonales  répétées.  Ces 
diagonales  y  aussi  bien  que  les  yerticales  ou  les  horizon- 
tales, sont  aussi  susceptibles  de  périodes;  mab  ces  carrés 
diffèrent  de  ceux  dont  la  racine  est  un  carré ,  en  ce  qu'ils 
peuvent  avoir  des  périodes  de  plusieurs  espèces,  dont  le 
nombre  de  termes  serait  égal  à  celui  de  chaque  facteur, 
et  même  du  produit  des  &cteurs  2  à  2,  3  à  3. . .  n-^i  à 
n — 1 ,  si  le  nombre  des  facteurs  est  n  ;  et  de  plus  on  peut 
avoir  période  dans  plusieurs  lignes  à  la  fob ,  en  commen- 
çant la  2.6  horizontale  par  un  terme  déterminé  de  la  pre- 
mière* On  va  donner  plusieurs  exemples,  pour  ne  rien 
laisser  à  désirer  sur  ce  genre  de  carrés. 
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n  &ut  examiner  ce  qui  arrivera  lors  des  différentes 
suppositions  pour  le  commencement  de  la  2,^  hori- 
zontale. 

D'abord,  si  l'on  commence  par  le  2.^  ou  le  dernier 
terme  de  la  \.^^  ligne,  l'une  ou  l'autre  des  diagonales  sera 
répétée.  On  va  supposer  que  la  \J^  ligne  comprend  la  sé- 
rie naturelle  par  ordre. 

Si  par  le  3.^  terme,  la  verticale  n'aura  que  2  pour  diiP 
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fiSrence  i  ainsi  point  de  période;  la  1/^  diagonale  aura  4 
pour  2fi  terme  ;  et ,  la  différence  étant  3,  il  y  aura  période 
de  5  termes;  la  2.«  diagonale  n'aurait  que  l'unité  pour  dif- 
férence :  ainsi  point  de  période. 

Si' par  le  4.^,  la  verticale  ou  llioriconCale  a  période 
de  5  nombres;  les  diagonales  n'en  ont  point* 

Si  par  le  5.®,  la  1  je  diagonale  aura  6  pour  2.e terme, 
et  5  pour  différence  :  donc  période  de  3  termes  ;  la  2«® 
diagonale  aura  3  pour  2.^  terme  et  pour  différence  :  donc 
période  de  5  termes.  Il  n'y  en  a  point  en  verticale. 

Si  par  le  6.^5  la  verticale  aura  5  pour  différence,  et  pé- 
riode de  3  termes.  On  ne  parlera  plus  de  période  en  ho- 
rizontale :  elles  peuvent  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  les 
verticales  en  sont  composées;  ce  n'est  que  changement 
de  lignes  l'une  dans  l'autre.  La  l.*"^  diagonale  aura  pé- 
riode de  5»  son  2.^  terme  étant  7,  et  sa  différence=^ ,  mul- 
tiple de  3. 

Si  par  le  7.«:  verticale  avec  période  de  5;  2.^  diagonale 
avec  période  de  3. 

Si  par  le  8.®  :  2.^  ^gonàle ,  période  de  5. 

Si  par  le  9.®  :  l.'f®  diagonale,  période  de  5. 

Si  par  le  10.^:  verticale,  période  de  5;  l.i*®  diagonale , 
période  de  3. 

Si  par  le  11 .®  :  verticale ,  période  de  3  ;  2.«  diagonale , 
période  de  5. 

Si  par  le  12.^  :  1.1*6  diagonale ,  période  de  5;2.e  diago- 
nale, période  de  3. 

Si  par  le  1 3.e  :  verticale ,  période  de  5. 

Enfin,  si  par  le  14.e  :  2.^  diagonale,  période  de  5* 

TOM.    I.  18 
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Donc ,  en  mettant  par  ordre,  on  aura ,  si  l'on  commence 
la  2.®  horizontale 

par  es    .         .       "U/e diagonale,      période  de  5. 
mes  de  la  prenuère.  ) 

par  les  4«c  et  13.®. . .  verticale  y  période  de  5. 

par  les  8.^  et  14.o. . .  2.®  diagonale ,      période  de  5. 

parles  5.e  et  12... ....  diagonales ,  {*^^^7*^ 

1     fie    fine     i  verticale  et  iJ^j  période  d^espèce 

*^  '       l     diagonale ,      (    diflérente. 

,     „  ^^      (  verticale  et  2.«(  période  d'espèce 

par  les  7.^  et  U.c.  <      ,.  ,         <      -k^,      ^     *^ 

*^  i    diagonale  y       (     «iiierenle. 

n  suit  de  ce  qui  précède  que  chacune  des  diagonales 
et  la  verticale,  prises  isolément,  peuvent  avoir  période 
composée  d'autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plus 
grand  fiicteur;  mais  que ,  prises  2  à  2,  ces  lignes  auront 
des  périodes  différentes. 

Le  2.^  tableau  aura  les  mêmes  périodes  que  le  1.^  : 
il  fiiudra  donc  éviter^  lors  de  sa  formation ,  de  commencer 
la  2.e  ligne  de  manière  à  avoir,  dans  ceDes  de  même  déno- 
mination des  deux  tableaux,  les  mêmes  périodes  :  car  il  j 
aurait  des  nombres  répétés  dans  le  carré  magique. 

On  voit  sur  le  champ  si  les  lignes  peuvent  avoir  des 
périodes ,  et  leur  nature.  Il  suffit  des  deux  premiers  termes 
de  l'horizontale,  ou  mieux  de  la  verticale.  Ainsi,  par 
exemple,  l'unité  £iisant  partie  de  ce?  deux  termes,  que 
la  2.0  horizontale  conmience  par  7,  la  différence  en  ver* 
ticale  sera  6,  qui  est  multiple  de  3  :  il  j  aura  donc  pé- 
riode de  5  termes  en  verticale.  Dans  le  même  cas  la  l.*^ 
diagonale  aurait  8  pour  2.e  terme;  la  diffémnce  serait  7, 
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qni  n'est  multiple  ni  de  3,  ni  de  5  :  ainsi  point  de  période* 
Quant  à  la  Z^  diagonale,  ses  deux  premiers  termes  seront 
25  et  5,  dont  la  différence  est  5  :  ainsi  cette  diagonale 
aura  période  de  3.  La  différence ,  lorsqu'on  est  au  dernier 
terme,  ne  s'établit  pas  par  soustraction;  elle  est  simple- 
ment le  nombre  même  après  le  dernier. 

n  reste  à  (aire  en  sorte  que  les  périodes  aient  la  somme 
exigée*  Bans  le  cas  de  la  racine  1 5,  la  période  de  5  termes 
doit  avoir  40  pour  somme,  et  celle  de  3  termes  doit  aroir 
24.  En  effet  8  est  le  moyen  i  donc  5*8=40,  et  3  •8=:24. 
On  yerra  (/%;  21,  pL  II)  le  carré  de  15.  lies  tableaux 
qui  j  ont  donné  lieu  sont  les  suivans. 

Pans  le  1*^^  de  ces  tableaux  Fhorizontale  1/®  est  for- 
mée ayec  les  15  premiers  nombres  dans  l'ordre  6,  2, 3,  4, 
5,  1,  7,  8,9,  10,  11,  12,  13,  14,  15.  La  2.e  horizontale 
commence  par  le  3.«  ternie;  mais,  la  1.'®  diagonale  ayant 
période  de  5,  il  faut  que  les  1.®'*,  4.«,  7.%  10.«  et  13.e 
termes  de  la  l.r«  horizontale  fassent  40;  et,  en  effet, 
6+4  +  7  +  10+13=40. 

Le  2.etableaa  a  pourlj®  horizontale  les  nombres  deO  à 
210,  tous  multiples  de  15,  dans  l'ordre  0, 15,  30,90, 60, 
45, 120, 105, 75,  135, 150, 165, 180, 195, 210.  La  seconde 
horisontale  commence  par  le  4.^  teriiie  de  la  l.^'c,  et  il  y 
a  période  de  5  en  Terticale.  Il  fout  donc  que  les  1.^^  4*^ 
7.«,  ie«e  et  13*«  de  la  L^»  horiaoatale  fisissent  525  :  car  le 
moyen  est  105=2^^  et  5*105=525  :  en  effet  0+  90+ 
120  +  135  +  180=525. 

On  peut  avoir  périodicité  en  horizontale  au  lieu  des  rer- 
ticales;  et  l'un  des  tableaux  peut  avoir  périodicité  dans 
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l'une  de  ces  lignes,  et  l'autre  dans  la  ligne  de  dénomiBa- 
tion  différente. 

Il  est  possible  de  calculer  les  combinaisons  qui  se  rap- 
portent à  chaque  cas;  mais  il  &ut  fiiire  attention  que  dans 
la  périodicité  en  horizontale  ou  en  verticale  il  est  néces- 
saire j  nonrseulement  que  la  période  ait  la  somme  voulue, 
mais  encore  que  les  autres  termes  soient  disposés  de  ma- 
nière à  former  cette  même  somme  de  5  en  5.  Ainsi  le 
2.e,  le  5.e,  le  8.%  le  11. e  et  le  14.«  doivent  faire  525;  et, 
en  effet,  15  +  60  +  105  +  150+  195=  525  :  d'où  H  suit 
que  les  3.^^  6.^,  9.®,  12.^  et  IS.^  ont  cette  même  sonune. 
Reste  à  calculer  B,  ou  les  systèmes  de  combinaisons  tirés 
de  A,  de  telle  manière  que  3  périodes  de  5,  sur  les  15 
premiers  nombres ,  ne  comprennent  pas  de  termes  égaux  : 
il  fiiut  donc  connaître  A  pour  eu  déduire  B  ;  quant  au 
premier  tableau,  il  suffirait  de  déterminer  A* 

Le  1.^  tableau  donnera (1,2,  3. . .  10)  <1,2^  3,  4, 5}  A: 
car  chaque  période  s'arrange  de  (1, 2, 3,  ft,  5)  manières» 
les  nombres  restans  sont  15 — 5=:  10,  et  s'arrangent  de 
(1,  2,  3. . .  10)  Ceiçous.  a  est  le  nombre  de  périodes  de  M 
qu'on  peut  &ire  avec  les  15  premiers  nombres. 

Le  2.®  tableau,  aérant  période  de  5  en  verticale,  aura 
d'abord  (1,  2,  3,  4, 5)  pour  les  arrangemens  de  chaque  pé- 
riode; et,  comme  il  y  en  a  3,  on  aura  (1,2,  3,4,  5)*«  Or 
ces  trois  périodes  peuvent  avoir  entr'eHes  1,2, 3=s:  6 ar- 
rangemens :  on  aura  donc  pour  le  second  tableau  6B  (1, 
2,  3,  4,  5)*;  et  en  tout,  en  multipliant  les  combinaisons 
de  chaque  tableau,  6  AB  (1,  2,  3,  4, 5)*  (1^  2,  3. .  JO). 
Reste  à  calculer  A  et  B. 

Voici  les  combinaisons  dont  sont  susceptibles  les  15 
premiers  nombres  5  à  5  pour  obtenir  40. 


CAItHÉ  DB  15.  277 

8  «  15  /  7  11  15 

9  13  15  (   7  12  14 
1  2  ^10  12  15  I  8  10  15 

'10  13  14  ,.J8  1114 

^t1  t2  14  '  ''  \  8  12  13 

7  14  15  19  10  14 

8  13  15  1  9  t1  13 

9  12  15  \10  11  12 
1  3  <  9  13  14 


1  4 


10  11  15 

10  12  14 

Itl  12  13 


8    9  15 

8  10  14 
I  7  {  8  11  13 

9  10  13 

6  14  15  V  9  11  12 

7  13  15 

8  12  15  1  8      9  10  12 

8  13  14               GombinaisoBS  où  entre  1*0- 
9"  15  nité (48) 

9  12  14 
10  11  14 

110  12  13 

6  13  15  /  6  14  15 

7  12  15  l  7  13  15 

7  13  14  I  8  12  15 

8  11  15  „  ,  /  8  13  14 
1  5  <  8  12  14  '^  *  \  9  11  15 

9  10  15  J  9  12  14 
9  11  14  110  11  14 
9  12  13                            (10  12  13 

ilO  1113 
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2  1 


25 


2  6 


5  14  15 

6  13  15 

7  12  15 

7 13  n 

8  11  15 

8  12  14 

9  10  15 
9  11  14 
9  12  13 

\10  11  13 

6  12  15 

6  13  14 

7  11  15 

7  12  14 

8  10  15 
8  11  14 

8  12  13 

9  10  14 
9  II  13 

ilO  11  12 

7  10  15 
7  11  14 

7  12  13 

8  9  15 
8  10  14 

8  11  13 

9  10  13 
9  U   12 


8  9  14 
8  10  13 

8  11  12 

9  10  12 
9  10  11 

GombinaisoDS  où  2  est  le  plus 
petit  nombre. (41) 


2  7 


28 


3  4 


3  5 


5  13  15 

6  12  15 

6  13  14 

7  11  15 

7  12  14 

8  10  15 
8  11  14 

8  12  13 

9  10  14 
9  11  13 

\10  11  12 
6  11  15 

6  12  14 

7  10  15 
7  11  14 

7  12  13 

8  9  15 
8  10  14 

8  11  13 

9  10  13 
9  11  12 


GAKBé   DE   15^ 


279 


Sestlephis 
(31) 


7  8  15 
7  9  14 
7  10  13 

7  11  12 

8  9  13 

8  10  12 

9  10  11 
8  9  12 
8  10  11 

Cenobiiudsoas  où  4  est  le  plu 
petit  nonabre. (19) 


4  6 


4  7 


4  5 


6  10 
6  11 

6  12 

7  9 
7  10 

7  11 

8  9 
8  10 

8  11 

9  10 


15 
14 
13 
15 
14 
13 
14 
13 
12 
12 


7    8  14 

7  9  13 
5  6  ^  7  10  12 

8  9  12 
8  10  11 

5  7       8    9  11 
Combinaisons  où  5  est  le  plus 

petit  nombre (6) 

6  7       8    9  10 
Combinaison. (1) 


En  tout  141  manières  de  former  période  de  40  arec  5 
nombres  sur  les  15  premiers  :  donc  A  =  141  ;  mais  B  est 
plus  considérable.  Pour  le  calculer,  on  agira  comme  il 
suit: 

Puisque  toutes  les  rerlicales  sont  périodiques,  et  que 
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tous  les  nombres  doivent  se  trouver  dans  les  3  périodes,  il 
est  d'abord  inutile  de  chercher  la  3.^  période  lorsqu'on 
en  connaît  deux,  attendu  que  cette  3.^  période  comprend 
les  nombres  qui  ne  font  point  partie  des  deux  autres.  On 
comparera  donc  les  premières  périodes  de  A  avec  celles 
qui  ne  contiennent  pas  de  nombres  communs^  et  l'on  ob- 
tiendra les  premiers  systèmes  de  B*  Il  y  a  plus  :  il  suffira  de 
comparer  les  périodes  qui  contiennent  l'unité  à  celles  qui 
ne  la  renferment  pas ,  sans  s'occuper  de  la  comparaison 
des  périodes  qui  n'ont  pas  Funité  avec  les  autres  qui  en 
sont  aussi  privées,  attendu  que  la  3.®  période ,  renfermant 
nécessairementl'unité ,  serait  une  de  celles  qui  ont  d'abord 
servi  de  comparabon  :  il  y  aura  donc  seulement  les  43 
premières  périodes  à  prendre  comme  l'une  des  3  qui  cons- 
tituent un  des  systèmes  de  B.  Enfin  une  observation  abré- 
gera encore  les  recherches  :  si  la  période  de  comparaison 
contient  J  et  2  ^  il  suffit  d'examiner  celles  qui  commencent 
par  3,  sans  recourir  à  celles  dont  le  premier  terme  est  4, 
5  ou  6  :  car,  ou  ces  trois  derniers  nombres  feront  partie  de 
la  2*^  période,  et  par  conséquent  ne  peuvent  être  que  re- 
jetés ^  puisque  cette  2.^  période  a  été  prise  en  considéra- 
tion ;  ou  ces  trois  nombres  n'entrent  pas  dans  la  2.^  période , 
et,  par  suite,  entrent  dans  la  3.^,  quil  est  inutile  de  re- 
chercher. Par  la  même  raison ,  lorsque  2  n'entre  pas  dans 
la  période  de  comparaison^  dont  l'unité  fait  toujours  partie, 
il  ne  faut  chercher  la  2.^  que  parmi  celles  qui  commencent 
par  2  :  car,  après  avoir  épuisé  celles-ci ,  en  recourant  à 
celles  dont  2  ne  £iit  pas  partie ,  on  retomberait  nécessa^;- 
rement  sur  celles  où  entre  2. 
D'après  ces  considérations  Ton  détermine  B  fiicilement 


CARR1§   DE   15.  281 

et  sans  tAtonnement  On  mettra  toujours  isolément  la 
période  qui  contient  l'onité,  et  qui  est  la  première,  ou 
celle  de  comparaison;  l'on  snirra  l'ordre  des  périodes 
de  A. 

Ge  qoi  est  dit  ici  doit  être  appUqaé,  sauf  les  modifica- 
tions suggérées  par  les  difiérens  cas,  à  la  redierche  de  B. 
n  j  aura  toujours  à  calculer  A;  et,  malgré  les  abréria* 
tions  dont  ce  calcul  est  susceptible ,  il  iaut  ayouer  qu'à 
défaut  de  formule  générale  on  est  souvent  rebuté  par 
les  longueurs  qu'on  est  obligé  de  supporter.  Au  reste  il 
est  moins  intéressant  de  connaître  la  somme  des  combi- 
naisons de  A  que  de  pouroir  en  obtenir  à  volonté,  et  c'est 
ce  qu'on  peut  toujours  fidre. 

Passant  aux  valeurs  de  B,  on  aura ,  pour  le  cas  dont  il 
s'agit  ici  : 

t  2    8  14  15        t  2    9  13  15        1  2  10  12  15 

3  a  9  11  13  3  4  7  12  14  3  4  6  13  14 

â  4  10  11  12  3  4  8  11  14  3  4  8  11  14 

3  5  7  12  13  3  4  10  11  12  3  4  9  11  13 

3  5  9  10  13  3  5  6  12  14  3  5  7  11  14 

35  9  11  12  3  5  7  11  14  3  5  8  11  13 


36 

7  11  13 

35 

8  10  14 

36 

8    9  14 

36 

9  10  12 

33 

9  11  12 

3  6 

7  11  13 

37 

9  11  10 

36 
36 

3  7 

7  10  14 

8  11  12 
8  10  12 

37 

8    9  13 

2S2 


1  2  10  13  14  12  11  12  14 


3  4 
3  4 
3  5 
3  5 
3S 
36 
36 


6  12  15 

7  11  15 

6  11  15 

8  9  15 

9  11  12 

7  9  15 

8  11  12 


34 
34 
3  5 
3  5 
85 
36 
36 
87 


5  13  15 
8  10  15 

7  10  15 

8  9  15 

9  10  18 

7  9  15 

8  10  18 
8    9  13 


En  tout  41  systèmes  de  périodes  dans  l'une  desqueDes 
se  troorent  1  2. (41) 


13  7  14  15 

2  4  9  12  lé 
2  4  10  11  13 
2  5  8  12  13 
2  5  9  11  13 
2  5  10  11  12 
2  6  8  11  13 
2  6  9  10  13 
2  6  9  11  12 
2  8  9  10  11 


1  3  8  13  15   1  3  9  12  15 


2  4  9  11  14 
2  5  7  12  14 
2  5  9  10  14 
2  5  10  11  12 


26 
26 
27 


7  11  14 
9  11  12 
9  10  12 


24 
24 
25 
25 

26 
26 
26 
27 


7  13  14 
10  11  13 

6  13  14 

8  11  14 

7  11  14 

8  10  14 
8  11  13 
8  10  13 
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13    9  13  M 

1  8  10  12  14 

2  4    7  12  15  • 

2  4    6  18  15 

2  4    8  11  15 

2  4    8  11  15 

2  5    6  12  15 

25    7  11  15 

2  5    ^  11  15 

2  5    9  11  13 

2  5    8  10  15 

2  6    8    9  15 

2  5  10  11  12 

2  6    8  11  13 

2  6    7  10  15 

2  7    8  11  12 

1  3  10  11  15 

1  3  11  12  13 

2  4    7  13  14 

2  4    5  14  15 

2  4    8  12  14 

2  4    9  10  15 

2  4    9  12  13 

2  5    8  10  15 

2  5    6  13  14 

2  5    9  10  14 

2  5    7  12  14 

2  6    7  10  15 

2  5    8  12  13 

2  6    8    9  15 

2  6    7  12  13 

2  6    8  10  14 

2  7    8    9  14 

2  7    8    9  14 

En  tout  54  systèmes  de  périodes  dans  l'une  desquelles 

sont  comnris  1  3 

(54) 

^^^mMW     ^^^^mmm^i^m  *fc#         •          ^^»     ••■••••• 

\v-w/ 
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14    6  14  15 

14    8  13  14 

1  4  10  11  14 

2  3  10  12  13 

2  3    9  11  15 

2  3    7  13  15 

2  5    8  12  13 

2  5    6  12  1^ 

2  3    8  12  15 

2  5    9  11  13 

2  5    7  11  15 

2  5    6  12  15 

2  5  10  11  12 

2  5  10  11  12 

2  5    8  10  15 

2  7    8  10  13 

2  6    7  10  15 

2  6    8    9  15 

2  7    8  11  12 

2  6    9  11  12 

26    7  1Ï13 

2  7    9  10  12 

2  7    9  10  12 

2  5    8  12  13 

2  8    9  10  11 

14    7  13  15 

14    9  11  15 

1  4  10  12  13 

2  3    9  12  14 

2  3    8  13  14 

2  3    6r  14  15 

2  3  10  11  14 

2  3  10  12  13 

2  3    9  11  15 

2  5    8  11  14 

2  5    6  13  14 

2  5    7  11  15 

2  5    9  10  14 

2  5    7  12  14 

2  5    8  11  14 

2  5  10  11  12 

2  5    8  12  13 

2  6    8    9  15 

2  6    8  10  14 

2  6    8  10  14 

2  6.  7  11  14 

2  6    9  11  12 

2  6    7  12  13 

2  7    8    9  14 

2  8    9  10  11 

2  7    8  10  13. 

14    8  12  15 

1  4  9  12  14 

En  tout  57  sys- 

2 3  10  11  14 
2  5    6  13  14 
2  5    9  10  14 
2  5    9  11  13 
2  6    7  11  14 

2  3  7  13  15 
2  5  7  11  15 
2  5  8  10  15 
2  6  7  10  15 
2  68  11  13 

tèmes  de  pério- 
des  dans    l'âne 
desquelles    sont 
1  4 (57) 

2  6    9  10  13 

2  7  8  10  13 

- 
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15 

6  13  15 

1  5 

8  11  15 

15    9  11  14 

23 

9  12  14 

23 

9  12  14 

2  3    7  13  15 

2  3  10  t1  U 

2  3  10  12  13 

2  3    8  12  15 

24 

8  12  14 

24 

7  13  14 

2  3  10  12  13 

24 

9  11  14 

24 

9  12  13 

2  4    6  13  15 

27 

8    9  14 

26 

7  12  13 

2  4    7  12  15 

27 

8  11  13 

26 

9  10  13 

26    7  10  15 

27 

9  10  12 

27 

9  10  12 

2  6    7  1213 

28 

9  10  11 

2  7    8  10  13 

1  5 

7  12  15 

1  5 

8  12  14 

15    9  12  13 

2  3 

8  13  14 

23 

7  13  15 

2  3    6  14  15 

2  3  10  11  14 

23 

9  11  15 

2  3  10  11  14 

24 

9  11  14 

24 

6  13  15 

2  4    8  11  15 

2  4  10  11  13 

24 

9  10  15 

2  6    7  10  15 

26 

8  10  14 

2  4  10  11  13 

2  6    7  11  14 

26 

8  11  13 

26 

7  10  15 

2  6    8  10  14 

26 

9  10  13 

26 

9  10  13 

28 

^10  11 

1  5 

7  13  14 

1  5 

9  10  15 

1  5  10  11  13 

23 

8  12  15 

23 

8  13  14 

2  3   «  14  16 

23 

9  11  15 

2  4 

7  13  14 

2  3    8  12  15 

24 

8  11  15 

24 

8  12  14 

2  3    9  12  14 

24 

9  10  15 

26 

7  11  14 

2  4    7  12  15 

26 

8    9  15 

2  6 

7  12  13 

2  4    8  12  14 

26 

9  11  12 

26 

8  11  13 

2  6    8    9  15 

28 

à 

9  10  11 

27 

8  11  12 

2  7    8    9  14 
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En  toat  65  systèmes  de  périodes  < 

lont  l'one  contient 

1  5. 

(65î 

1    6    7  11  15 

•  •  •     y*'*'/ 

9  11  13 

1    6    8  11  14 

1    6 

2    3    8  13  14 

2    3    7  13  15 

2    3 

8  12  15 

2    3    9  12  14 

2    3  10  12  13 

2    4 

5  14  15 

2    3  10  12  13 

2    4    7  11  15 

2    4 

7  12  15 

2    4    8  12  14 

2    4    9  10  15 

2    4 

8  12  14 

2    4    9  12  13 

2    4    9  12  13 

2    5 

8  10  15 

2    5    9  10  14 

2    7    9  10  12 

2    5 

7  12  14 

2    5    8  12  13 

1    6    8  12  13 

1    6  10  11  12        1 

1    6    7  12  14 

2    3    9  11  15 

2    3 

7  13  15 

2    3    9  11  15 

2    3  10  11  14 

2    3 

8  13  14 

2    4    8  11  15 

2    4    5  14  15 

2    4 

5  14  15 

2    4    9  10  15 

2    4    9  10  15 

2    4 

7  13  14 

2    4  10  11  13 

2    4    9  11  14 

2    7 

8    9  14 

2    5    8  10  15 
2    5    9  11  13 
2    8    9  10  11 

2    5    7  11  15 
2    5    9  10  14 

1    6    9  10  14 

EntontSIi^»- 
tèmes  de  pério- 
des,     1    et   6 

étant 

compns 

1    6    8  10  15 

2    3    7  13  15 

daasl 

'une  d'el- 

2    3    9  12  14 

2    3    8  12  15 

les. . . 

....(51) 

2    4    7  13  14 
2    4    9  11  14 

2    4    7  12  15 
2    4    8  11  15 

2    4    9  12  13 

2    5    7  11  15 

2    5    7  12  14 

2    5    8  12  13 

2    5    9  11  13 

2    7    8  11  12 

• 
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1  7  8  9  15   1  7  8  10  14   I  7  8  11  13 

2  3  10  11  Ift  2  3  9  11  15  2  3  6  la  15 
2  3  10  12  13  2  4  6  13  15  2  3  9  12  14 
2  4  10  11  13  2  4  9  12  13  2  4  5  14  15 
2  5  6  13  14  2  5  6  12  15  2  4  9  10  15 
2  5  10  11  12   2  5  9  11  13  2  5  6  12  15 

2  6  9  11  12  2  5  9  10  44 

1  7  9  10  13     1  7  9  11  12 

2  3  6  14  15  2  3  6  14  15 
2  3  8  12  15  2  3  8  13  14 
2  4  5  14  15  2  4  5  14  15 
2  4  8  11  15  2  4  6  13  15 
2  4  8  12  14  2  5  8  10  15 
2  5  6  12  15  2  5  6  13  14 
2    5    8  11  14            2    6  8  10  14 

En  tout  31  systèmes  de  périodes  dont  l'une  contient 
1,7 (31) 


1  8  9  10  12. 


2  3  6  14  15  2    4    7  13  14 

2  3  7  13  15  2    5    7  11  15 

2  4  5-14  15  2    5' 6  13  14 

2  4  6  13  15  2    &•  7  11  14 

En  tout  8  systèmes  de  périodes  dans  IHme  Sesqucfles 
sont  1  ,  8. , l .....  (8) 
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Ajoutant  tons  les  systèmes ,  on  aura  B=307,  et  la  for- 
mule 6AB(1,2,3,/t,5)U1,2,3...20)deyiendra6-U1* 
307. 120'- 3628800=:: 259722. 207360000. 3628800.  Ce 
nombre  prodi^eux  ne  représente  que  les  combinaisons 
relatives  au  seul  cas  que  l'on  considère  ici. 

n  est  plus  facile  d'obtenir  les  combinaisons  pour  les  pé- 
riodes de  5  que  pour  celles  de  3 ,  non  pas  à  raison  d\ui 
nombre  moins  considérable  de  ces  combinaisons  ;mab  il 
ne  uni  s'occuper  que  d'une  période  avec  celle  de  compa- 
raison, tandis  que,  pour  celles  de  3,  il  fiaiut  en  avoir  trois, 
indépendamment  de  celle  qui  sert  de  comparabon.  Voici 
les  valeurs  de  A  et  les  systèmes  de  B,  lorsque  les  périodes 
ne  sont  que  de  3  termes.  Chacune  doit  avoir  24  pour 
somme* 

Et  d'abord  on  aura  pour  A  : 


1  8  15 

2  7  15 

3  6  15 

4 

5  15 

1  9  14 

2  8  14 

3  7  14 

4 

6  14 

1  10  13 

2  9  13 

3  8  13 

4 

7  13 

1  11  12 

2  10  12 

3  9  12 

4 

8  12 

3  10  11 

4 

9  11 

56  13  67  11  789 

5    7  12  6    8  10 

5    8  11 
5    9  10 

Ea  tout ,  pour  À ,  25  combinaisons. 

Tenant  aux  Talenrs  de  B  ,  il  fent  «od^arer  chaque  va- 
leur dont  1  fait  partie,  avec  celles  où  entre  2,  et  qoi 
n'ont  point  de  nombres  communs  avec  la  première;  puis 
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1   8 


'{ 


2    9  13 


prendre  une  3»®  période  ou  entre  3;  ensuite  ceDe  dont  ft 
Élit  partie,  et  toujours  de  manière  à  ne  point  avoir  de 
nombres  conmiùns  avec  les  périodes  précédentes.  On  peut 
en  conséquence  arranger  ces  périodes  comme  suit  : 

(  3    7  14 

\  3  10  11. ..4  6  U 
2  10  12..- 3    7  14. -.4  9  11 

On  voit  que  la  iJ^  combinaison  dont  1  Mt  partie,  ne 
peut  se  comparer  qu'ayec  2,  9, 13  et  2, 10, 12, puisque 
2,7,  15  et  2,8, 14  ont  15  et  8  communs  ayec  1,8, 15* 
On  prend  donc  2,9, 13,  qui  ne  petit  ayoir  que  3, 7, 14 
et  3,  10,  11 ,  puisque  les  trois  autres  périodes  oii  entre 
3  ont  des  nombres  conmiuns  soit  ayeC'  1,  8,  15,  soit 
ayec  2,9,13.  Comparant  3 , 7, 1 4  ayec  les  combinaisons 
où  entre  4 ,  on  yoit  sur  le  champ  qu'il  n'y  en  a  point  qui 
puisse  convenir  :  il  n'j  aura  donc  point  de  système  dans 
cette  supposition,  ^nt  à  3, 10,  Il  ,â  n'j^  qaé  4, 6, 14 
qui  n'ait  point  de  nombre  commun  avec  les  périodes  pré- 
cédentes. La  5.®  période  se  compose  des  neutres  restans, 
et  iLoit  être  l'une  des  7  restantes;  elle  est  en  effet  5, 7, 12. 

Keyenant  à  2, 10,  12,  il  n'y  a  que  3,  7, 14  qui  con- 
vienne;  et  parmi  celles  qui  commencent  par  4 ,  il  n'y 
a  que  4,  9, 11  qui  n'ait  pas  de  nombre  commun  avec 
les  3  précédentes  :  la  5.®  sera  donc  5,6,13* 

Passons  à  1 ,  9, 14.  On  aura: 

,(3    8  13 ) 

^\  3  10  11.. .4  8l2f  5  6  13 
^C  3  6  15.. .4  7  13(  5  8  11 
i  3    8  13.. .4  5  I5J  6  7  11 


1  9  14 


2    7  15 


2  10  I2J 


TOH. 


19 


il 
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Pour  1, 10, 13  on  obtiendra 

/  2  7  15      3  9  12...»  6  14)   5  8  11 

1  10  13  î  C  36  15...4  9'll}  5  7  12 

l  t  3  9  12... 4  5  15)  6  7  11 

Pour  1 ,  11 ,  12  il  viendra  : 

j  2  7  15.. .3  8  13.. .4  6  14)  5  9  10 
^  "  ^^  \  28  14.. .3  6  15.. .4  7  13l  5  9  10 

29135^615 ( 

\  3  7  14.. .4  5  15)  6  8  10 

II  n'y  aura  donc  que  1 1  systèmes  pour  B.  Ici  B  esi^A; 
et  pour  les  périodes  de  5  il  était  ^  A. 


ARTICLE    IL 
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Sans  chercher  les  combinaisons  propres  au  carré  de 
21=3*7,  il  suffit  d'obserrer  qu'il  y  aura  des  périodes  de 
8  et  de  7  termes ,  comme  suit. 

On  sait  que  le  moyen  est  le  premier  ou  le  dernier  ferme 
de  la  Ije  ligne,  selonquePonconunence  la2.«parle  der- 
nier ou  le  2.®  terme  de  cette  l.^'^  fl  &ut  examiner  les  pé- 
riodes pour  les  autres  cas. 

Si  par  le  3.®,  la  différence  des  deux  premiers  termes  de 
la  1  je  diagonale  est  3:  donc  la  iJ^  diagonale  ^ura  3  pé^ 
riodes  de  7; 

par  le  4.®  :  yerticale ,  période  de  7; 
par  le  5«®  :  2.^  diagonale ,  période  de  7  ; 
par  le  6.^  :  1.'^  diagonale ,  période  de  7  j 
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par  le  7.«  :  verticale,  période  de  7;         V*'^  diagonale, 

(  période  de  3  ; 

par  le  8.e  •  yerticale ,  période  de  3  ;        J^^  ^gonale , 

l  période  de  7; 

par  le  9.e  :  l.re  diagonale,  période  de  7:?^^^*?^®  » 

\  période  de  3; 

par  le  10.^ :  yerticale ,  période  de  7; 
par  le  11,e  :  2.» diagonale,  période  de7; 
par  le  12.«  :  1  je  diagonale,  période  de  7; 
par  le  13.e:  yerticale,  période  de  7; 

par  le  U.^  :  1  je  diagonale,  période  de  ^jj^^^^^, 

par  le  15.e  :  verticale ,  période  de  3;     i^Z  ^^Î^T^?! 

(  pénoue  cie  /  ^ 

parle  16.e,verticale,  période  de  7;    f^^^^V; 

par  le  1 7.«  :  2.e  diagonale ,  période  de  7; 
par  le  18.e  1  l.re  diagonale,  période  de  7; 
par  le  19.e  :  verticale ,  période  de  7; 
par  le  20.e  :  2.©  diagonale ,  période  de  7; 

On  voit  donc  que  la  Ije  diagonale  aura  période  de  7  en 
commençant  par  les  3.«,  6.e,9.e,  12.e,  15.e,  18.e,de  3  en 
3;  et  période  de  3  si  la  2.e  ligne  commence  par  les  7.®  et 
14.e  termes  de  la  ÎJe 

lia  2.e  diagonale  aura  période  de  7  en  commençant  la 
2.«  ligne  par  les  termes  de  la  Ije  qui  sont  les  5.e,  8.®, 
11. e,  U.e,  17.e  et  20.e,  aussi  de  3  en  3,  et  eUe  aura  pé- 
riode de  3  par  les  9.e  et  16.e 

La  verticale  (ou  l'horizontale,  en  opérant  sur  la  verti- 
cale) aura  période  de  7  lorsqu'on  commencera  la  2.e  ligne 
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par  les  4.©,  7.«,  10.e,  13.e,  16.®  et  19.e,  de  3  en  3 ,  et  elle 
aura  période  de  3  par  }es  8.^  et  15.^  de  la  ij^  ligne. 

n  £siul  aussi  remarquer  qu'i]  j  a  période  double  lors- 
qu'on commence  par  les  7.%  8.«,  9.®,  14,e,  15.e  et  16.^ 
termes ,  et  que  ces  périodes  sont  d'espèce  différente. 

Il  est  toujours  indispensable  de  connaître  l'espèce  de 
périodes  appartenante  à  telle  ou  telle  ligne  des  tableaux, 
afin  de  donner  aux  termes  qui  doivent  les  composer  la 
somme  nécessaire ,  et  pour  éviter  de  prendre ,  dans  les 
deux  tableaux  9  des  périodes  de  même  espèce  pour  des 
lignes  de  même  dénomination. 

On  observera  que  l'un  des  tableaux  peut  avoir  période 
en  verticale ,  et  l'autre  en  horizontale. 

Que  la  2.0  ligne  du  1  .^^  tableau  commence,  par  exemple , 
par  le  7.^  terme  de  la  1 J^  :  comme  on  doit  avoir  verticale 
ou  horizontale  périodique,  on  suppose  que  ce  soit  Ia  verti- 
cale. U  faudra  que  le  l.er,  le  4.e,le  7.e,  le  10.^,  le  13.«,le 
16.e  et  le  19.e  terme  de  la  l.»"®  horizontale  donnent  une 
somme  =  77  =7  •  11 ,  puisque  1 1  est  le  moyen  ;  il  faut 
de  plus  que  les  1.*^^  8.®  et  15.e  termes  de  cette  ij^  ligne 
donnent  pour  somme  3*11=33,  attendu  que  la  1.^® 
diagonale  est  aussi  périodique  :  on  pourrait  donc  former 
la  l.re  ligne  comme  suit  : 

53  1  79  2  1013864  M  141215  17  16  21  18  2019 

Car  5  +  7  + 10 +  6+14+ 17+  18  =  77,  et  de  plus 
5  +  13  +  15=  33;  les  12  autres  nombres  s'arrangeront 
de  manière  à  ce  que  6  d^entr'eux  plus  le  nombre  1 3  de  la 
diagonale  donnent  toujours  la  même  somme  77;  et  ces 
nombres  doivent  se  trouver  aux  rangs  2.<',  5.®,  8.®,  11«®, 
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14.C,  17.eet20;c  Onaîci  3  +  9+13  +  4+  12+  16+20 
=:  77*  Quant  aux  six  nombres  restans  et  à  cehii  15  de  la 
diagonale,  dont  la  position  est  fixe ,  leur  somme  sera  né- 
cessairement 77;  ils  se  tronyent  aax3.«,  6*®,  9.^  I2.e,  IS.^», 
18.e  et  21.e  rangs.  En  effet  1  +^  +  8  +  11  + 15  +  21  + 
19  =  77. 

Pour  ayoir  toutes  les  combinaisons  propres  au  cas  que 
l'on  considère ,  il  faut  donc  chercher  A ,  ou  tous  les  arran- 
gemens  possibles  de  7  nombres  sur  21 ,  propres  à  donner 
77  pour  somme;  former  ensuite  tous -les  systèmes  de  deux 
périodes  ne  comprenant  pas  de  nombres  communs  :  la  3.® 
période  sera  nécessairement  composée  des  7  nombres 
restans,  ce  qui  donnera  B.  Ce  dernier  trouvé,  il  faut 
chercher,  pour  chaque  système  de  3  périodes,  3  nombres 
dont  la  somme  soit  33,  en  prenant  un  nombre  dans  cha- 
cune de  ces  périodes,  le  total  de  ces  nouveaux  systèmes 
étant  C. 

On  a  ici  les  3  périodes,  5,  6,  7, 10,  14 ,  17, 18 

3,4,  9,  12  13,  16,20 t,  2,8,  11,  15,  19,  21, 

ce  qui  donne  les  périodes  de  3 ,  savoir  :  5,  9,  19 

5,  13,  15....  5,  20,  8....  6,  12, 15. ..  .6,  16,  11.... 
10,  4, 19....  10, 12, 11....  14,  4, 15....  18,  4, 11.... 
18 ,  13 , 2  :  en  tout  10  systèmes. 

JLorsqu'on  aura  choisi  une  fois  l'ordre  des  périodes  de  7, 
lequel  sera,  par  exemple,  celui  ci-dessus,  on  fixera  égale- 
ment la  période  de  3  qu'on  jugera  convenable  d'adopter , 
comme  5, 13^  15.  On  formera  fiicilement  le  l.^i*  tableau, 
dont  le  1.^^  terme  sera  5,  conmiun  aux  périodes  de  7  et  de 
3;  le  8.e  terme  sera  13;  et  le  15.®  sera  15.  Gela  fait,  on 
prendra  à  volonté  un  nombre  dans  chaque  période  de  7 , 
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el  Ton  écrira  ces  nombres  arbitrairement  choisis  à  la  suite 
l'on  de  l'autre,  comme  5,  3,1...  7,9,  2..  .10, 13,  8... 
6,4,11...14,12,15...17,16,21...18,20,19.nn>a 
qae  5, 13  et  15  dont  la  position  est  forcée,  comme  on  le 
Toit  aux  1.^',  S.®  et  VL^  rangs. 

Pour  avoir  les  combinaisons  dont  est  susceptible  le 
système  choisi  ici,  on  remarquera  d'abord  que  les  3  pé- 
riodes de  7  peuvent  s'arranger  de  6  manières;  ensuite, 
qu'à  l'exception  d'un  seul  nombre,  les  6  autres  se  com^ 
binent  de  (1 ,2, 3,  ft,5, 6)&çons,cequi  iait720,et  pour 
les  3  périodes,  729',  nombre  qu'il  &ut  multiplier  par  10 , 
qui  est  le  nombre  des  périodes  de  3  pour  le  système 
adopté.  Chacune  de  ces  périodes  de  3,  restant  constante 
pour  un  système,  n'éprouye  point  de  variation.  On 
aura  donc  6  •  720'  •  10s22394880000  manières  de  cous- 
truire  le  i»^  tableau  avec  les  trois  périodes  choisies,  et  en 
commençant  la  2.^  ligne  par  le  7.^  terme  de  la  première. 
Ce  nombre  doit  Atre  doublé  :  car  les  périodes  peuvent  être 
en  horizontale 

Si  l'on  veut  maintenant  construire  le  2.®  tableau  en 
commençant  parle  8.^  terme  de  la  iJ^  horiiontale  la  se- 
conde de  ces  lignes,  on  aura  période  de  3  en  verticale,  et 
période  de  7  à  la  %^  diagonale.  Il  fiiut  donc  que  les  3.®,  6.®, 
9.«,  12.e,  15.«,  18.«  et  21.0  rangs  de  la  1.»«  horizontale 
aient  77  pour  somme;  mais  toutes  les  verticales  doivent 
être  périodiques.  U  &udra  donc  composer,  avec  les  21 
nombres,  7  périodes  qui  auront  chacune  33  pour  somme* 

On  prendra  d'abord,  pour  plus  de  facilité,  les  21  pre« 
miers  nombres  au  lieu  des  multiples,  sauf  à  substituer  en- 
suite. 
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On  peut  faire  d'abord  le»  périodes  de  3,  et,  ayec  un 
nombre  pris  de  chacune ,  composer  une  période  de  7  en 
râleur  de  77. 

Soient  ces  périodes  de  3,  les  stdvantes  :  t ,  15, 17. . . . 
2,  13,  18....  3,  10,  20....  a,  8,  21....  5,  9,  19.... 

6,  M ,  16 7, 12, 14;  soient  tes  nombres  choisis  1 ,  18, 

10,  21 ,  9, 11 , 7  :=r77.  n Êiudra  que  ces  nombres  soient 
aux  3.«,  6.e,  9.e,  12,«,  15.e,  18.«,21.«  rangs  de  la  pre- 
mière horiaontafe*  Lorsqu'ils  sont  placés,  on  met  les  deux 
autres  nombres  de  chaque  période  de  3  à  la  7«^  case  après 
celui  de  la  diagonale,  on  après  les  premiers  placés,  et  la 
ij^  horizontale  est  formée.  On  peut  donc  fiôre  cette  1.^^ 
horicontale  comme  suit  : 

17  2 10  a  5  11  12  15  18  3  8  9  6  14  1  13  20  21  19  16  7 

n  reste  à  substituer  les  multiples,  qui  seront  égaux  à  21 
multiplié  par  les  nombres  ci-dessus,  diminués  de  l'unité, 
parce  que  le  1.^  multiple  est  0.  On  aurait  donc ,  pour  la 
1.'«horizonUle du 2.e tableau,  336,21 ,  189,63,84,210, 
231 , 294,  357,42, 147, 168,105,273,  0, 252, 399,  420, 
378,315,126. 

Le  terme  moyenest 210, et 7*  210=1470,  yaleur  d'une 
période  de  7.  Celle  de  3=210.3=630.  Yoici  les  ta- 
bleaux : 
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Chaque  ligne  da  carré  aura  iiL±ni£,—22t  .21  =;4641; 
mais  le  2.®  tableau  doit  ayoir  210*  21  =  A410  pour  râleur 
de  chaque  ligne.  Le  premier  a  3  périodes  de  77  aussi  à 
chaque  ligne,  ce  qui  fait  231 ,  et  4410  +  231=4641. 

Ajoutant,  terme  à  terme ,  les  deux  tableaux,  on  aura  le 
carré  de  2K 

On  a  pris  ici  les  périodes  de  3  en  yerticale ,  ce  qui  est  le 
cas  le  plus  difficile,  afin  d'ayoir  le  2.®  tableau.  Il  fiiudrait 
connattre  toutes  les  combinaisons  des  21  premiers  nombres 
qui  peuvent  donner  6  périodes,  dont  chacune  vaudrait  33; 
la  7.^  est  une  conséquence  de  ces  six. 

n  n'est  pas  difficile  de  trouver  toutes  les  périodes  qui 
donnent  33, et,  parmi  celles-ci,  toutes  celles  qui  satisfont 
à  la  condition  de  renfermer  tous  les  nombres. 

On  donne  ci-après  ces  périodes. 
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n  ne  s'agit  plus  que  de  rechercher,  parmi  ces  périodes , 
6  d'entr'eOes  qui  renferment  des  nombres  différens  :  pour 
cela  ouicoroparera  séparément  chaque  combinabon  dont 
1  ûit  partie  avec  celles  où  entre  2;  pub  cdles*ci  ayec  les 
périodes  qui  renferment  3;  et  ainsi  de  suite,  en  aban- 
donnant celles  qui  contiendront  des  nombres  déjà  placés. 
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11  Tient  donc  84  manières  d'obtenir,  avec  les  21  pre- 
miers nombres ,  des  groupes  de  3  dont  la  somme  soit  33, 
et  dont  7  comprennent  tous  ces  21  nombres.  Si  Ton  choi- 
sit un  des  systèmes ,  on  pourra  toujours  ayoir  une  période 
de  7  nombres  dont  la  somme  soit  77,  en  ne  prenant  qu'un 
des  3  nombres  dans  chacun  des  groupes  de  ce  sptème. 

Soit  pris,  par  exemple , le  système  1, 15, 17. . . . 2, 12, 
19.. . .  3, 10, 20. . . .  4, 11,18.. . .  5, 7, 21. . . .  6, 13, 14. . . 
8, 9, 16,  et  arbitrairement  4  ou  5  nombres  qui  ne  soient 
ni  les  plus  grands,  ni  les  plus  petits,  mais  les  uns  plus 
petits,  d'autres  plus  grands,  et  seulement  un  dans  chaque 
groupe  :  on  soustraira  la  somme  de  77 ,  et  avec  les  3  ou  2 
groupes  restans  on  fera  cette  différence.  Soient  15, 12, 10, 
4,  7=48  :  il  reste  à  obtenir  77—48=29,  avec  deux 
nombres  des  2  groupes  restans  ;  or  13  -f  16=:  29. 

Si  l'on  avait  pris  15, 2,  20,  11,  7=55,  on  aurait  ea 
77 — 55=22,  par  14  +  8.  Lorsqu'on  ne  peut  former  la 
différence,  d'après  les  nombres  choisis,  on  verra  toujours 
ce  qu'il  &udrait  augmenter  ou  diminuer,  et  l'on  revien- 
drait sur  l'un  ou  l'autre  des  groupes  précédant  les  deux 
derniers,  et  même  sur  2  ou  3.  Ainsi,  soient  pris  17, 19, 
20, 18, 5  :  la  somme  est  79;  l'excès  est  2.  Et ,  les  deux  plus 
petits  des  deux  groupes  restans  étant  6  et  8=:  1 4 ,  on  aura, 
en  prenant  ces  deux  nombres,  16  de  trop  :  il  fiiudra  dimi- 
nuer ces  16  en  prenant  1  au  lieu  de  17,  ou  bien  15  aa 
lieu  de  17,  et  4  au  lieu  de  18.  Il  j  aurait  bien  d'autres 
moyens  de  faire  ces  77  avec  un  nombre  pris  dans  chaque 
groupe  de  3. 

11  est  préférable  de  conmiencer  par  choisir  un  système 
de  groupes  de  3,  au  lieu  de  partir  d'un  groupe  de  7  pour 
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en  déduire  les  7  groupes  de  3«  Ainsi^  pour  le  carré  dont  il 
est  question,  et  la  diagonale  choisie ,  1, 7,  9, 10, 11, 18, 
21  =:  77,  les  périodes  <le  3  doivent  être  formées  de  nub- 
nière  qu'aucune  d'elles  ne  comprenne  deux  nombres  de 
la  diagonale  :  eDes  seront  donc  1, 12, 20. . .  1,  13,  19»  •  • 

1 , 1 5, 1 7 7,  6, 20. . .  7,  12,  U 9,  4 ,  20. . .  9, 

5, 19... 9, 8, 16 10,3,20...  10,4,19...  10,6,17... 

10,8,15 11,2,20...11,3,19...11,  5,  17,.,11, 

6, 16. ...  11, 8, 14. ...... .  18, 2, 13. . . .  18,  3, 12 

21,  4,  8. 

Mais,  d'abord,  il  n'y  a  que  la  dernière  qui  contienne 
21 5  et,  comme  il  faut  que  ce  nombre  Êisse  partie  de  l'une 
des  périodes,  il  smt  que  4,8,  21  est  nécessairement  l'une 
d'eUes. 

Passant  à  1, 12,  20,  on  ne  pourrait  employer  les  pé- 
riodes où  entre  7  :  car  12  ou  20  serait  répété  :  donc  1, 
12,  20  doirentétre  écartés. 

Venant  à  1, 13, 19,  et  essayant  7, 6, 20,  on  ne  pourrait 
prendre  aucune  des  périodes  dont  9  fait  partie  :  car  20, 
ou  19,  ou  8 ,  serait  répété  :  il  feiut  donc  écarter  7,  6,  20. 
Si  Ton  emploie  7,  12, 14,  les  périodes  où  entre  9  ne 
peuvent  pas  servir  :  on  est  donc  obligé  de  laisser  1,  3, 19  : 
et  il  faut  passer  à  1, 15, 17,  qui  doit  alors  nécessairement 
faire  partie  des  périodes  :  ainsi  on  a  déjà  les  nombres  1, 
4,8, 15, 17,  21,  qui  ne  doivent  plus  entrer  dans  les  pé- 
riodes restantes. 

Si  l'on  essaie  7, 6, 20,  il  faudra  nécessairement  9, 5, 19; 
mais  alors  on  ne  pourra  prendre  aucune  des  périodes  dont 
10  &it  partie  :  il  &ut  donc  laisser  7, 6, 20,  et  prendre  7, 
*12, 14  ;  on  aura  toujours  9,  5, 19.  Encore  6  nouveaux 
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nombres  forcés,  savoir  :  5,  7,  9, 12,  t4, 19;  et ,  par  suite, 
10^  3,  20»  11  ne  reste  que  6  nomlves  à  employer,  lesqoeb 
sont  2, 6,  11,  13, 16,  18;  et,  pour  les  périodes,  11,6, 
16.  • . .  2,  13,  18.  Ce  sont  ceux  qui  ont  été  supposés  au 
commencement  de  l'article,' et  l'on  n'obtient  qu'une  corn- 
binaison« 

La  marche  qui  vient  d'être  pratiquée  est  plus  longue 
que  la  précédente,  où  l'on  a  commencé  par  choisir  un 
système  de  périodes  de  3. 

Les  7  termes  de  la  période  de  la  diagonale  choisie 
donnent  1,  2,  3,  4, 5,  6,  7=5040  combinaisons.  Les  7 
périodes  verticales,  considérées  comme  un  seul  nombre 
chacune,  alternent  aussi  de  5040  manières;  et,  comme 
pour  chaque  variation  il  y  a  deux  pUces  pour  les  2  nombres 
dont  le  rang  n'est  pas  fixé,  a  vient  2 .5040*=  50,803^200; 
mais  ces  périodes  de  3  peuvent  être  en  boriiontale  :  fl 
Êiudra  donc  doubler  le  résultat  précédent,  et  il  viendra 
101,606,400,  lequel  nombre  sera  multiplié  par  le  nombre 
de  combinaisons  du  l.^'  tableau,  qui  est  44,789,760,000; 
et  le  nombre  considéraUe  résultant  de  ce  produit  n'est 
que  pour  un  seul  cas  du  carré  de  21.  Que  seraitrce  si  l'on 
calculait  A,  B,  C ,  et  que  l'on  multipliât  par  le  nombre  84, 
représentant  les  système|  de  périodes  de  3?, 
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GÂRR^    SIMPLB    DE    35. 

Puisque  35 = 5«7,les  périddes  seront  de  Set  de  7  termes. 
On  verra  que  chacune  des  trois  lignes,  1.^®,  2.«  diagonale, 
et  verticale ,  peut  avoir  l'une  ou  l'autre  de  ces  périodes  ; 
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et  même  que  ces  lignes ,  2  à  2,  p^ui^ent  aroir  deux  p^ 
riodes,  mais  toujours  d'espèce  différente.  H  y  a  aussi  des 
nombres  qui  n'en  donnent  aucune.  Comme  le  2.^  tableau 
ne  présente  pas  plus  de  difficulté  que  le  1.^,  on  ne  s'en 
occupera  pas.  lies  diagonales  peavent  aussi  être  répé- 
tées;  on  n'en  fera  pas  mention,  non  plus  que  des  pé- 
riodes en  horizontale  :  car  ce  n'est  qu'on  changement  de 
position  dans  un  tableau;  et  il  n'y  a  qu'à  former  les  horî- 
SEontales  d'après  les  yerticales,  au  lieu  de  Êiire  ceUes-ci 
d'après  celles-là. 

Pour  abréger^  on  indiquera  la  rerticale  par  v,  la  1.^® 
diagonale  parD^  et  la  2.^  par  d* 

Le  premier  terme  de  la  l.i'^  horizontale  ne  peut  oomr 
mencer  la  2.^. 

Si  donc  l'on  commence  cette  2.®  hori^ntale  par  le  2.^ 
ou  le  dernier  terme  de  la  ij%  le  moyen  sera  la  dernier 
ou  le  premier  terme  de  cette  1.^^  horizontale. 

Si  la  2.®  horizontale  commence 
par  les  3.e  et  ft.e  termes  de  la  1 .»«,  il  n'y  a  point  de  période; 
par  le    5.«,  D,  période  de  7; 
par  le    6.®,  v,  période  de  7; 
par  le    7.®,  D,  période  de  5;  d,  période  de  7; 
par  le    8.«,  v^  période  de  5; 
par  le    9.-,  d,  période  de  5; 
par  le  10.^,  D,  période  de  7; 
par  le  11. e,  v,  période  de  7; 
par  le  12.©,  d,  période  de  7; 
par  le  13*^9  rien; 
par  le  14.«,  D,  période  de  5; 
par  le  15.^,  v,  période  de  5;  D,  période  de  7; 
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par  le  16.^,  Vy  période  de  7;  d,  période  de  5; 

par  le  17.®,  d,  période  de  7; 

par  les  18.^   et  19.®,  rien; 

par  le  20.^,  D,  période  de  7; 

par  le  21.©,  v,  période  de  7;  D,  période  de  5; 

par  le  22.e,  ^^  période  de  5;  d,  période  de  7; 

par  le  23.«|  d,  période  de  5; 

par  le  2^.^ ,  rien; 

par  le  25.e,  D,  période  de  7; 

par  le  26.^ ,  v,  période  de  7; 

par  le  27.®,  d,  période  de  7; 

par  le  28.e,  D,  période  de  5; 

par  le  29.®,  v,  période  de  5; 

par  le  30.©,  D,  période  de  7;  d,  période  de  5; 

par  le  31.®,  v,  -période  de  7; 

par  le  32.^^  d,  période  de  7; 

par  les  33.®  et  34.®,  rien. 

On  voit  donc  que  les  3.e,  U.^,  13.e,  18.^  19.«,  24.e,  83.* 
et  34.e  rangs  ne  donnent  point  de  période;  que  la  l.^« 
diagonale  aura  période  de  7  par  les  5.®,  10.«,  15.®,  20.«, 
25.®  et  30.®  termes;  et  période  de  5  par  les  7.®,  14.®,  21.® 
et  28.®.  La  2.®  diagonale  aura  période  de  7  par  les  7.®, 
12.®,  17.®,  22.®,  27.®  et  32.®  termes;  et  période  de  5  par 
les  9.®,  1 6.®,  23.®,  30.®.  La  verticale  aura  période  de  7  par 
les  6.®,  Il.e,  16.®,  21.®,  26.®,  31.®;  et  période  de  5  par  les 
8.®,  15.®,  22.®  et  29.®  termes. 

Le  2.®  tableau  aura  les  mêmes  variations  :  sur  quoi  il 
fiiut  observer , 

1.0  Qu^on  pe  peut  ajouter  une  <Uagonale  répétée  à  une 
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diagonale  périodique,  ni  une  diagonale  périodique  à  une 
diagonale  ayant  même  période; 

2.0  Qu'un  tableau  sans  période,  ni  diagonale  répétée , 
peut  s'ajouter  à  tous  les  autres; 

3.0  Que  le  tableau  à  verticales  périodiques  peut  s'ajou^ 
ter  à  ceux  qui  ont  diagonale  répétée  ou  périodique ,  pourru 
que  ce  tableau  n'ait  pas  en  même  temps  diagonale  pério- 
dique de  même  espèce  que  celle  des  derniers; 

Ufi  Que  les  périodes  d'une  espèce  s'ajoutent  très-biea 
avec  celles  d'une  autre  espèce,  en  supposant  qu'il  n'j  ait 
que  2  &cteurs. 

On  trouvera  le  carré  de  35  (Jig.  22,  pL  ÏV)* 

Le  l.er  tableau  a  la  1  je  diagonale  répétée;  la  1*^®  ligne 
est 

18  19  20  21   22  23  24  25  26  27  28  29  30  31  32  33 
Si  35  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  ia  15  16  17 

Les  nombres  se  suivent;  le  moyen,  18,  est  le  premier; 
la  2.e  ligne  commence  par  le  dernier,  17,  de  la  première. 

Le  2.e  tableau  a  la  2.»  diagonale  répétée;  le  moyen , 
595 ,  est  à  la  fin  ;  et  la  2.®  ligne  commence  par  le  second 
de  la  première ,  lequel  est  665. 

Chaque  ligne  du  carré  magique  est  lt5^ti^=  >«|*»=a 

613- 35=; 21 455.    La   diagonale  du   l.er   tableau  vaut 

;  18  •  35 = 630.  Celle  du  2.^  tableau  a  pour  valeur  595-35= 

20825;  la  somme  des  deux  diagonales  sera  donc  20825  + 

630=:  21 455,  comme  ciniessus. 

La  l.re  ligne  du  2.e  tableau  est 
630  665  700  735  770  805  840  875  910  945  980  1015 

1050  1085  1120  1155  1190    0    35  70  105  140  175 

210  245  280  315  350  385  420  455  490  525  560  595 
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Les  nombres  se  saivent  encofe.  Il  est  clair  qu'après 
1190,  et  au  lien  de  1225=â&*,  il  fout  mettre  0,  qui  est 
le  premier  des  multiples* 

D'après  la  distribution  ci-dessus  on  voit  que  chaque 
ligne  horizontale  du  carré  magique  commence  par  un 
nombre  qui  surpasse  de  3ft  celui  qui  lui  est  supérieur;  en 
second  lieu,  que  l'on  doit  retrancher  1^25:=: 35*,  toutes 
les  fois  qu'en  «Contant  36  on  aurait  un  nombre  plus  grand 
que  1225  ;  on  écrit  alors  la  différence ,  et  la  loi  continue* 

On  n'ajoute  36  qu'à  raison  de  la  composition  particu* 
lière  des  deux  tableaux,  qui  suivent,  le  L^r^Fordre  natu- 
rel; et  le  2«e,  l'ordre  des  multiples.  En  effet,  chaque  terme 
du  l«<^r  tableau  augmentant  d'une  unité  sur  le  précédent, 
et  chaque  terme  du  2.^  tableau  surpassant  de  35  le  pré- 
cédent,  l'augmentation  se  trouve  de  35 -|- 1=36;  mais, 
lorsqu'on  est  arrivé  à  35  du  1.<^'  tableau,  le  sni?ant  étant 
l'unité,  il  n'y  aura  que  cette  unité  à  ajouter  au  nombre 
précédent  r  en  effet ,  si  p  désigne  le  nombre  du  2fi  tablean 
qui  est  ajouté  au  nombre  35  du  l*®'',  le  suivant  du  %^ 
tableau  sera  /^  +  35,  lequel,  ajouté  à  l'unité,  donnera 
p  +  35-f  1«  Ainsi  l'on  aura  les  deux  nombres  consécutifir 
p+35etp-f35+1:  c'est  ce  qu'on  remarque  dans  diaque 
horizontale* 

Si  l'on  commence  les  lignes  du  carré  par  un  nombre 
plus  grand  de  34  unités  que  le  supérieur ,  la  raison  est  que 
chaque  ligne  du  \.^^  tableau  commence  par  un  nombre 
plus  petit  d'une  unité  que  son  supérieur;  mais  le  2.^  ta- 
bleau, au  contraire,  commence  par  un  nombre  plus  grand 
de  35  unités  que  celui  de  la  ligne  supérieure,  ce  qui  se 
réduit  à  35—  1  =34  pour  le  carré. 
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D'après  ks  reoiiarqiies  précédentes,  et  ce  qu'on  va  finre 
obeerrer,  3  n'est  pas  difficile  de  se  passer  de  tableaux, 
dont  la  construction  serait  longne,  et  dont  les  additions 
seraient  &tigantes* 

Lel.^'nombredelal.re  horizontale,  étant  630=505  + 
35  (  puisque  le  moyen  595est  le  dernier  de  la  1 J^  ligne  du 
%9  tableau)  +  18,  qui  est  le  moyen  du  !•<"'  tableau,  aura 
donc  648;  ensuite,  ajoutant  toiigours  36,  on  arrivera  à 
1224;  le  suivant  serait  1224  +  36 =1250,  qui  excède  de 
35  unités  le  nombre  1225,  qu'on  ne  peut  surpasser.  On 
écrira  donc  35,  qui  est  le  18.®  terme  du  1.^'  tableau,  et 
qui  répond  à  0,  qui  est  le  18.^  terme  du  second.  Le  sui- 
vant est  1  dans  le  1.^  tableau,et  85  dans  le  second,  ce  qui 
donne  36,  et  fl  vient  ainsi  deux  termes  consécdti& 

Quant  à  la  2.«  horiiontale,  en  verra  que  105,  qui  vient 
après  69,  est  composé  de  35  du  l.er  tableau  et  de  70  du 
seoond;  mais  le  suivant  36  n'augmente  que  de  l'unité  du 
1.^  taUeau.  On  voit  qu'après  les  deux  nombres  35  et  36 
consécutifs  de  la  l.^e  horiiontale,  en  viennent  deux  autres 
oonsécutiis  de  la  2.e,  tellement  placés  que  le  plus  petit  des 
deux  est  sous  le  second  de  la  iJ^  horizontale.  Il  en  sera 
de  même  de  la  8.«  horizontale  par  rapport  à  la  seconde , 
et  ainsi  de  chacune  des  suivantes  relativement  à  la  précé« 
dente,  et  jusqu'à  la  17.^  inchisivement.La  18.^  horizontale 
commence  par  1192+ 34=1216-— 1225=1,  quirépond 
à  1  du1.«tableau,et  àOdu2.«.L'horiaontale  inférieure  aura 
donc  35  du  l.^r  tableau,  et  35  du  2.«  :  en  tout,  70;  pvis  le 
nond[>re  suivant  seracomposé  de  70  du  2.^  tableau  et  de  l'unité 
du1.er.entout,71.  Ainsi  les  nombres  70  et  71  sesmvront. 
C'est  la  seule  observation  à  foire  sur  le  commencement  des 
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horizontales.  H  &udni  ajouter  69=r  35  +  34  à  Piuâté  su- 
périeure »  et  écrire  une  unité  de  plus  pour  le  nombre  soi- 
Tant  9  et  l'on  retombe  sur  la  règle  :  ainsi  140  sera  sous  7f , 
et  141  sous  le  terme  107,  qui  vient  après  71 ,  et  ainsi  de 
suite.  Il  suffit  donc  de  considérer  la  l.^e  horûontale  et  la 
l.re  Terticale. 

Dans  la  1 J^  horizontale  35  est  le  1 8.®  terme ,  et  36  rient 
après.  Dans  la  1.^^^  verticale  l'unité  est  le  18.®  terme,  et  70 
est  dessous  ;  puis  71  suit 

On  n'éprouvera  donc  pas  de  difficulté  à  se  passer  de  ta- 
bleaux une  fois  que  la  1.'®  horizontale  et  la  l.i*®  verticale 
seront  construites. 

Yoid  un  autre  moyen  de  construction  qui  &it  éviter 
l'addition  de  34  ou  de  36  successivement.  Cette  addition 
fiitigue  à  la  longue,  et  peut  occasioner  des  erreurs.  Ce 
moyen  dérive  de  la  composition  même  des  tableaux  :  il 
consbte  dans  la  propriété  qu'ont  les  paraUèles  à  la  2.^ 
diagonale,  et  la  2.«  diagonale  elle-même ,  d'avoir  deux 
unités  de  moins  à  chaque  nombre  inférieur  en  diagonale. 
H  n'y  a  d'exception  que  dans  le  cas  où  le  nombre  qui  doit 
être  diminué  de  deux  unités  se  trouve  sous  le  plus  petit  de 
deux  nombres  consécutif  en  horizontale.  Alors  ,  au  lieu  de 
diminuer  de  deux  unités,  on  diminue  de  33 ,  et  l'on  conti- 
nue d'après  la  règle;  lorsqu'il  se  trouve  sous  le  plus  grand 
de  deux  nombres  consécutils ,  il  est  lui-même  le  plus  petit 
de  deux  nombres  consécutifs.  Ainsi  on  conunence  par  pla- 
cer, dans  le  carré ,  tous  les  nombres  consécutif ,  ce  qui  se 
bit  en  ajoutant  au  plus  grand  de  la  ligne  supérieure  le 
nombre  constant  69 ,  et  l'on  obtient  le  plus  petit  de  la  ligne 
inférieure.  Gela  &it,  on  agit  comme  il  vient  d'être  dit. 
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Enfin,  et  par  nn  moyen  plus  expéditîf  qne  les  deux 
autres,  ajant  formé  la  1 J^  horiasontale  et  la  1.'^  yerticale, 
on  aura  chaque  parallèle  à  la  1.^^ diagonale;  et,  cette  l.''^ 
diagonale  elle-même  jouissant  de  la  propriété  d'avoir  cha- 
cun de  ses  nombres  en  diagonale  plus  petit  de  70que  celui 
qui  le  précède,  cela  dispense  de  placer  les  nombres  con- 
sécutif ,  et  il  suffit  d'augmenter  de  7  le  chifiGre  des  diasaines. 
Il  est  clair  qu'il  fiiut  soustraire  1225  de  tout  nombre  plus 
grand,  et  ne  porter  que  la  différence.  Ainsi ,  dans  la  1 J® 
diagonale,  après  1208,  on  aurait,  pour  le  nombre  suivant 
en  diagonale,  1278;  mais  on  ne  peut  mettre  plus  de  1225, 
carré  de  35  :  donc  il  viendra  1278 — 1225 =53;  de  même, 
après  1273  il  viendrait  1273+70=1343,  dont  sous- 
trayant 1225,  reste  118,  et  ainsi  des  autres  parallèles.  On 
voit  avec  quelle  rapidité  on  arrive  au  carré  de  35« 

Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  qu'on  n'a  qu'une 
seule  espèce  de  carré  sur  plusieurs  milliards  de  combinai- 
sons; et  ce  carré ,  construit  par  la  méthode  de  Sauveur, 
n'est  donné  que  pour  faire  voir  combien  sa  marche  est 
circonscrite. 

n  est  clair  que  le  moyen  de  construction  qui  vient  d'être 
donné  n'a  plus  lieu  lorsque  les  nombres  des  deux  ta- 
bleaux, sauf  le  l.cr  et  le  dernier,  qui  sont  les  moyens,  ne 
suivent  plus  l'ordre  naturel  :  car  ils  peuvent  varier,  dans 

chaque  tableau,  de  (1,2,3 3A  )  manières,  ce  qui 

donne  (1,2,  3 3^1)*  combinaisons;  et  ce  nombre 

prodigieux  n'est  que  pour  le  seul  cas  de  diagonales  ré- 
pétées. 

n  ne  £iut  donc  se  servir  du  moyen  ci-dessus  que  lors- 
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qu'on  Toudra  arriTer  promf^temeRt  à  faire  un  carré  ma- 
gîq[ae  dont  la  racine  est  le  prodnît  de  ftcleurs  simples, 

ARTICLE  lY. 

cabr£  simpls  bb   105. 

Gomme  105  est  composé  des  3  fréteurs  8, 5, 7yOtt  aura 
des  périodes  de  3,  de5,  de  7,  de  15,  de  21  et  de  35, et 
l'on  peut  aroir  une^  ou  deux,  ou  trob  lignes  périodiques. 

Ne  eonsîdérant  que  le  1.^  tableau,  si  la  d^renoe  divise 
exactement  la  racine,  M  j  aura  période  ou  simple,  ou  pro- 
yenanle  du  produit  de  2  fiicteurs,  suÎTant  que  cette  difiX- 
renoe  9eraell&4nèmeleproduitdedeuxiacteinrs,ou  l'un 
d'eux  sedbment*  Ainâ,  que  la  2.^  horiaontale  conunence 
par  le  ?•«  terme  de  la  première,  disposée  d'après  l'ordre 
naturel  des  105  premiers  nombres,  on  aura  la  diffihrence 
Terticale  7  —  1  =  6, multiple  de  3  :  donc  les  yerticales  au- 
ront période  de  5  •7=  35.  La  l.re  diagonale, ayant  8  —  1 
=  7,  aura  période  de  3*5  =  15;  la  2.^  diagonale ,  ayant 
pour  différence  5,  aura  période  de  3  •  7:=:21;  mais  ,si  l'on 
commence  la  2.^  horizontale  par  le  36.^  terme ,  la  yerticale 
aura  pour  différence  S6  —  1  =35  :  donc  la  période  sera 
de  3  termes;  h  l.re  diagonale  aura  S7-*— 1  =:  36, multiple 
de  3 ,  et  sa  période  sera  de  35. 

On  Tient  de  dire  que  la  différence  devaft  ditiser  exac- 
tement la  racine;mab,  si  la  différence  est  un  produit  con- 
tenant ou  un  seul,  ou  deux  des  facteurs,  il  en  est  de  même 
que  si  ce  &cteur  ou  les  deux  étaient  seuls.  Ainsi ,  quoique 
One  dirise  pas  105,  comme  6==2*3,  et  que  3  est  fiieteor, 
il  y  aura  période,  et  de  même  pour  la  diSârence  36. 
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Que  la  2.®  Ggne  commence  par  le  tOO.^  tenne,  la  rer- 
ticale  ama  99  pour  différence  ;  il  n'j  a  que  le  Êictenr  3  qui 
divise  99  :  ainsi  les  yerticales  auront  période  de  35  5  la  1.^® 
diagonale  aura  100  pour  différence ,  et  il  n'y  a  que  5  pour 
&cteur  :  donc  la  période  sera  de  3  •  7=21  ;  la  2.®  diagonale 
aura  98  pour  différence;  et,  comme  9S  se  divise  par  7, 
cette  2fi  diagonale  aura  1 5  pour  période  ;  et  ainsi  des  antres 
nombres. 

On  voit  donc  sur  le  champ  si  teDe  ou  telle  ligne  est 
périodique,  et  combien  de  termes  aura  la  période:  il  ne 
s'agit  plus,  comme  on  Ta  déjà  dit,  que  d'arranger  les 
nombres  de  la  1  .^^  horÛBonfale  de  manière  que  les  périodes 
donnent  la  somme  voulue.  C'est  ce  qu'on  va  rechercher 
pour  le  l.er  tableau  seulement,  et  pour  le  cas  oii  l'on 
commence  la  2.e  horizontale  par  le  100.«  terme  de  la  L^e. 

Si  l'on  écrit  les  100  fwemiers  nombres  dans  l'ordre  na- 
turel, à  commencer  par  l'unité,  on  verra  que  la  1.<^®  ver* 
ticale  procédera  de  manière  à  retenir  les  places  de  3  en  3 
à  partir  de  la  1.^^;  que  la  %^  verticale  aura  sa  période  par 
d'autres  nombres  de  3  en  3,  à  commencer  par  le  2.^  nom^ 
bre,  et  la  3.^  verticale  commençant  par  le  3.^  nombre, 
aussi  de  3  en  3» 

Quant  à  la  1.^^  diagonale,  eUe  aura  tous  ses  nombres 
de  5  en  5,  à  commencer'par  l'unité,  et  jusqu'à  21  termes. 

La  2.^  diagonale  aura  15  termes  de  7  en  7,  à  partir  du 
7.^,  et  j  compris  le  dernier* 
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De  rn^me  la  2.^  diagonale,  qui  doit  ayoir  en  période 
15*  53=795,  est  de  8ft0:  elle  a  par  conséijuent  ft5  de 
trop^  que  l'on  peut  retrancher  du  7.®  rang,  lequel  con- 
tiendra en  conséquence  25  au  lieu  de  70,  et ,  par  contre , 
on  mettra  70  au  25.  ^  rang. 

Passant  aux  verticales^onTerra  les  rangs  communs  à  ces 
Terticales  et  aux  diagonales;  on  peut  disposer  des  autres 
à  volonté.  Les  communs  sont  de  1 1  pour  chaque  verticale. 

La  l.re  verticale  aura  1,  7,  16, 28,  3t,  46,  49,  61,  25, 
76, 91=:43l  communs  avec  les  diagonales;  et  il  faut  53*35 
:=;1855  pour  chaque  période  :  il  manque  1424  ;  mais  on 
a  mis  70  au  lien  de  25:  ce  n^est  plus  que  1379  qu'il  &ut 
pour  les  24  termes  qui  ne  font  point  partie  des  diago- 
nales ;  or  ces  24  termes  ne  donnent  que  1344:  il  faut  donc 
encore  35,  que  l'on  peut  porter  au  10.<^  rang,  qui  devien- 
dra 45,  et  l'on  mettra  10  au  45.^  rang;  l'on  aura  ainsi  la 
l.re  verticale,  dans  laquelle  25  est  remplacé  par  70, 70  par 
25,  et  10  par  45. 

Tenant  à  la2.e  verticale,  les  nombres  communs  sont 
11, 14,  68,  35,  41, 56, 71,  77,  86,  98,  101  =  658:  il  iaut 
encore  1 197;  or  les  24  restans,  après  avoir  mis  26  au  lieu 
de  68,  donnent  exactement  1 197  :  ainsi  cette  2.«verticale  est 
obtenue  immédiatement  en  alternant  les  nombres  26  et  68. 

On  aura  pour  nombres  communs  à  la  Zfi  verticale  et  aux 
diagonales 6,  21,  36,  42,  51, 63, 66, 81, 84,  96, 105=651. 
n&ut  encore  1204,  valeur  des  24  nombres  restans,  après 
avoir  nus  10  au  lieu  de  45:  on  obtient  donc  encore  immé- 
diatement la  3.e  verticale. 

On  peut  maintenant  former  la  l.'^  horizontale  d'après 
les  substitutions  ci*dessus  dans  les  différons  rangs,  savoir: 
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1  2  3  a  5  6  7  8  9  45  11  12  13  14  15  16  17  18  19 
20  21  22  23  24  70  68  27  28  29  30  31  32  39  34. 
35  36  37  38  39  40  41  42  43  44  10  46  47  48  49  50 
51  52  53  54  55  56  57  58  59  60  61  6263  64  65  66 
67  26  69  25  71  72  73  74  75  76  77  78  79  80  81  82 
83  84  85  86  87  88  89  90  91  92  93  94  9596  97  98 
99  100  101  102  103  104  105. 

Il  &udra  commencer  la  2.®  horizontale  par  le  1 00.«  terme 
de  làij^y  ou  par  100,  puisque  le  rang  se  confond  avec  le 
nombre ,  et  le  1.^''  tableau  sera  formé. 

Pour  ià\iG  le  2.^  tableau, il  Êiut  éditer  que  l'une  des 
lignes  de  même  dénomination  ait  les  mêmes  périodes,  et 
même  des  périodes  composées  de  &cteurs  d'une  autre  pé- 
riode: car  il  y  aurait  des  nombres  répétés.  On  pourrait  com- 
mencer par  le  1 7.e  ternie  de  la  1  .^^  horizontale  la  2.®  ligne  : 
alors  les  verticales  auraient  pour  différence  17— 1=16;  la 
l.re  diagonale,  18 — 1=17,  ce  qui  ne  peut  donner  période; 
mais  la  2.^  diagonale  aurait  1 5  pour  différence ,  et  par  con- 
séquent période  de  7,  tandis  que  la  même  ligne  »  dans  le 
1  .^  tableau,  avait  période  de  15  :  on  formera  donc  iadl^ 
ment  le  2.^  tableau ,  après  avoir  composé  la  2.^  diagonale 
de  manière  que  chaque  période  contienne  53  «7=371. 

Voici  comment  on  calculerait  les  combinaisons  du  i.^^ 
tableau,  en  supposant  les  rangs  fixés  comme  ci-dessus 
pour  les  verticales  et  diagonales,  en  supposant  de  plus 
qp'on  commence  la  2.«  ligne  par  le  1 00.«  terme  de  la  \»^. 

La  l.re  diagonale  a  les  3  nombres  21 ,  56, 91  communs 
avec  la  2.®,  ce  qui  donne  6  combinaisons;  les  18  restans 
de  la  l.re donnent  (1 , 2,  3. . .  18)  comlmiaisons;  les  12res- 
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tans  de  la  2.®  diagonale  auront  (1 ,  2,  3, . .  12).  tes  5  pé- 
riodes delà  1je£»'oi4(1,2,3,a.5),elles7  périodes 
de  la  2.e  (  J  ^  2,  3. . .  7)  combinaisons» 

Chaque  verticale  donnera,  pour  les  24  nombres  ne  fai* 
sant  pas  partie  des  diagonales,  (1 ,  2,  3. .  •24),'et  pour 
les  3  yerticales,  (1,  2,  3....  2A)'$  ce  qui  donnerait 
le  nombre  prodigieux  6(1 , 2,  3,  fl, 5) (1,  2,  3. . .  7)  (1 , 
2,  3...  12)  (1,2, 3...  18)  (1,2,  8...  24)%  et  il  fendrait 
multij^ier  ce  nombre  par  les  combinaisons  du  2.^  tableau, 
qui  seraient,  pour  le  cas  particulier  (  1 ,  2,  3.  • .  7 )  (1 ,  2, 
3.. .28)1. 

On  n'en  dira  pas  davantage  sur  ce  genre  de  carré  :  les 
explications  et  les  exemples  donnés  ne  doiT^at  rien  laisser 
à  désirer* 

S3. 

RAGINB  COIPOSÉB  DE  NOMBRES  PARTIE   CARRÉS ,   PARTIE 
FACTEURS  PREMIERS. 

Soit  la  racine  45=3'*  5:  il  j  aura  des  périodes  de  3, 
de  5,  de  9  et  de  15  termes,  selon  que  la  différence  sera 
dirisible  par  15 ,  par  9,  par  5  ou  par  3;  il  restera  à  don-^ 
ner  aux  périodes  la  sonmie  voulue.  Gete  somme  est  égale 
au  moyen  terme  23  multiplié  par  le  nombre  des  termes 
de  la  période.  Quant  au  2.^  tableau ,  on  se  conformera 
aux  règles  données  au  paragrapbe  précédent,  pour  ériter 
les  répétitions ,  et,  par  suite ,  l'omission  de  nombres.  Il  en 
sera  de  même  pour  toute  autre  racine  composée.  Ainsi , 
pour  1575=;7»9«25=3»3«5«5«7,  on  aura  des  périodes  de 
3,5,7,9,  15,21,25,  35,45,63,  75,105,  175,225, 
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31 5  9  525,  et  on  les  trouvera  facilement  en  prenant  les 
facteurs  simples,  puis  ces  facteurs  2à2,  3à3,/ilà4. 
Il  en  serait  de  même  s'il  y  avait  des  cubes  ou  autres  puis- 
sances parmi  les  facteurs  de  la  racine  :  qu'elle  soit ,  par 
exemple,  iai75==7«25*81=::3*3*3*3*5*5*7,  on  prendra  les 
facteurs  simples  Iàl,2à2,3à3,aà4,5à5,6à6, 
et  en  général  n — 1  à  n— 1 ,  si  le  nombre  des  &cteurs 
simples  est  n,  en  observant  (pi'on  doit  considérer  comme 
facteurs  simples  ceux  qui  entrent  plusieurs  fob  dans  la 
racine.  Ici  Ton  aura  3,5,7,  facteurs  simples ,  1  à  1.  •  • 
9,  15,  21  ,  25 ,  35,  les  facteurs  simples  2  à  2. . .27,  AS, 
63,  75,  105,  175,  les  facteurs  simples  3  à  3. .  .81, 135, 
189, 225 ,  315,  525,  pris  4  à  4. . .  fl05, 667,  945, 1575, 
pris  5  à  5;  enfin  2025 ,  2835,  4725,  pris  6  à  6  :  en  tout, 
28  espèces  de  périodes* 

Il  est  inutile  de  s'étendre  davantage  sur  ce  genre  de 
carrés ,  qui  rentrent  dans  le  paragraphe  précédent» 

CARRÉS    IMPAIRS    A    GOMPARTIKEIfS. 

Tous  les  carrés  dont  la  racine  est  composée,  peuvent, 
indépendamment  des  constructions  indiquées  dans  les 
paragraphes  précédons,  et  de  celles  qui  résultent  des  bor- 
dures ,  se  décomposer  en  plusieurs  carrés  'partiek  tous 
magiques  ainsi  que  le  carré  totaL  C'est  ce  que  l'on  va  dé- 
velopper, et  dont  on  donnera  plusieurs  exemples* 
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ARTICLE  PREMIER. 

ClAAi    Dl   9    ▲    COHVlHTIMBRS* 

n  7  a  plasieurs  manières  de  choisir  les  nombies  de  la 
progression  arithmétique  pour  ayoîr  les  carrés  partieb 
propres  à  former  le  carré  totaL 

Le  moyen  le  plus  simple  est  de  prendre  les  n*  pre- 
miers termes  de  la  progression  pour  le  L^r  carré  partiel, 
puis  les  n^  suivans  pour  le  2.^  carré,  et  ainsi  de  suite. Ces 
carrés  partiels ,  étant  considérés  comme  de  simples  nom- 
bres, s'arrangent  dans  le  carré  total  comme  si  celui«KÂ 
n'avait  que  v?  cases ,  et  comme  si  la  racine  était  n.  Voir 
{figure  23  y  flanche  II  ). 

Pour  le  carré  de  9,  que  l'on  considère  ici,  il  est  clair 
que  le  moyen  41  sera  lui-même  au  centre  du  carré  total  : 
car  le  carré  qui  le  contient  occupera  le  milieu  de  ce  carré; 
mais  pour  tou  I  autre  carré  cela  n'est  pas  forcé  :  car  l'ordre 
de  distribution  de  ces  carrés  partiels  n'emporte  pas  néces* 
sairement  le  moyen  au  centre. 

Chaque  carré  de  S  ayant  8  positions,  on  aura  8*  pour 
les  combinaisons  de  ces  carrés  entr'eux.  Ib  peuvent  aussi 
avoir,  considérés  comme  de  simples  nombres,  8  positions  : 
donc  en  tout  8^^,  qu'il  &udra  multiplier  parle  nombre  de 
systèmes  de  progressions  que  l'on  peut  employer.  Toici  ces 
systèmes. 
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/l    234    5    6789 

10  11  12  13  n  15  16  17  18 

19  20  21  22  23  24  25  26  27 

28  29  30  31  32  33  34  35  36 

1.er/37  38  39  40  41  42  43  44  45 

]46  47  48  49  50  51  52  53  54 

[55  56  57  58  59  60  61  62  63 

164  65  66  67  68  69  70  71  72 

\73  74  75  76  77  78  79  80  81 

de  i.*"  carré  est  le  carré  naturel;  chaque  li^pœ  horixoD* 

laie  formera  un  carré  partieL 

p  10  19  28  37  46  55  64  73 

2.e{  2  11  20  29  38  47  56  65  74 

)  3  12  21  30  39  48  5^  66  75  etc. 

Dans  ce  carré  les  Terticales  du  carré  naturel  composent 

les  carrés  partiels. 

M    2    3  10  11  12  19  20  21 

j  4    5    6  13  14  15  22  23  24 
^'A  7    8    9  16  17  18  25  26  27 

(28  29  30  37  38  39  46  47  48  etc. 

En  prenant  les  9  nombres  de  Tangue  gauche,  les  9  soi- 

Tans  et  les  9  restans  des  3  premières  lignes,  ensuite  les  9 

du  milieu  à  gauche,  et  ainsi  de  suite. 

/  1  28  55    2  29  56    3  30  57  etc.. 

l  ou,  ce  qui  est  la  même  chose. 

)  1    2    3  28  29  30  55  56  57 
)  4    5    6  31  32  33  58  59  60 

1  7    8    9  34  35  36  61  62  63 

\10  11  12  37  38  39  64  65  66  etc. 
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En  prenant  les  3  premiers*  nombres  des  1 J®,  4.e  et  7.e 
horkontales;  puis  les  3  soivans  de  chacone;  ensuite  les  3 
derniers;  agissant  de  même  sor  les  2.»,  5.«,  &e^  et  enfin 
sorles3.«,6.eet9.e. 

1    a    7  10  13  16  19  22  25 
5    8  11  14  17  20  23  26 


\ 


^•''^   -^    6    9  12  15  18  21  24  27 
(28  31  34  37  40  43  46  49  52  etc. 
Dans  ce  carré  ce  sont  les  verticales  du  précédent  qm 
composent  les  carrés  partiels. 

Î1    4    7  28  31  34  55  58  61 
2    5    8  29  32  35  56  59  62 
3    6    9  30  33  36  57  60  63 
10  13  16  37  40  43  64  67  70  etc. 
Dans  ce  carré  ce  sont  les  rerticales  du  3.®  carré  qui 
serrent  aux  carrés  partiels. 

En  tout  6  systèmes  :  donc  le  total  des  combinaisons  sera 
6  •  8^^  pour  le  carré  de  9  à  compartimens.  On  voit  qu'on 
ne  &it  pas  usage  de  tableaux.  H  est  égal  à  6442450944 
combinaisons;  mais  on  le  diviserait  par  8,  à  l'ordinaire,  si 
l'on  ne  voulait  pas  fiiire  état  des  8  positions  du  carré 
total. 

Toici  les  tableaux  d'après  lesquels  serait  construit  le 
carré  de  la  figure  23. 
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re  72816438 
if  59357951 
1834492276 
16  72618816 
159753357 
8  34294492 
[4  92492438 
'357357951 
l81681  6276 


S 

M 

c4 


^63  63  63    0   0  0t5il5ll5 
'63  63  63   0   0  Oft5ft545 
163  63  63   0   0  04543  45 
jl81818  36  36  36  54  54  5t 
[181818  36  36  36545454 
]l8  18  18  36  36  365454  54 
[27  27  27  72  72  72  9  9  9 
27  27  27  72  7272  9  9  9 
127  27  27  72  72  72  9  9  9 


Si  l'on  peut  retenir  le  2*^  tableau,  il  n'est  pas  facSe  de 
prévoir  la  forme  du  l.^i*.  On  voit  bien  que  cbaque  ligne 
de  ce  tableau  se  partage  en  3  parties  contiguës  de  15 
chacune ,  tant  en  horizontale  qu'en  verticale  ;  mab  il  &u-  * 
drait  plus  d'attention  et  de  temps  pour  faire  ce  tableau 
que  le  carré  même,  dont  la  construction  ne  difi%re  pas 
de  celle  du  carré  de  3. 

On  verra  que  la  méthode  d'opérer  par  tableaux  ne  peut 
être  employée  toutes  les  fois  que  les  carrés  ne  sont  pas 
des  carrés  simples ,  et  que  par  conséquent  elle  est  loin  de 
suffire  à  tous  les  cas. 


ARTICLE  IL 

cAaai  DB  25  a  compibtimiks. 

On  a  trouvé  pour  le  carré  de  5  sans  bordure  le  nombre 
52992  ;  mais  il  j  a  25  carrés, ce  qui  donne  52992**;et,  comme 
les  25  carrés,  considérés  comme  nombres  simples,  peuvent 
aussi  s'arranger  de  52992  manières,  il  viendra  52992**= 
52992"  ■**  *,  en  appelant  /l' la  racine  ;  on  aura  encore  6  sys- 
tèmes de  progressions  :  donc  il  viendra  6*52992".  On 
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trouTera  ce  carré  (/%•  24,  pL  Y).  On  a  choisi  les  hori- 

Eontales  du  carré  naturel,  et  celui  de  la  figure  a  été  ensuite 

formé  d'après  Fordre  des  nombres  du  carré  suivant  : 

4  11  20    7  2^ 

6  25    2  13  19 

15  17    8  24    1 

22    3  14  16  10 


18 

9  21 

5  12 

Les  tableaux  sont  : 

.  /  i»  1  523 

• 

/    0  10  15    5  20 

1      152  34 
!}      523  4  1 

P 

i     5  20    0  10  15 

j  10  15    5  20    0 

g       23415 

H 

(20    0  10  15    5 

-      3  4  152 

(H 

V  15    5  20    0  10 

On  dbtribuera  donc  les  carrés  partiels  comme  l'indique 
le  carré  de  5  ci-dessus  :  ainsi  le  4.e  carré  partiel,  qui 
commence  à  76,  et  finit  à  100,  sera  le  premier  des  carrés 
magiques; le  11.® ,  qui  commence  à  251  et  finit  à275 , sera 
le  second  de  la  1 J®  borixontale ,  et  ainsi  des  autres. 

ARTICLE   IIL 

CAEEi    Dl    35    ▲    COMPÀETIMBlfS. 

Les  nombres  dont  la  racine  se  compose  de  &cteurs 
premiers  tous  différens,  ont  la  même  propriété  que  ceux 
dont  la  racine  est  un  carré  ;  mais  il  j  a  plus  de  diversité 
dans  leur  formation. 

Qu'il  y  ait  d'abord  deux  facteurs  seulement,  et  qu'ils 
soient  p,  tfy  h,  racine  sera  pti,  et  le  carré  p*q^.  Soit  N  le 
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nombre  de  manières  dont  on  peut  arranger  le  carré  p%  et 
N'  celui  des  arrangemens  de  ^ *  :  on  aura  N^  pour  la 
somme  des  arrangemens  des  q^  carrés ,  contenant  chacim 
p' cases;  et,  comme  ces  carrés  peuvent  éux-mémes  s'ar- 
ranger de  N'  manières,  on  aura  N'N^  pour  un  des  sys- 
tèmes de  progressiotis;  et,  comme  il  y  a  6  systèmes,  il 
viendra  6N'N^  .  Si,  au  contraire,  on  forme f?*  carrés  ayant 
chacun  ^ '  cases,  on  aura  dans  ce  cas  CNN'''  :  donc ,  en 
tout,6(N'N^V  NN''^');  mais  on  a  52992  manières  d'ar- 
ranger le  carré  de  5^  et  363916800  manières  de  former 
celui  de  7  ;  donc  N=52992,  et  N'=3639I6800. . .  ;?«= 
25. . .  f '=49;  et  il  viendra ,  pour  le  carré  de  35  â  com- 
partimens  6(52992-  363916800*'+  36391 6800 •52992'* ); 
mab,  quelque  considérable  que  soit  ce  nombre,  il  est  à 
peine  appréciable  si  on  le  compare  au  prodoit  successif 
des  1225  premiers  nombres  :  car  la  proportion  serait  â 
peine  celle  de  1  a  l'unité  suivie  de  300  zéros. 

On  aurait  bien  d'autres  combinaisons  si,  avec  les  pro- 
gressions choisies  pour  les  carrés  de  5  et  de  7,  on  suppo- 
sait que  les  carrés  eussent  une  ou  deux  bordures;  que  les 
uns  n'en  eussent  point,  et  que  d'autres  en  fussent  pour- 
vus, etc.,  etc. 

On  verra  (^g.  25,  pf.  YI)  le  carré  de  35  à  compartimens* 
n  a  été  formé  de  25  carrés  de  49  cases.  Ces  carrés  partieb 
ont  été  composés  en  prenant  les  7  premiers  nombres  des 
7  premières  horizontales  du  carré  naturel  supposé  cons* 
truit  ;  puis  les  sept  suivans  des  mêmes  lignes  pour  le 
2.^  carré;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  5.®  carré  indosive- 
menU  Puis  on  a  pris  les  7  premiers  nombres  des  7  hor»* 


A   COKPAKTIKBUS. 


327 


106.. 

.112 

211.. 

.217 

113. 

..119 

218.. 

.224 

^l.er  carré. 


►2.^  carré. 


L 


sonUdes  suivantes  pour  le  6.^  carré  j  et  l'on  a  continué , 
G4Mnme  ci-dessus.  Les  25  carrés  partiels  ont  été  ensuite 
disposés  d'après  la  méthode  expéditiyet-i^uant  aux  carrés 
partieb  en  particulier,  on  a  tantôt  employé  cette  méthode , 
tantôt  quelques  combinaisons  au  moyen  des  tableaux. 

n  était  inutile  de  faire  le  carré  naturel ,  ce  qui  aurait 
été  long  et  fiustidieux.  On  s'est  contenté,  pour  obtenir  les 
progressions  des  carrés  partiels  d'après  l'ordre  choisi, 
de  les  indiquer  comme  suit  : 
J...7      36.. .42      71. ..77 

lai.  ..«7      176.  ..182 
8... 14      43... 49      78... 84 

148.  ..154      183.  ..189 

On  voit  que  pour  k  \.^  carré  en  prend  les  7  pre- 
miers nombres;  puis,  ajoutant  35  à  l'unité,  il  vient  36, 
premier  terme  de  la  2.^  série,  dontle  dernier  est  36  +  6:=:: 
42;  Tient  ensuite  36  + 35=;=  71  pour  le  L^'  terme  delà 
3.«  série ,  et  ainsi  de  suite. 

Le  2.«  carré  se  déduit  immédiatement  du  1.®'  en  ajou- 
tant 7  à  chacun  de  ces  termes.  Le  3.^  se  tire  du  2fi  en 
ajoutant  toujours  7  aux  termes  du  2.®;  et  l'on  agira  de 
même  jusqu'au  5.< ,  dont  le  1  .^'  terme  sera  29 ,  en  ajoutant 
4*7=28  au  1.«r  terme  du  l.«r  carré.  On  obtiendra  les 
autres  en  ajoutant  toujours  28  à  chaque  terme  de  ce  l.^i* 
carré,  et  il  viendra  pour  le  5.^ 

29...  35      64... 70      99...  105      134... 140      169... 
175     204...  210     239...  245 

n  suffit  donc  de  connaître  le  1.^^  terme  de  la  l.re  série 
de  chaque  carré  partiel ,  pour  en  déterminer  tous  les 
autres. 
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Après  le  5.«  carré,  les  7  premières  horizontales  ëtant 
épuisées,  on  passera  aux  suiyantes ;  et,  comme  le  dernier 
terme  du  5.^  carré  est  2A5,  il  suit  que  le  premier  du  6»« 
carré  est  246;  et  il  suffit  de  ce  terme  pour  déduire  les 
séries  de  ce  carré  et  des  ft  suivans*  Le  10*^  carré  aura  pour 
premier  terme  2&6  -{-  28 = 274  ;  le  dernier  de  la  l.re  série 
sera  280;  et,  comme  il  faut  ajouter  6*35=210  à  ce  2.» 
terme  pour  avoir  le  dernier ,  il  Tiendra  490  pour  le  der- 
nier terme  de  ce  10.®  carré:  ainsi  les  14  premières  hori- 
lontales  étant  épuisées,  on  passera  aux  7  suivantes^  Le  1 1  •« 
carré  commencera  donc  par  491  :  d'oii  Ton  tirera  les  12.^, 
13.»,  14.e,  15.^;  mais  îl  y  a  progression  entre  les  premiers 
termes  des  carrés  de  5  en  5,  la  différence  est  246—  1  = 
245  ;  ainsi  491  —246=245  :  donc  le  l.er  terme  du  16.e 
carré  sera  491  +  245=736;  d'oii  l'on  déduira  les  17.e, 
18.%  19.e,  20.e.  Le  21.e  commencera  par  736  +  245=981. 
Le  2.«  terme  étant  987,1e  dernier  sera  987+  210=1197: 
à  quoi  ajoutant  28, on  obtiendra  1197 -f  28  =  1225,  der- 
nier terme  du  25.e  carré,  ainsi  qu'on  devait  Favoir. 

n  suffit  donc  du  l.^r  carré  pour  obtenir  les  24  autres; 
et  même  les  deux  premières  séries  de  ce  1  .^r  carré  donnent 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  les  autres  car- 
rés. On  peut  n'employer  que  la  méthode  expéditire,  tant 
pour  les  carrés  partiels  que  pour  le  carré  total.  Alors  l'opé»- 
ration est  singulièrement  simplifiée:  il  ne  &ut  plus  que  de 
l'attention ,  mab  aucun  calcul ,  point  de  carré  naturel,  dont, 
au  reste,  on  peut  toujours  se  dbpenser;  et,  comme  il  ne 
doit  pas  y  avoir  de  tableaux ,  il  suit  que  la  construction 
des  carrés  par  compartimens,  lorsque  la  racine  est  com- 
posée ,  est  la  plus  &cile  et  la  plus  expéditive  de  toutes  , 
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qaoiqoe  les  aateurs  l'aient  considérée  comme  plus  com- 
pliquée qae  ceDe  des  carrés  simples* 

ARTICLE  lY. 

CARRiS   A  COMPARTIMINS   DONT  LA  RAGINl  A   PLUS  Dl  DIUX 
f  ACTEURS   PREMllRS. 

Soit  la  racine  385r=5«7.11  :  le  carré  sera  5*.7*.11% 
et  l'on  pourra  ayoir  (7*1 1)"=  77*=5929  carrés  de  25  cases, 
ou  (5.11)«=55*=:3025carrésde  49  cases,  ou(5.7)»= 
35*=  1225  carrés  de  121  cases;  mais,  de  plus,  on  peut 
avoir  doubles  compartimens.  En  effet,  indépendamment 
des  compartimens  simples  ci-dessus,  on  peut  Êôre  121 
carrés  divisés  chacun  en  49  carrés  de  25  cases ,  ou  en  25 
carrés  de  49  cases;  on  peut  aussi  avoir  49  carrés  divisés 
cliacun  en  121  carrés  de  25  cases,  ou  en  25  carrés  de  121 
cases;  enfin  on  peut  avoir  25  carrés  dont  chacun  com- 
prendrait 121  carrés  de  49  cases,  ou  49  carrés  de  121 
cases. 

Il  n'y  aurait  pas  de  difficulté  pour  avoir  les  progressions 
propres  aux  formations  ci-dessus ,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
aux  précédons  articles. 

Qu'on  veuille  obtenir  49  carrés  dont  chacun  contiendra 
25  carrés  de  121  caseston  pourra  prendre  les  5*  11 =55 
premiers  nombres  des  55  premières  horiaontales ,  puis  les 
55  suivans  des  mêmes  lignes,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au 
7.®  carré  inclusivement;  ensuite  les  55  premiers  nombres 
des  55  horizontales  suivantes ,  et  ainsi  de  suite  :  on  aurait 
les  49  carrésa 

Pour  la  division  subséquente  on  prendra  de  chacun 
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de  ces  49  carrés,  ou  plutôt  de  leurs  progresskms,  les 
Il  premiers  termes  des  11  premières  ptfogresrioiis;jpiiis 
les  11  suivans,  et  ainsi  de  suite,  comme  on  l'a  pratiqué 
pour  les  49  carrés*  Il  n'y  aurait  plus  qu'à  employer  la 
méthode  expéditive  pour  arriver  au  carré  total;  il  ne 
ÊLut,  quelque  compliqué  que  soit  l'exemple,  qu'un  peu 
d'attention  et  d'ordre,  surtout  pour  la  décomposition  des 
progressions;  mab  on  se  fera  des  règles  analogues  à  oeDes 
du  précédent  artide. 

ARTICLE  V. 

GlUU&f  A  COMPAETniBKS    DOlfT  LA   KAGIKB    B8T   COXrOSiB    1»    FACfVVftt 
FBBXIBBS    BT   DB    FACTBVBS    GABB^S ,    OU  BOIfV   TOVS  UB   FACnUSI 

SORT  cA&aés. 

CARRé    SB    45. 

Puisque  45=3*3*5,le  carré  sera 5**  3**3^;on  pourra 
RToirSl  carrés  de  25  cases,  ou  25  carrés  de 81  «ves, ou  9 
carrés  de 225 cases, ou 225carrés de 9 cases. Dépit»,  les 81 
carrés  de  25  cases  peuvent  donner  9  carrés  ayant  cbaeun 
9  carrés  de  25  cases  ou  25  carrés  de  9  cases.  Les  25  carrés 
de  81  cases  peuvent  fournir  25  carrés  ayant  chacun  9 
carrés  de  9  cases.  Le  nombre  de  combinaisons  est  prodi* 
gieux;  mais,  quoique  ce  carré  ait  2925  cases,  il  n'y  a  pas 
plus  de  difficulté  à  le  former  que  si  la  radne  était  un  seul 
nombre  premier.  On  verra  {figure  26,  planche  yD)  oe 
carré  de  45.  On  a  pris,  pour  le  construire,  25  carrés  de  81 
cases;  cinq  de  ces  carrés  ont  été  divisés  eii  9  carrés  de  9 
cases;  les  autres  ont  été  construits  par  là  méthode  expé» 
ditive,  ainsi  que  les  carrés  de  9  cases.  Les  2i  carrés  ont 
été  disposés  dans  l'ordre  suivant  :  • 
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HÂMMÈ*  I.O'TABLIAV*  2.®TABLBAir* 

15  16  22  3  9  5  1  2  3  a  10  15  20  0  5 

2  8  U  20  21  2  3  4  5  1  0  5  10  15  20 

19  25  1  7  13  4  5  12  3  15  20  0  5  10 

6  12  18  24  5  12  3  4  5  5  10  15  20  0 

23  4  10  11  17  3  4  5  12  20  0  5  10  15 

G'est-4-dire  qae,  les  carrés  de  81  cases  considérés 
comme  un  seul  nombre ,  on  a  donné  aux  25  carrés  la  dis- 
tribution ci-dessus  :  ainsi,  les  81  premiers  nombres  compo- 
sant le  premier  carré  se  trouTent  à  la  place  de  l'unité,  le 
15.<^  carré  est  le  premier  du  carré  total  de  25  carrés,  et  le 
plus  petit  nombre  serrant  à  le  former  est  11 35  :  car  les 
14  premiers  carrés  de  81  cases ,  d'après  l'ordre  naturel, 
donnent  14*81  =1134  :  donc  le  15.^ commence  par  1135. 
An  reste  le  carré  de  la  figure  explique  mieux  encore  que  le 
raisonnement,  la  marche  que  l'on  a  suivie* 

Si  la  racine  était  composée  de  carrés ,  comme  225  =: 
9*25,  le  carré  serait  9' .  25',  et  l'on  aurait  625  carrés  de  81 
cases,  81  carrés  de  625  cases,  5625  carrés  de  9  cases,  9 
carrés  de  5625  cases ,  2025  carrés  de  25  cases,  25  carrés 
de  2025  cases,  225  carrés  de  225  cases;  mais  il  peut  y  avoir 
double  et  triple  compartiment  Par  exemple,  les  625  carrés 
de  81  cases  donneraient  25  carrés  comprenant  chacun  25 
carrés  de  81  cases,  et  l'un,  quelconque  de  ceux-ci,  peut 
avoir  9  carrés  de  9  cases«  On  aurait  encore  25  carrés  com- 
posés chacun  de  81  carrés  de  25  cases,  ou  de  9  carrés 
composés  chacun  de  9  carrés  de  25  cases,  ou  ajant  cha- 
cun 25  carrés  de  9  cases,  etc.,  etc. 

En  généra]  les  compartimens  de  compartiment  peuvent 
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être  égaux  au  nombre  des&cteurs  simples  moins  un,  que 
ces  ÊLCteurs  soient  égaux  ou  non  :  ainsi  l'on  aurait  ici 
3  •  3  •  5  «5  à  la  racine.  Il  y  a  A  facteurs  simples  :  ainsi  il  peut 
y  avoir  jusqu'à  3  compartimens  l'un  dans  l'autre.  Pour  45 
on  arait  3  •  3  •  5  :  il  ne  pouvait  y  avoir  que  2  compartimens , 
pas  plus  que  pour  385=5*7 «11* 

§  5. 

CARRÉS  ATEG  BORDURES^  PAR  LES  DIFFÉRENCES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

LA   RAÇINS   DU   CÂERÉ    GEICTRÀL   EST    VH   NOMBEE   PEBMIBR. 

On  a  donné  (  $  2,  section  l.i'^'  )  la  manière  de  former  les 
bordures;  mais  il  y  a  souvent  tâtonnement.  Voici  une  mé- 
thode plus  générale  et  plus  expéditive. 

Puisque  dans  tout  carré  impair  il  y  a  un  terme  moyen , 
il  ne  peut  jamais  fidre  partie  des  bordures  :  car  il  finit  que 
les  nombres  opposés  soient  complémens  l'un  de  l'autre  , 
et  le  moyen  n'a  point  de  complément. 

La  valeur  moyenne  de  chaque  terme  étant  égale  à  h 
moitié  d'un  couple  ou  au  moyen ,  si  l'on  prend  les  diffé- 
rences entre  chaque  terme  réservé  pour  bordure  et  le 
moyen ,  et  que  ces  différences  soient  en  plus  ou  en  moins , 
U  est  clair  que  chaque  ligne  des  différences  doit  être  =  0; 
mais,  la  ligne  opposée  et  correspondante  étant  composée 
des  complémens,  il  est  inutile  de  s'en  occuper  :  car  les 
différences  de  ces  complémens  seraient  aussi  nécessaire- 
ment =0.11  ne  &ut  donc  composer  que  la  l.i'^horÎMntale 
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et  la  1  J«  verticale,  puisque  les  nombres  des  lignes  corres^ 
pondantes  seront  connus* 

On  doit  remarquer  que  ,les  angles  des  diagonales  devant 
servir  à  deux  lignes  de  dénomination  différente ,  il  &at  que 
les  angles  opposés  d'une  même  diagonale  soient  complé- 
mens  Tun  de  l'autre* 

Phis  il  y  a  de  termes  pour  composer  une  bordure,  plus 
il  est  Êicile  de  la  former,  attendu  qu'on  peut  agir  sur  un 
plus  grand  nombre  de  signes  pour  les  changer ,  s'il  est 
nécessaire,  afin  d'obtenir  une  somme  =  0;  les  exemples 
suivans  mettront  sur  la  voie. 

On  fera  observer  qu'il  est  avantageux,  d'après  la  re- 
marque précédente ,  de  commencer  toujours  par  la  bor- 
dure la  plus  rapprochée  du  carré  central. 


ARTICLE    PREMIER. 

CARaiK    9B    5    AVEC    BORUtES. 

On  formera  le  tableau  de  toutes  les  différences ,  comme 
il  suit ,  en  omettant  le  moyen,  dont  la  différence  est  0. 


1  +12  —  25 
2+11—24 

♦  3+  10—23 
*4+    9  —  22 

♦  5+    8  —  21 
6+   7  —  20 


7  +  6—19 

8  +  5  —  18 

9  +  4  —  17 

10  +  3  —  16 

11  +2—15 
♦  12  +  1—14 


Dans  l'emploi  desdifférences ,  ou,  pour  mieux  dire,  dans 
leur  tableau, lesigne— n'affecte  pas  le  nombre  devant  lequel 
il  Ée  trouve ,  mais  la  différence  qui  tient  le  milieu  :  ainsi  on 
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lirait  5  +  8=:13  et  21  —8=13,  puisque  13  est  ici  le 
moyen ,  qui  est  toujours  connu  dans  les  nombres  impairs* 
Cette  notation  est  commode ,  pour  ne  pas  répéter  deux 
fob  la  différence,  pour  ladliter  la  composition  des  bordure^ 
et  mettre  en  regard  les  nombres,  leurs  complémens,  et 
leur  différence  positive  ou  négative. 

On  chobira  à  volonté  3  progressions  de  3  termes,  dont 
le  moyen  &sse  partie;  on  peut  aussi  n'en  prendre  quhme 
seule  de  9  termes,  ayant  toujours  le  moyen  au  milieu, 
attendu  qu'il  ne  peut  entrer  dans  les  bordures.  Ce  que  l'on 
dit  ici  du  carré  de  3,  a  lieu  pour  tous  les  carrés  im- 
pairs. 

Des  trois  progressions,  celle  du  milieu  exceptée,  il  y  a 
toujours  une  qui  aura  la  3.^  composée  de  ses  complémens. 
S'il  y  en  a  plus  de  3 ,  sans  comprendre  celle  du  milieu,  la 
moitié  des  autres  a  ses  complémens  dans  l'autre  moitié. 
Quant  à  celle  du  milieu,  excepté  le  moyen,  la  moitié  des 
nombres  a  aussi  ses  complémens  dans  l'autre  moitié. 

Soit  l'une  des  progressions,  pour  le  carré  de  3  centrai 
avec  bordure ,  3  •  4  •  5  :  l'autre  sera  nécessairement  21  •  22  • 
23;  et,  comme  la  différence  des  termes  est  l'unité,  et  que 
le  moyen  &it  partie  de  la  progression  du  milieu,  elle  sera 
aussi  nécessairement  12*13*14.  Ona  marqué  d'un  asté- 
risque les  termes  employés ,  pour  ne  pas  les  confondre  avec 
ceux  qui  doivent  composer  la  bordure. 

n  £aLut,  pour  la  bordure ,  commencer  par  les  angles ,  et 
il  arrive  quelquefois  que  ceux  qui  ont  été  choisis  ne  con- 
viennent pas,  surtout  lorsque,  comme  dans  le  cas  parti* 
culier,la  bordure  est  la  plus  petite  possible. 

Soient  donc  chobis  pour  l'horizontale  les  angles +7+5 
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en  différences.*  (iette  ligne  pourra  s^aoheTer  par  +  2  —  11 
—  3,  puisque? +5+2— 11 — 3=0;  il  ne  reste,  pour  la 
Terticale, que 4,6,12, arec  leurs  signes  +  on  — •  Or  on  a 
déjà  7  commun  et  '—  5  complément  de  +  5:  il  faut  voir  si 
ayec  ces  nombres  A ,  6 , 1 2  ^  on  peut  acheyer  cette  Terticale. 
Or  4 +6  —  12  conyient;  car  on  aurait  7  +  4+6=17,  et 
5  +  12=17:  donc  la  somme  des  différences  positiyes  est 
égale  à  celle  des  différences négatiyes;  ou,  plusbrièyement, 
la  somme  des  différences=:0,  le  mot  somme  étant  pris  dans 
Facception  qu'on  lui  dcmne  en  algèbre  :  car  c'est  réellement 
une  différence.  Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  les  nombres 
aux  différences ,  et  l'on  aura  le  carré  ayec  bordure  (fy.  27 j 
pi.  m). 

Les  nombres  du  milieu  des  bordures,  tant  en  horizon- 
tale qu'en  yerticale ,  peuyent  alterner  à  yolonté  ;  les  angles 
seuls  ne  peuyent  yarier  pour  un  système  déterminé  de 
bordures.  Les  deux  lignes  restantes  se  composent  par  les 
complémens. 

^       ARTICLE  IL 
•    '    '      \*      ^ 

•  GiimEB  4>l    7  AyiG    BOB.DUEI    SIKPLI. 

Le  'moyen  est  25.  Toici  le  tableau  des  différences  : 

♦  1  4-24  — 49  *   9  +  16  — 41 

♦  2  +  23  —  48  *  10 +  15  — 40 
♦3  +  22  —  47  ♦Il  +  u_39 

a +  21— 46  ♦12  +  13-38 

5 +.20  — 45  13  +  12—37 

6  +  19  —  44  14  +  11  —  36 

♦  7  +  18  —  43  15  +  10  —  35 

♦  8  +  17  —  42  16+   9  —  34 
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♦  t7+  8  —  83  21  +  4  —  29 
18+  7  —  82  22+  3  —  28 
19+6  —  81  23+  2—27 

•  20+5-30  *  24+  1—26 

Soient  choisies  pour  le  carré  central  de  5  les  cinq  pro- 
gressions 3«5«7«9-11 12.14.16*18*20....21.23. 

25*27  •29....  80«  32-34  «se*  38 39*41  •43*45«47: 

on  voit  que  les  deux  dernières  sont  composées  des  com- 
plémens  des  deux  premières.  Ces  complémens  sont  toujours 
dans  le  tableau  des  différences  sur  la  même  ligne  que  les 
nombres  auxqueb  ils  correspondent.  On  voit  aussi  que 
27 et  29  sont,  dans  la  progression  centrale,  complémens 
de  23  et  de  21. 

Il  y  a  plus  de  facilité  pour  fiiire  la  bordure  de  7,  que 
celle  de  5  :  car  il  reste  24  nombres  au  lieu  de  16.  Les  diffé- 
rences à  employer  pour  la  bordure,  sont  1 ,  3,  6^  8,  10, 
12,15,17,19,21,23,24. 

On  peut  prendre  pour  les  angles  les  différences  +  21 
+  6  en  horizontale ,  et  achever  cette  ligne  par  8  +  24  — 
17 —  19^23.  En  effet  21  +  6 +8 +24=59;  de  même 
17+19  +  23=59  :  donc  la  somme  des  différences  =0. 
La  verticale  a  déjà  21  conm)un,et*-6,  complément  de  + 
6.  11  reste  les  différences  1 ,  3, 10, 12, 15;  mais  21  —6= 
15  :  il  fiiut  donc  que  l'on  ait  —  1 5  pour  somme  des  5  diffé- 
rences restantes  prises  en  plus  ou  en  moins.  On  peut  donc 
prendre12  +  1— 3— 10— 15. 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  on  aura  le 
carré  (Jiffire  28 ,  planche  III  ). 
Gomme  le  carré  central  est  5, le  moyen  n'est  pas  néces- 
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sairement  au  miliea  da  carré ,  cela  n'étant  forcé  que  pour 
le  carré  de  3. 

AETICLB  III. 

CÀRRé  DB  7  AVEC  DBUX  BOBDVRBS. 

Le  carré  central  étant  celai  de  3,  soient  prises  à  vo- 
lonté les  progressions  2«7«  12  ...  20*25  •  30 38  •  48* 

48,  dont  la  3.»  est  forcée  d'après  la  première;  il  snflSt 
même  des  deux  premiers  nombres  2,  7,  ponr  déterminer 
le  reste  de  ces  progressions.  D'abord ,  puisque  7—2  =  5, 
on  aura  7  +  5  =  12,  ce  qui  complète  la  1 J^  progression  ; 
ensuite,  le  moyen  25  tenant  le  milieu  de  la  2.^  progres- 
sion, il  Tiendra  25+5=20=30':  on  a  donc  la  2.^  pro- 
gression. Enfin-50— 12...50— 7...53— 2, donnent  38 • 
43*48  pour  la  3.e-  ou  mieux,  l'interralle  20—  12=8, 
entre  les  2  premières  progressions,  étant  connu,  on  aura 
de  même  30+8=38:  d'où  38+  5=43. . .  43+5=48. 
On  agira  de  même  dans  tous  les  cas. 

Soient  supposés  maintenant  +  24  et  +  1  aux  angles  de 
l'horizontale  pour  la  première  bordure  :  il  faut  que  les  trois 
différences  intermédiaires  aient  pour  somme  —  25  =  — 
(24  +  1),  ce  que  l'on  peut  obtenir  par  8  — 16 — 17^  quant 
à  la  verticale,  quia  déjà  24  —  1=:  23,  il  Êiutque  les  trois 
différences  intermédiaires  aient — 23  pour  somme ,  et  l'on 
peut  prendre  14  — 15— 22=— 23. 

On  marquera  d'un  signe  les  différences  employées, 
ainsi  qu'on  le  voit  au  tableau  ;  il  reste ,  pour  la  2.^  bordure , 
2,3,4,6,7,9,10, 11, 12, 19, 20,21.  On adonc  6  pairs 
et  6  impairs  en  différences;  mais  à  chaque  différence  se 
trouvent  deux  nombres  de  même  espèce  opposée  à  celle 
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delà  différence,  c'est-à-dire  qu'à  une  différence  paire  ré- 
pondent deux  nombres  impairs ,  et  réciproquement  :  d'oà 
il  suit  qu'on  aura  pour  la  2.^  bordure  12  pairs  et  12  im- 
pairs; mais  chaque  ligne  doit  être  impaire i=173  =7*  25. 
Si  donc  on  suppose  aux  angles  deux  nombres  d'espèce 
différente,  la  somme  des  angles  à  chaque  ligne  sera  im- 
paire :  il  Êiudra,  par  conséquent ,  que  les  5  nombres  inter- 
médiaires aient  une  somme  paire,  et  il  reste  10 pairs  et 
10  impairs.  Or  on  ne  peut  faire  cette  somme  paire  qu'en 
prenant  les  impairs  en  nombre  pair,  ou  ib  doÎTcnt  être  en 
nombre  0,  2,  4.  Si  l'on  n'en  emploie  aucun  dans  l'une 
des  lignes ,  il  y  en  aura  5  dans  la  ligne  de  dénomination 
différente,  et  cette  ligne  sera  paire;  si  l'on  en  met  2  dans 
Tune  des  lignes,  il  en  restera  6  pour  l'autre  et  son  oppo-  ' 
sée,  par  conséquent  3  dans  une  ligne  qui  sera  encore 
paire.  Enfin ,  si  l'une  des  lignes  en  a  A ,  l'autre  n'en  aura 
qu'un ,  et  sera  encore  paire  :  d'oii  la  conséquence  que  les 
angles  seront  de  même  espèce. 

Cette  recherche  de  la  nature  des  angles  n'a  besoin  d'être 
laite  que  sur  la  bordure  extérieure ,  quel  que  soit  le  nombre 
des  bordures. 

Soient  choisis  les  angles  -f  21  -f  ^9  en  horizontale:  leur 
somme  est  40  :  donc  celle  des  5  nombres  intermédiaires 
sera  aussi  ftO,  mais  négativement,  et  Ton  peut  prendre 
+  9—20—12—11—6=— 40. 

Quant  à  la  verticale,  qui  a  déjà  21  —  19=2,  il  but 
que  la  somme  des  5  nombres  entre  les  angles  soit  =—2, 
et  il  reste  les  différences  2 ,  3 ,  4 , 7, 10  ;  et ,  comme  10+2 
— 3 —  4  —  7= — 2 ,  la  verticale  est  achevée.  On  aurait  pu 
faire  encore  —2  par  2  -f  3  +  7—10—  4. 
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Si  l'on  substitue  les  nombres  aux  différences.  On  aura 
le  carré  {figure  29,  planche  III). 

ARTICLE  IV. 

CAR&B  DB  11  A  TOUTES  BOBDUABS. 

On  a  ici  ^^  =:  k  bordures;  le  mojen  :=  ^i^  zs:  61  • 
chaque  ligne  de  la  1."  bordure  vaut  5*  61  =;  305;  de  la 

seconde  bordure,?*  61=427; delà  3.e,9*61=639;enfin 
delà  4.e,  11.61=671. 

Yoici  le  tableau  des  différences. 


1 

l+6ft-121 

21+40—101 

3 

41+20-81 

3 

2+59—120 

2 

22+39—100 

* 

42+19—80 

3 

3+58—119 

1 

23+38—99 

* 

43+18—79 

4+57—118 

• 

24+37—  98 

44+17—78 

♦ 

5+56—117 

2 

25+3ft-  97 

2 

45+16-77 

2 

6+55—116 

3 

26+35—96 

46+15—76 

1 

7+54-115 

27+34—  95 

3 

47+14—75 

8+53—114 

1 

28+33—  94 

48+13—74 

3 

9+52—113 

1 

29+32—  93 

2 

49+12—73 

10+51—112 

3 

30+31—  92 

2 

50+11—72 

2 

11+50—111 

3 

31+30—  91 

3 

51+10—71 

3 

12+49—110 

2 

32+29—90 

52+  9—70 

13+48—109 

2 

33+28—  89 

1 

53+  8—69 

2 

14+47—108 

3 

34+27—  88 

54+  7—68 

3 

15+4&-107 

35+26—87 

3 

55+  6—67 

16+45-106 

1 

36+25—  86 

3 

56+  5—66 

3 

17+44—105 

2 

37+24—  85 

57+  4—65 

3 

18+43—104 

38+23—  84 

58+  3—64 

2 

19+42—103 

3 

39+22—  83 

59+  2-63 

1 

20+41—102 

40+21—  82 

60+  1—62 
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On  a  niarqué  par  des  astérisques  les  qaatre  nombres  du 
carré  central;  leurs  complémens  et  le  mojen  61  sont  les 
cinq  autres.  Les  petits  nombres  à  côté  des  différences 
se  placent  successivement  au  fur  et  à  mesure  des  bor- 
dures ,  afin  d'ériter  l'incouTénient  de  prendre  plusieurs 
fois  le  même  nombre  ou  la  même  différence.  Ces  petits 
nombres  indiquent  les  numéros  des  bordures.  La  dermèrc 
n'a  pas  d'indication. 

Soient  chobies ,  pour  le  carré  central ,  les  progressions 
5 .24  .  43. . .  42. 61 .80. . .  79-  98. 117. 

Soit  la  l.re  bordure,  pour  l'horizontale,  38+60—32— 
25— 41=0,  et  pour  la  verticale,  38+41+8— 33— 54=0 s 
on  marquera  cette  bordure  du  chiffire  1  au  tableau  des 
diïérences. 

U  n'j  a  point  ici  de  tâtonnement ,  tout  est  à  la  volonté 
de  celui  qui  opère.  Après  avoir  pris  à  fimtaisie  5  différences 
pour  l'horizontale,  il  j*  en  aura  2 ,  dont  l'une  avec  chan- 
gement de  signe,  qui  feront  partie  de  la  verticale  :  car 
cette  dernière  ligne  a  un  angle  commun  avec  l'horizon- 
taie,  et  l'autre  angle  est  complément  du  2.^  de  cette 
même  horizontale.  €ela  est  généraL 

Les  nombres  substitués  aux  différences  sont,  pour  l'ho- 
rizontale ,  23,  1 ,  86 ,  93, 102;  et  pour  la  verticale ,  23, 53, 
94 ,  115,  20.  Les  premiers  et  derniers  nombres  de  chaque 
ligne  sont  les  angles. 

Soient  choisies,  pour  la  2.^  bordure,  les  différences,  en 
verticale,55+50+ 12— 42— 36— 28— 1 1  ,etenhorizontaIe, 
55+42+29—47—39—24—16.  On  voit  que  55  et  42  sont 
les  différences  des  angles  de  l'horizontale ,  et  55 — 42,  celles 
des  angles  de  la  verticale ,  puisque  55  est  commun ,  et — 42 
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GOinplémeiitde+42.Les  nombres  oorrespondans  sont^poor 
lliorisontale,  6,  32,  108,  100,  85,  77,  19;  et  pour  la 
verdcale,  6, 11 ,  49,  97,  89,  72,  103.  Ces  nombres  sont 
marqués  du  chiffire  2  au  tableau  des  différences;  les  angles 
sont  toujours  les  premiers  et  derniers  nombres  des  hori- 
zontale et  Terticale. 

Pour  la  3.®  bordure,  soient,  en  horizontale,  58+43-f- 
22+14—49—35—27—31+5;  et  en  verticale,  58—43+ 
46+59—44—20—52—10+6  :  on  marque  ces  différences 
du  cbôffire  3*  11  n'y  aura  qu'à  substituer  les  nombres. 

Les  différences  restantes  sont  1 ,  2,  3,  4,  7,  9, 13, 15, 
17,  21 ,  23,  26,  30,  34,  40,  45,  48,  51 ,  53,  57,  parmi 
lesquelles  sont  7  pairs  et  1 3  impurs ,  ce  qui  donne  26  nom- 
bres pairs  et  14  impairs  :  d'où  la  conséquence  que  les 
angles  de  la  4.^  bordure  doivent  être  de  nature  différente  : 
car,  qu'ils  soient  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  il 
faudra  que  les  9  nombres  intermédiaires  aient  somme  im- 
paire* Si  les  angles  sont  pairs  ,  il  reste  14  impairs  et  22 
pairs.  Les  impairs  doivent  élre  en  nombre  impair  :  ainsi 
il  en  faudra  1,3,5,  7  ;  or  on  aurait  toujours ,  dans  une 
des  deux  lignes,  des  impairs  en  nombre  pair,  et  la  ligne 
serait  paire,  ce  qui  ne  se  peut. 

Il  est  convenable  de  s'assurer  d'avance  de  la  nature  des 
angles,  pour  ne  pas  (aire  de  fausses  suppositions. 

Soit  donc  l'horizontale  de  la  4.^  bordure  57+30+  45 
+17+15_5a— 34  — 26— 21— 23— 7;laverlicale  peut 
étre57— 30+51  +  13+4— 40— 48-9— 2+3+1  ;  ce  sont 
les  différences  restantes.  On  aurait  encore  pu  faire  la  ver* 
ticale  par57+26+40+3+l— 51— 4»— 13— 9— 4— 2,  et 
de  beaucoup  d'autres  façons*  Substituant  les   nombres  , 
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on  aura  obtenu  iacilement  et  promptcment  les  ft  bordures 
cherchées.  On  verra  le  carré  {figure  30 ,  planche  IIL)^ 

Dans  tout  carré  impair  à  toutes  bordures  le  mojen 
est  au  centre  du  carré  :  car  il  fait  partie  de  la  progression 
du  milieu  du  carré  central;  et  même  on  peut  regarder 
ce  moyen  comme  un  carré,  et  les  nombres  qui  l'entourent 
comme  une  bordure. 

L'exemple  ci-dessus  fait  voir  avec  quelle  promptitude  on 
troure  les  bordures  au  moyen  des  différences;  et  il  n'est 
pas  k  craindre  qu'on  ne  puisse  former  la  dernière  :  car  il  res- 
tera toujours  assez  de  différences  positives  et  négatives  pour 
se  compenser.  Le  cas  le  plus  défavorable  serait  celui  pour  le- 
quel il  resterait  les  20  plus  grandes  différences  pour  la  bor- 
dure extérieure,  et  on  pourrait  la  composer  comme  suit  : 

59— 47+60+58+57+56— 51— 50— 49— 48— 45  borîz. 
59+47+55+54+53—52—46—44—43—42-41  verlîc. 
Il  est  bon  cependant  de  conserver  quelques  petites  dif- 
férences pour  cette  dernière  bordure ,  parce  qu'on  fera 
plus  facSement  cette  compensation. 

ARTICLE  y. 

CARRé  DE  17  A  TOUTES  BORDURES. 

Le  terme  moyen  est  145;  la  plus  grande  différence  est 
144,  correspondante  à  l'unité,  et  à  289,  carré  de  17.  Un 
couple  vaut  289+1  =290=2*  145.  Gomme  la  moyenne 
est  au  centre,  on  peut  commencer  par  la  bordure  de  3 1 
en  considérant  le  moyen  comme  un  carré  ;  ce  qui  dbpense 
de  chercher  les  progressions  du  carré  de  3.  On  peut  en- 
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suite  fidre  la  bordure  qu'on  youdra^  puis  une  autre  à  to^ 
lonté,  et  continuer  ainsi;  et  mémey  en  prenant  les  diffé- 
rences qui  se  suivent ,  autant  qu'il  sera  possible,  on  évi- 
tera de  &ire  le  tableau  des  différences ,  ce  qui  est  souvent 
long  et  Êistidieux.  Cette  manière  d'obtenir  les  bordures 
par  différences  est  la  seule  directe,  la  plus  commode  et 
la  plus  expéditivCk 

Soit  donc  la  bordure  autour  du  centre  124+20— 1l|/|y 
et  12) — ^20—104.  Ici|  comme  dans  toutes  les  bordures, 
la  1.^  différence  sera  (toujours  ceDe  qui  est  commune  aux 
deux  lignes,  et  la  2.®  répondra  toujours  aussi  au  2.«  angle 
de  l'horizontale ,  et,  avec  signe  contraire,  au  2,^  angle  de  la 
verticale.  Ces  difiKrences  seront  toujours  les  premières  dans 
les  séries  de  différences  que  l'on  va  donner  pour  chaque 
bordure.  Les  nombres  oorrespondans  aux  différences  se 
trouvent  sur  le  champion  retranche  la  différence  du  mojen 
si  elle  est  positive,  et  on  l'y  ajoute  si  elle  est  négative. 

Les  nombres  du  carré  central  corre^ndans  aux  dif- 
férences sont  21 ,  289 ,  125  à  l'horizontale,  et  21 ,249, 165 
à  la  verticale.  On  ne  s'occupera  pas  des  complémens  :  car, 
soustrayant  les  nombres  de  l'horizontale  et  de  la  verticale 
de  290,  on  obtient  immédiatement  ces  complémens:  ainsi 
à  21  correspond  269;  à  249,  41  ;  et  à  289,  1.  Le  moyen  a 
sa  place  au  centre  :  les  3  progressions  sont  donc  1*21*41.... 
125.145*165.. ..249-269.289. 

Soit  cherchée  la  bordure  la  plus  extérieure,  celle  de 
17,  et  soient  choisies  les  différences 

143  + 143 +  139+136+135+132+1311 
+130— 142— 141— 138  — 137— 134Wrizonlale. 
—1 33—128—129—4 ) 
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143—140+127+123  —  126—125+122) 

+119— 120— 121+118+115— 116— 117  JverUcalc. 

+114—113—3 ) 

Les  nombres  des  angles  seront  145  — 143=2,  et  145 
i^140b=:59  pour  ceux  de  Phorirontale. 

Ceux  de  la  verticale  seront  2  et  145  + 140=2%.  Les 
15  nombres  entre  les  angles  fixes  donneront  (1,2,3... 
15)'  pour  les  combinaisons ,  en  horiiontale  et  en  verticale. 

Soient  maintenant ,  pour  la  bordure  de  11 ,  prises  ks 
différences  à  volonté , 

112  +  109-111-110  +  108+105-107 K     .^,  . 
+T06+IO3-IOI-2 }hon«>ntaIe. 

112— 109+102+100— 99— 98+97  +  96)  ^^^^^ 
_95-.94— 12. t 

Les  angles  sont  145^*112=33,  commun;  145—109=:= 
36,  2.®  angle  horizontal;  et  105+109=254^  autre  angle 
de  la  verticale* 

Soit  formée  la  bordure  de  1 3  par  les  différences 

93+90-91-92+86+89-87-88+85l^^^j^^^^^j^^ 
+83—80—82—6 S 

93-90+84-81+79+78-76-77+741  ^^^.^ 
+75—72—73—14 J 

On  aura  pour  les  angles  145 — 93=:  52,  commun;  145 
—90=55,  angle  horizontal;  145+90=235,  autre  angle 
vertical. 

Pour  la  bordure  de  9,  soient  prises  les  différences 

71+68— 70— 69+67+64-60— 6ft— 5. . .  horizontale. 

71—68+65—63+62—61+59—58—7. . .  verticale. 

Angle  commun ,  1 45 — 71=74  ;  angle  horizontal^  145— 
68=77;  angle  vertical,  145+68=213. 


/horizontale. 
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Soit  faite  la  bordure  de  15  par  les  différences 
57+54— 55-56+53+  50-51—52+  49\ 

4.46—47—48+45-37—8 

57—54+44—43+42+40—39—36+35) 

—34+33-32-41+38—10 ^verUcale. 

Angle  commnn,  145 — 57=88;  angle  horizontal,  145 
—54=^91  ;  angle  vertical,  145+54=199. 

On  peut  former  la  bordure  de  7  arec  les  différences 
27+24—25—26+30—21—9 
27—24+23-22+31—18—17 

Angle  commun,  145— 27=:118;  angle  horizontal,  145 
—24=121  ^  angle  yertical ,  145+24=169. 

Reste  à  former  la  bordure  de  5 ,  et  il  ne  reste  que  les 
différences,  savoir  :  1,  11, 13,  15,  16,  19,  28,  29.  Soit 
l'horizontale  29—28+11—13+1  :  il  ne  i^ste  plus  que 
15, 16, 19,  arec  lesquels  on  doit  Êiire  la  verticale,  avec 
deux  différences  de  l'horizontale,  dont  une  changera  son 
signe,  n  s'agit  donc  de  reconnaître  quelles  sont  ces  deux 
différences,  lesquelles,  avec  les  trois  restantes,  prises  en 
plus  ou  en  mçins ,  donnent  une  somme  =  0.  H  faut  donc 
prendre  les  différences  de  l'horizontale  2  à  2,  en  chan- 
geant un  signe ,  et  il  n'est  besoin  que  d'avoir  égard  aux 
résultats  positife  ;  or  29+28=57. . .  29—11=18. . .  29+ 
13=42. . .  29—1=38. . .  28+11=39. . .  28—14=15. . . 
28+1=29. . .  11+13=24. . .  11—1=10. .  .13+1=14 .. . 
Quant  aux  trois  différences  15 ,  16, 19,  leur  somme=âO,et 
ensuite  15+16— 19=12. .  .15+19— 16=18.. .  16+19 
—15=^  :  on  trouve  29— 1 1=15+19—16.  On  aura  donc 
en  horizontale  les  angles  29+1 1 ,  et  en  verticale  29—1 1  ; 
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et  pour  les  trois  autres  nombres  de  cette  dernière  ligne , 
16 — 15 — 19,  ou  bien,  en  changeant  les  signes  »  11 — 29 
-f  15+19-^16  :  c'est  cette  dernière  combinaison  qui  a 
été  adoptée.  Les  angles  sont  145 — 11  =134,  commun; 
1 45—29=1 1 6 ,  angle  horizontal. . .  1 45+29=174 ,  angle 
vertical. 

On  verra  le  carré  de  17  avec  les  bordures  trouvées  ci- 
dessus  (y%.  31^  pi.  YUI).  On  a,  dans  la  composition  de 
ces  bordures ,  évité  la  fatigue  de  la  formation  du  tableau 
des  différences ,  en  prenant  ces  différences  par  ordre ,  au- 
tant que  possible,  sans  en  omettre;  mais,  pour  ne  pas 
Êdre  de  double  emploi ,  on  met  d'abord  à  part  20, 104  et 
124,  qui  font  partie  du  carré  central.  En  construisant  tai 
bordure  de  17 ,  on  y  omettra  124 ,  qui  ne  peut  entrer  dans 
aucune  bordure ,  d'après  la  composition  du  carré  central , 
et  l'on  effacera  124;  mab  on  mettra  à  part  2  et  12,  puis 
6  et  14,  qui  font  partie  de  la  bordure  de  13,  ainsi  que  5 
et  9,  qui  entrent  dans  celle  de  9;  on  y  ajoutera  8  et  10,  qui 
'  servent  à  composer  celle  de  15;  et  ainsi  de  suite  :  effaçant 
les  nombres  mis  à  part,  lorsqu'on  y  sera  arrivé;  et  l'on 
trouvera  pour  reste  1, 11, 13, 15, 16, 19,  28,  29,  qui  n'ont 
point  été  employés. 

Ges  8  différences  en  donnent  6  impaires  et  2  paires  : 
donc  il  y  aura  12  nombres  pairs  et  4  impairs. 

Soient  les  angles  d'espèce  différente  :  il  restera  10  pairs 
et  2  impairs ,  et  il  faut  que  les  3  nombres  intermédiaires 
donnent  une  sonune  paire ,  ce  qui  est  impossible ,  puisqu'on 
n'a  plus  que  2  impairs ,  et  qu'il  y  en  aurait  un  seul  dans 
l'une  des  lignes. 

Si  les  angles  sont  tous  deux  impairs,  les  Egnes  seraient 
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toutes  paires,  ce  qui  est  encore  absurde,  puisqu'elles 
doivent  être  impaires. 

Soient  enfin  les  angles  pairs  :  il  j  aura  un  impair  dans 
chaque  ligne,  et  la  condition  sera  remplie.  H  Êiut  donc 
que  les  différences  des  angles  soient  impaires,  pour  que  les 
nombres  correspondans  soient  pairs.  H  n'y  a  que  la  derr 
nière  bordure  à  construire,  qui  exige  cette  recherche  de 
la  nature  des  angles. 

On  est  donc  arriyé  avoc  rapidité  à  Êdre  7  bordures,  et 
Ton  a  évité  le  tableau  des  différences ,  qui  aurait  été  com- 
posé de  144,  et  de  144  nombres  correspondans ,  ainsi  que 
de  leurs  144  complémens^  tandis  qu'on  n'a  misa  part  que 
quelques  différences  pour  arriver  à  la  dernière  bordure. 

Bn  supposant  les  angles  fixes  pour  chaque  bordure,  et 
les  nombres  intermédiaires  tels  qu'ils  ont  été  choisis,  on 
n'aurait  pas  moins  les  combinaisons  suivantes.  Gomme 
tous  les  nombres  entre  les  angles  peuvent  se  placer  à  vo- 
lonté ,  soit  en  horizontale ,  soit  en  verticale ,  la  bordure 
de  5  donnerait  (1,2,  S)*;  celle  de  7,  (1, 2. . .  7)';  celle  de 
9,  (1, 2. . .  9)';  celle  de  11,  (1, 2. . .  11)';  celle  de  13,  (  1, 
2.  ..13)»;  celle  de  15,  (1,2...  15)*;  enfin  celle  de  17, 
(I,  2,  3. . .  17)».  Toutes  ces  combinaisons  doivent  élre 
multipliées  les  unes  par  les  autres;  et ,  comme  chacune 
peut  avoir  8  positions,  ainsi  que  le  carré  de  9,  il  fiiu* 
drait  encore  multiplier  le  produit  par  8^  ou  seulement  par 
8^,  en  ne  comprenant  pas  les  8  positions  de  la  bordure  de 
17.  Ainsi,  pour  le  seul  cas  que  Ton  considère,  tout  restant 
fixe,  et  ne  faisant  varier,  dans  le  système  choisi,  que  les 
nombres  intermédiaires  de  chaque  bordure,  il  viendrait  le 
produit  énorme  {  (1, 2,  3)(1, 2. . .  5) (1,  2.  • .  7) (1, 2. . .  9) 
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(1,  2. . .  11)  (1,  2. . .  13)  (1, 2. . .  15)  (1,  2. . .  17)}«.y ; 
mais  il  y  a  des  millions  de  systèmes  différens  :  il  faudrait 
donc  multiplier  le  produit  ci-dessus  par  le  nombre  des 
systèmes. 

n  faudrait  un  calcul  considérable  pour  obtenir  ce 
nombre  de  systèmes.  H  y  aurait  à  recbercher  tous  les 
carrés  centraux  qu'on  peut  former  avec  les  288  nombres 
du  carré  de  17  (moyen  non  compris),  ou  plutôtavec  144 
nombres ,  puisque  la  3.^  progression  de  ce  carré  central 
se  compose  des  complémens  de  la  1.i«,  et  que  la  progres- 
sion du  milieu  comprend  un  nombre  et  son  complément 
Ce  nombre  de  carrés  centraux  se  trouve  fiicilement* 

Si  la  différence  des  progressions  est  1,  on  aura  141 
carrés  centraux;  et  le  dernier  sera  141, 142,  143. . .  144, 
145,146...147,148,  149. 

Si  la  différence  est  2,  il  en  viendra  137;  le  dernier  est 
137, 139, 141. ..  143, 145,  147,  jusqu'à  la  différence  36, 
qui  donnera  1,  37,  73. . .  109,  145,  181. 

Pour  chaque  différence  de  progression, la  dernière  sera 
toujours  continue. 

Onyoitque  141  •137*1 33. . .  1,  forment  une  progression. 
Le  premier  terme  serait  1;  le  dernier,  1 41  ;  la  différence,  4; 

le  nombre  des  termes  =  ^^^r^  + 1  =H^+ 1  =36;  et  la 
somme  5=:(1 +  141)18z=142^18==2556  :  il  y  a  donc 
2556  carrés  centraux.  Gela  obtenu,  il  &udrait  calculer 
pour  chacun  les  combinaisons  d'une  bordure;  ensuite, 
avec  les  différences  restantes ,  une  autre  bordure ,  et  con- 
tinuer ainsi  jusqu'à  la  7.^  ;  passer  à  un  autre  carré  central, 
et  agir  de  même.  On  Toit  queHe  inmiense  quantité  de  corn- 


A    TOUTES    BORDURES.  349 

binaisons,  et  que  de  calculs  il  j  aurait  à  taire*  Lorsqu'on 
aurait  obtenu  toutes  ces  combinaisons^  il  faudrait  en  mul- 
tiplier le  nombre  par  le  produit  obtenu  pour  un  seul  sys- 
tème* Mais  le  but  que  l'on  se  propose  est  toujours  rempli 
au  moyen  du  procédé  simple  et  expéditif  pour  obtenir 
telle  bordure  qu'on  voudra* 

On  a  dit  qu'on  était  toujours  assuré  de  ûdre  la  der- 
nière bordure ,  et  qu'il  y  ayait  plusieurs  manières  de  com- 
poser les  angles  :  ainsi ,  pour  le  carré  de  5  ayec  bordure , 
supposition  faite  que  6  4- A — 10  et  6 — 4-^2  soient  les 
horizontales  et  verticales  autour  du  moyen  1 3 ,  les  nombres 
correspondans  seront  7, 23, 9  et  7, 15, 17;  les  complémens 
de  7, 15, 23  sont  19, 11,  3  :  les  progressions  sont  donc 
3.7.11....9.13.17.... 15.19-23. 

11  reste  les  différences  1,'3, 5, 7,  8,  9,  11,  12.  Puisque 
le  carré  central  est  composé  d'impairs ,  les  angles  de  la 
bordure  seront  pairs,  et  par  conséquent  les  différences 
impaires. 

Soit  la  1.r<:  horizontale, à  fantaisie,  12  + 9— 11 —7— 3. 
Comparant  ces  différences  2  à  2,  en  changeant  l'un  des 
signes ,  et  ne  prenant  que  les  impairs,  l'on  aura  9 -|- 1 1  = 
20...9  +  7=16...9+3=12....11— 7=4....11  — 
3r=8.  . . .  7 — 3=4  ;  les  différences  restantes  sont  1,  5, 8, 
qui  donnent  1 +5  +  8=14. .. 8— 1—5=2. .. 8  + 1  — 
5=4.. ..8  +  5  — 1  =  12:  d'où  il  résulte  trois  yerticales 
pour  l'horizontale  choisie  ;  et  les  lignes  seront  : 

BORIZONTÀLB.  TBETICÀLB. 

9+12—11—  7—  3  9—8—5  +  1+  3 

—3  +  12+  9—11—  7         _3— 8— 1+5+  7 
—7  +  12+  9—  3—11         —7-8-1+5  +  11 
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Les  angles  de  la  iJ^  horizontale  sont  les  premières  et 
dernières  différences,  ainsi  qne  ceux  de  la  1.'©  verticale. 
Les  différences  communes  sont  les  premières. 

Dans  la  nomenclature  des  bordures  de  5  données  ail- 
leurs on  déterminait  la  dernière  horizontale;  ici  l'on 
s'occupe  de  la  1 J^ 

En  composant  autrement  l'horixontale ,  on  aura  d'autres 
Terticales  ;  il  faut  seulement  faire  attention  de  ne  pas  com- 
poser l'horizontale  par  tous  les  complémens  d'une  précé- 
dente formation  :  car  ce  ne  serait  qu'un  changement  de 
position ,  et  l'on  aurait  la  dernière  horizontale  et  la  der- 
nière yerticale  :  il  uni  donc  qu'il  j  ait  nécessairement 
quelque  changement  parmi  les  différences  de  l'horizontale  , 
comme  9  +  11 — 8 — 7 — 5,  etc.  On  changerait  le  carré 
central,  et  l'on  obtiendrait  encore  de  noureDes  combi- 
naisons. L'on  n'a  eu  d'autre  dessein,  en  fiiisant  l'analyse 
précédente ,  que  de  £aJre  voir  arec  quelle  promptitude  on 
parvenait  à  former  la  bordure  la  plus  dé&vorable. 

CHAPITRE   IL 

LE    CARRÉ    CENTRAL.  A    SA    RACIRB    COMVOSÉB. 

Lorsque  le  carré  central  a  sa  racine  composée  de  fiic- 
teurs ,  on  peut  distribuer  ce  carré  en  compartimens. 


ARTICLE   PREMIER. 

CARRÉ  DE  13  AVEC  DEUX  BORDURBS. 

On  peut  faire  ce  carré  sans  employer  les  différences.  En 
généra] ,  lorsqu'on  prend  de  petits  nombres  pour  les  angles, 
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(et  l'on  peut  toujours  partir  de  cette  supposition),  il  y  aura 
deux  grands  nombres  de  plus  en  verticale  qu'en  horizon- 
tale. H  s'agit  ici  de  la  dernière  horizontale,  et  ses  angles 
complémens  de  ceux  de  la  l.re  horizontale  n'entrent  pas 
en  compte;  de  plus,  si  h  désigne  le  rang  de  la  bordure 
l'horizontale  aura  A— 1  grands  nombres^  et  la  verticale 
h-]-i*LaL  bordure  de  5  fait  exception. 

Soient  pris  les  24  premiers  nombres  et  leurs  complé- 
mens, pour  la  bordure  de  13;  et  soient  7  \  Ips 
^                               '                \  164  166  (  ^^^ 

ang^,  savoir  :  4 , 6,  de  la  1  .re  horizontale,  et  1 64 , 1 66,  leurs 
complémens,  de  la  dernière  horizontale  :  la  verticale  aura 
4 ,  164  pour  les  siens.  Chaque  ligne  valant  85  •  1 3  =:  1 105 
à  raison  du  terme  moyen  85;  il  faut  encore  775  en  hori- 
zontale et  937  en  verticale  :  car  164+166=330,  et 
1105— 330=775;  de  même,  164  +  4=168,  et  1105  — 
168=937  :  on  formera  donc  la  verticale  par  6  grands 
nombres  et  5  petits,  car  la  bordure  de  13  est  la  5.6;  et 
l'horizontale  par  4.  Soit  donc  la  verticale  1,  3,  5,  7,  8, 
147,  148,  152, 153,  156,  157  (on  aurait  pu  en  choisir 
d'autres  à  volonté  )  :  il  reste  pour  l'horizontale 

2  9  10  11  12  15  16  19  20  21  24 
168  161  160  159  158  155  154  151  150  149  146 
Qu'on  ait  pris  les  4  grands  155, 158, 159, 160=632:  il 
faut  encore  143  pour  faire  775  ;  or,  les  petits  nombres  res- 
tans  ne  donnant  que  111 ,  il  manque  32,  dont  la  moitié 
est  16.  Il  fout  donc  augmenter  un  ou  plusieurs  grands 
nombres,  de  manière  que  cette  augmentation  soit  égale  à 
16;  or  161+168=329  surpasse  de  16  les  nombres 
155  +  158=3l3:on  peut  donc  prendre  pour  les  4  grands 
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nombres  159, 160, 161 ,  168=648;  les  petits  restans,  12, 
15, 16,  19,  20,  21 ,  24=127;  et  127  +  648=775.  On 
agira  de  même  dans  tous  les  autres  cas. 

La  bordure  de  11  a  été  faite  avec  les  20  nombres  sni- 
yant  les  24  premiers  et  leurs  complémens ,  d'après  le 
principe  ci- dessus  ^fiffire  32,  planche  V>  Le  carré 
central  de  9  est  à  compartimens  ;  mais  0  fiiut  conTenir 
que  la  manière  dont  les  deux  bordures  ont  été  construites 
est  très-cir^onscrite ,  puisqu'eDe  suppose  qu'on  emploie 
les  premiers  nombres  pour  la  dernière  bordure ,  la  plus 
extérieure,  les  suiyans  pour  Pavant -dernière,  et  ainsi  de 
suite. 

On  verra  (figure  33,  planche  V)  le  même  carré  de 
1 3  formé  au  mojen  des  ^fférences ,  et  avec  le  même 
carré  central.  On  a  toujours  employé  les  44  premiers  nom- 
bres pour  les  deux  bordures;  mais  on  ne  s'est  pas  astreint 
à  ne  mettre  que  les  24  premiers  dans  la  bordure  de  13 , 
et  les  20  suivans  dans  celle  de  11. 

Les  différences,  pour  celle  de  1 J,  sont 
78+77+84+83  +  82+81-80-79»    ^  horiwnlafe. 

_76—75— 74— 60— 41 i 

78-77+69+70+71+72+73-63)  ,„,  ^^^^^^ 

_64— 65— 66— 48— 50~ J 

Les  différences,  poor  la  bordure  de  11 ,  sont 
62-49+59+61+68+67-47-521^^^^^^^, 
_55_56-:58. ) 

62+49+51+54  +  57-42-43-44Î2.e  ^,Ucale. 
_-45_46— 53 i 
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ARTICLE   II. 

CARA<   BB   15. 

Il  est  moins  facile  de  construire  les  bordures  des  nom-» 
bres  dont  la  racine  est  un  produit ,  que  celles  des  nombres 
qui  ont  pour  racine  des  nombres  premiers;  mais,  au  moyen 
des  différences,  les  difficultés  disparaissent.  Le  carré  cen- 
tral comprend  les  81  nombres  du  milieu,  et  se  trouve  di- 
visé en  9  carrés  de  9  cases.  Le  carré  de  15  étant  225,  le 
mojen  est  113.  Chaque  ligne  vaut  113*  15=1696  :  la  2.^ 
bordure  a  été  faite  avec  les  28  premiers  nombres  et  leurs 
complémens;  la  2.^  par  les  2^  suivans  et  complémens;  en- 
fin la  1.r<^  par  les  20  nombres  qui  suivent  les  42  premiers. 
Pour  cette  3.^  bordure  il  faut  à  lliorizontale  5  grands 
nombres ,  et  7  à  la  verticale ,  en  supposant  2  petits  aux 
angles  de  la  1.^^  horizontale,  et  non  compris  leurs  com- 
plémens. Ayant  choisi  4,  6  pour  ces  petits  nombres,  il 
faut  encore  1253  à  la  dernière  horizontale  :  car  4  et  6  ont 
pour  complémens  222  et  220=442;  or  442^-1253=1695. 
Il  fout  encore  à  la  verticale  1471 ,  puisque  4+220=224, 
et  que  1471  +  224=1695.  On  a  ensuite  choisi  32  et  34 
pour  les  angles  de  la  2.^  bordure ,  et  55, 57  pour  ceux  de 
la  1.r«^,  et  l'on  a  eu  le  carré  (Jigure  34,  planche  VIII). 
On  se  dispense  de  donner  les  détails  de  la  formation;  la 
figure  suffira  pour  les  saisir. 

ARTICLE  IIL 

CARRE    DK    17. 

Le  carré  de  17  avec  une  seule  bordure ,  et  carré  cen- 
tomTT  23 


I 


354  CARRÉ    DR    17. 

tral  de  15,  se  trouve  {fiffire  35,  planche  K).  Le  carré 
central  est  lui-même  composé  de  9  carrés  de  25  cases; 
la  bordure  a  été  construite  avec  les  32  premiers  nombres 
et  leurs  complémens.  Quant  aux  carrés  partiels,  on  en  a 
£iit  quatre  avec  bordure.  Les  9  carrés  ont  été  distribués 
parla  méthode  expéditiye  \  les  carrés  partiels  à  bordure  o\it 
eu  pour  carré  central  celui  de  3  formé  soit  avec  une  seule , 
soit  avec  trois  progressions.  Chacun  de  ces  carrés  de  25 
cases  comprend  25  nombres  qui  se  suivent,  et  en  consé- 
quence ces  carrés  peuvent  être  considérés  comme  de 
simples  nombres.  Il  est  inutile  de  faire  observer  que  le 
moyen  fait  partie  du  carré  partiel  central,  mais  n'est  pas 
nécessairement  au  centre  de  ce  carré. 

On  aurait  pu  faire  4  bordures  et  9  carrés  de  9  cases. 

On  s'est  dispensé  de  donner  les  détails ,  soit  par  la  mé- 
thode ordinaire ,  soit  par  ceOe  bien  plus  simple  des  diffé- 
rences ,  remarquant  cependant  que  17  est  la  7.^  bordure 
du  carré  de  3 ,  et  qu'il  &ut  en  conséquence  6  grands 
nombres  à  la  dernière  horizontale,  et  8  àla  1.t«  verticale, 
non  comprb  les  complémens  des  2  petits ,  qu'on  suppose 
toujours  à  la  l.i'c  horizontale  pour  ses  angles. 

Ayant  choisi  3  et  5  pour  ces  angles ,  il  faut  encore  1893 
à  la  dernière  horizontale,  et  2177  en  verticale  :  car  le 
moyen  est  145;  un  couple,  290. 

Pubqu'on  a  pris  les  32  premiers  et  les  32  derniers  nom- 
bres pour  la  bordure,  le  l.^r  nombre  du  L^i"  carré  partiel 
est  33,  etle  dernier  57. 

Ainsi  l.er  carré  partiel 33 57 

2.e     _       —    58....   82 

3.e     _       —    83....  107 
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En  général  le  »•«  carré  partiel  aura  pour  %*^  nond^re 
33  +  (/i  —  1)25,et  pour  dernier  32+25n  :  ainsi,  le  l.« 
carré  supérieur  de  gauche  étant  le  8.^  carré  d'après  la 
méthode  «xpéditive ,  le  plus  petit  nombre  qui  en  fera  par- 
tie serait  208,  et  le  plus  grand  232. 

Pour  abréger,  on  soustrairait  207  de  chacun  de  ces 
nombres  208, 232,  ce  qui  se  réduirait  à  prendre  la  série 
naturelle  de  1  à  25.  On  a  choisi  les  progressions  7  •8*9. .  • 
12«13«14. .  .17*18*19;ce  qui  a  donné  le  carré  simple, 
et ,  en  ajoutant  207,  le  carré  conTend[>le. 

^      .  (  18    7  14  ^      .      (225  214  221 

î^""^  )    9  13  17  ^""*     ;  216  220  224 

""^P'^(12  19    8  ^""^^N  219  226  215 


Avec  les  nombres  simples  restans  on  a  formé  le  tableau 
ordinaire  des  difTérences  : 

1  +  12-25  5  +  8  —  21 

2  +  11-^24  6  +  7  —  20 
3+  10  —  23  10  +  3  —  16 
4+    9  —  22  11  +2—15 

Ayant  mis  11  et  9  aux  angles  de  la  1j^  horizontale,  et 
l'ayant  construite  par  11  +9— 3  — 7— 10, et  la  verticale 
par  11 — 9+8  +  2 — 12,  il  est  yenn,  en  substituant  les 
nombres  aux  différences ,  2, 16,20,  23,  4  pour  l'horixon- 
tale,et2,  5, 11,25,  22enTerticale;et,  en  ajoutant  207  à 
chaque  nombre,  lliorixontale  est  derenue  209,  223,  227, 
230,  21 1  ;  et  la  verticale,  209,  212,  218,  232, 229. 

Le  nombre  à  ajouter  est  toujours  le  plus  grand  du  carré 
précédent,  ou  le  plus  petit  de  ceux  du  carré  dont  on 
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s'occupe,  diminué  d'une  unité.  Ici  le  plus  petit  est  20B  : 
donc  208 — 1  =:207  est  le  nombre  à  ajouter. 

On  a  agi  de  même  pour  le  carré  inférieur  de  droite ,  le- 
quel est  le  second.  On  a  choisi  les  mêmes  progressions 
simples  pour  le  carré  central;  on  a  ajouté  ensuite  58—1  = 
57  à  tous  les  nombres  de  ce  carré  central  et  de  la  bordure 
de  5. 

Les  deux  autres  carrés  à  bordure  ont  le  carré  central 
formé  par  une  seule  progression. 

Le  carré  du  milieu  y  à  gauche  y  a  été  construit  au  moyen 
des  tableaux 

12453  ./10  15  2005 

1)24531  I  l    5  10  15  20    0 


3</l5312  5/    05  10  15  20 

5  3  12  4  r  /  20    0    5  10  15 

3  12  4  5  ^  l  15  20    0    5  10 


Ajoutant  : 

11  17  24    5    8 
7  14  20  23    1 
4  10  13  16  22 
25    3    6  12  19 
18  21    2    9  15 
Ajoutant  à  chaque  terme  du  carré  simple  ci-dessus,  le- 
quel est  le  3.e,  le  nombre  83—1=82,  on  a  le  carré  de 
la  figure. 

Cette  figure  indique  assez  la  marche  suivie  pour  chaque 
carré  partiel. 

Il  est  facile  de  connaître  la  valeur  de  chaque  ligne  d'un 
carré  partiel  :  il  faut  ajouter  les  deux  nombres  extrêmes. 
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c'est  le  couple  de  ce  carré;  multipliant  le  demi-couple 
par  5,  on  obtiendra  laTaleur  chercliée.  Ainsi  le  î.c'  carré, 
qui  est  celui  du  mâieu  supérieur,  ayant  33  et  57  pour  ses 
nombres  extrêmes,  leur  somme  90  donne  45 pour  demi- 
couple,  et  5  •45=^225  est  la  valeur  de  chaque  ligne  de 
ce  1.«^  carré. 

Les  autres  couples  augmentent  de  2  •  25 =50  par  chaque 
carré ,  ou  de  25  par  demi-couple  ;  mais  5  •  25  n=  125  :  donc 
chaque  ligne  du  2«e  carré  vaudra  225+ 125=350; et, 
en  général,  un  carré  qui  sera  le  n«®,  aura  pour  valeur 
de  chacune  de  ces  lignes  225  -|-(  n—  1  )  125. 

Lorsqu'il  y  aura  bordure,  chaque  carré  central  n'aura 
que  les  |  de  la  valeur  d'une  ligne  de  ce  carré  partiel;  et 
ces  l  sont  exprimés  par  135  +  {n — 1  )75. 

ARTICLE   ly. 

CONSIAiRATIONS  SVa   LB   CÀRRi   BB  9  ÀVBG   BORPURBS. 

Gomme  9  est  le  premier  carré  impair,  il  a  paru  convenable 
d'examiner  en  détail  les  différentes  manières  de  le  former, 
soit  simple,  soit  à  compartimens,  soit  avec  bordures. 

On  a  vu  quelles  recherches  il  (allait  &ire  pour  obtenir 
les  combinaisons  du  carré  simple  de  9* 

On  a  aussi  trouvé  que  pour  les  combinaisons  à  compar- 
timens  l'on  obtenait  6  «8^%  et  seulement  6*8*  pour  les 
combinaisons  réellement  différentes. 

Il  s'agit  ici  de  rechercher  celles  qui  ont  lieu  en  cas  de 
bordures. 

Soit  d'abord  une  seule  bordure ,  et  le  carré  central  de 
7.  Ce  dernier  carré  est  toujours  composé  de  7  progressions  ; 
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car,  dans  le  cas  même  où  il  n'j  en  a  qu'une  seule,  on  peut 
la  considérer  comme  composée  de  7  autres.  Parmi  ces  7 
progressions  les  3  dernières ,  comprenant  les  complémens 
des  3  premières ,  ne  sont  pas  à  considérer ,  puisque,  celles- 
ci  connues,  les  autres  le  sont  également  Tient  ensuite  la 
progression  centrale,  qui  contient  le  moyen,  et  dont  les  3 
derniers  termes  sont  (lussi  complémens  des  3  premiers. 

Ces  progressions  doivent  toujours  être  telles  que  les 
termes  aient  dans  toutes  la  même  différence,  et,  de  plus, 
quel'interTaHe  entre  elles  soit  le  même* 

D'après  cela,  soit  a  le  premier  terme  de  la  1.>^  pro- 
gression ,  h  le  premier  terme  de  la  2.®,  c  le  premier  terme 
de  la  3.®,  et  enfin  p  le  premier  terme  de  la  centrale  :  on 

aura  fc— a=c — i=/?— c.-d'où  i=?ilî.  ..c=:^X>=: 

j =-i-i^— ï—  :  d'ouc=:  -^:^t--,et^= =i 

^-     \  Ces  valeurs  de  &  et  de  c  doivent  être  entières. 

Le  dernier  terme  de  chaque  progression  est  a  -|~  ^^*  *  * 
h  -f-  %d. . .  c  +6d. . .  p  -{-  ^d;  <^  est  la  différence  des  termes. 
B  fiiut  que  c  +  6^  soit  <  41,  moyen  terme ,  et,  à  for  don, 
les  derniers  termes  des  autres  progressions  seront  plus 
petits  que  ce  moyen.  Il  faut  de  plus  que  c  +6^  ne  soît  pas 
égal  à  l'un  des  termes  de  la  progression  centrale. 

H  sera  facile  mamtenant  de  reconnaître  quelles  pro- 
gressions l'on  peut  prendre  pour  le  carré  de  7  sur  les  81 
nombres  dont  se  compose  le  carré  de  9. 

Soit  d=^\  :  kl  progression  centrale  sera  38»39«A0*41  • 
42*43.44...p=38...S^=:76. 
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Sia=l ,  c=Ç,  nombre  fractiomiaire* 
0=2. ..  c=26. ..  ft=14;et  comme  c  + 6=:32<41, 

et  même  <^/9,  il  y  a  progressions. 
a=3  et  a =4  donnent  c  fractionnaire. 
0=5. •.  c=27...  fc=16...  c  +  6=33<41:donc 

progressions. 
a=6==:7. . .  c  fractionnaire. 
a=8...c=28...t  =  18.,.c  +  6=34<38  :  ainsi 

progression. 
a=9  et  a=iO  donnent  c  fractionnaire* 
a=Il...c=29...&=20...c  +  6=35>4tj  et  l'on 

a  progression» 
a=z  12=13. . .  c  fractionnaire. 
fl=14...c=30...^=22.  ..cH-6=36<41  :  ainsi 

progressions. 
a=15=:16. . .  c  fractionnaire. 
a=i7. . .  c=31. . .  t=24 ...  c  +  6=  37  <  38  :  donc 

progressions. 
a= 18=19. . .  c  fractionnaire. 
a=20...c=32...5=26...€  +  6  =  38=p  :  donc 

point  de  progression. 

Et  comme  la  progression  centrale  n'a  que  l'unité  pour 

diflfërence ,  il  est  clair  qu'il  ne  &ut  pas  aller  plus  loin , 

puisque  c  serait  l'un  des  termes  de  cette  progression  :  l'on 

a  donc ,  en  tout ,  pour  d:=:%  ,  six  progressions ,  ou  plutôt 

six  systèmes  de  progressions (6) 

Soit  d-=^2  :  comme  p=41  —  3<2,  il  sera  ici  35,  et 
2/; =70. 

Mais  «=1=3=4=6=7=9=10=12=13=^:15 
=:  16,  donnent  des  fractions  pour  c  ;  et  par  conséquent  il 


360  GONSIDéRATlOIfS  SUR  LE  GAREE  DE   9 

n'y  a  point  de  progression  pour  ces  suppositicms.  La 
centrale  est  35 •  37- 39 «/ïl- 43. 45. 47. 

a=2. . .  c=— ^^. . .  fc=r:^^-tî  :  donc  c=:24. . .  b=z 

13.  ..c  +  6d=36<41,  mais>p;  or  36  est  pair,  et  la 
progression  centrale  a  tous  ses  termes  impairs  :  il  y  aura 
donc  progressions. 

û=:5. . .  c=25, . .  ^=15. . .  c  +  12==:37<41  jmaîs37 
est  un  terme  de  la  progression  centrale  :  ainsi  point  de 
progression. 

f  a=:8. .  •  c=26. . .  5=  17. . .  c  + 12=38  <41,etpair: 
donc  progressions* 

«=11. . .  c=27. . .  fc  =  19. . .  c  +  12=39,  terme  de  la 
progression  centrale  :  donc  point  de  progression. 

a=14. . .  c=28. . .  &=21. .  .c  +  12=40<41  et  pair: 
donc  progression* 

a  =  17. . .  c=29. . .  fc=23. . .  c  +  12=41  :  donc  point 
de  progression. 

Ainsi  l'on  aura ,  pour  ^-=2,  trois  systèmes  de  progrès^ 
sions « (3) 

Soit  maintenant  ^£=3  :  progression  centrale,  32  •  35  •  38« 
41 . 44.47.50. . .  p=32. . .  2p=64. 

a  =:! . . .  c = ^ ,  fractionnaire  :  ainsi  point  de  progression* 

€1=2. .  .c=22. ,  .6=12. .  x  +  M=c  +  18=40<4I; 
et ,  comme  40  tombe  entre  deux  termes  de  la  progression 
centrale ,  il  y  a  progressions,  qui  seront  2*5.8.11.14.17. 
20. , .  12.15.18. 21-24.27.30. .  .22.25.28.31.34.37.40. 

a=3=4  ne  donne  rien. 

a=5. . .  c=^23. . .  c  4-  6i£=:4l  =:le  moyen  -.ainsi peint 
de  combinaison. 
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Il  est  ioutile  d'aller  plus  loiii  t  car  c  +  6d  serait  tou- 
jours plus  grand  que  ftl  :  donc (1) 

Si  d=zi. . . .  pr=:2è. . . .  2^=58,  progression  centrale  : 
29-33.37.41.A5./I9.53. 

az=ii  ne  donne  rien  :  car  c  est  fractionnaire. 

a=2. . .  c=20. . .  c  +  6rf=:M>ft1  :  il  n'y  a  plus  de 
progression  :  donc^  en  tout,  10  systèmes  pour  le  carré 
de  7  ayec  tt9  nombres  parmi  les  81  premiers ,  lors<pie  9  a 
unelxNrdure. 

Venant  à  un  exemple  :  soient  les  progressions  8  «10* 
12.t4.16.|8*20. . .  .17.19*21 .23.25. 27-29. . .  .26.28. 
dO.32.34.36.38. . .  .35. 37.39-41  -43.4547. . .  .44*46. 
48.50.52.54.56. . .  .53.55.57.59*61 .63.65. . .  .62.64. 
66.68.70*72.74. 

Gomme  la  différence  de  17  à  8=9^  le  tableau  des 
multiples  sera  celui  des  multiples  de  9,  et  l'on  peut  Êiire  à 
Tolonté  les  tableaux: 


ri4  16  8  20  18  10  12  ^ 

8  20  18  10  12  14  16  S 

[18  10  12  14 16  8  20  ;: 

etc. 


ç^ 


9  36  0  18  54  27  45 
)27  45  9  36  0  18  54 
il8  54  27  45  9  36  0 

etc. 

Ces  tableaux  sont,  comme  on  voit ^  arrangés  à  iantabie^ 
savoir  :  le  premier, ayec  la  première  progression;  le  second, 
avec  les  multiples  de  9«  La  seule  attention  est  de  ne  pas 
commencer  la  2.^  ligne  par  un  nombre  de  la  l.i^^  ayant 
même  rang  dans  les  deux  tableaux. 
•  Gomme  il  reste  20  impairs  et  12  pairs ,  les  angles  seront 
tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Soient  3,5  les 
angles  :  la  dernière  horizontale  doit  avoir  encore  21 3,  et  la 
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1  je  verticale  289.  Si  l'on  prend  4  grands  nombres  51, 60, 
69, 78=^258,  U  manque  31  ;  il  reste  %  7, 40=49;  Texoès 
est  18,  dont  la  moitié =9;  on  peut  substituer  42,  complé- 
ment de40,  à51,  et  l'on  aura  en  verticale  2, 7, 31, 42,  60, 
69 ,  78;  le  nombre  31  est  complément  de  51.  La  dernière 
horizontale  avait  été  construite  par  1 , 6, 1 1 , 1 5,  49, 58^  73. 
On  verra  le  carré  résultant  (/%•  36|  planche  IX). 

n  budrait  maintenant  multiplier  363,916,800^  qui  est 
le  nombre  de  carrés  de  7  sans  bordure,  par  le  nombre  de 
GOmlnnaisons  des  bordures  pour'les  dix  systèmes  de  pro- 
gressions ci-dessus;  et  de  plus  par  (1, 2,  S. . .  •  7)*,  qui  est 
le  nombre  de  combinaisons  des  7  nombres  intermédiaires 
entre  les  an^^s ,  en  horizontale  et  en  verticale.  On  ne  mol- 
tij^e  pas  par  8 ,  parce  qu'il  n'y  a  qu'une  bordure,  et  qu'on 
fait  abstraction  des  8  positions  du  carré  total.  Soit  donc  M 
le  nombre  de  bordures  pour  un  des  systèmes;  N  celui  des 
bordures  pour  un  autre  système;  0  pour  un  3.®,  etc.  :  en 
tout  10  lettres  pour  les  10  systèmes;  la  somme  totale  sera 
363,916,800  (1 ,  2. ....  7)*  (M+N+0+P+ft+E+8+ 
T+V-f  V)»  et  si  l'on  désigne  par  X  cette  dernière  pa- 
renthèse ,  il  viendra  9,244,068,986,880,000X  :  resterait 
à  chercher  M ,  N,  etc.,  par  la  méthode  indiquée  à  la  bor- 
dure de  9 ,  et  par  suite  X. 

Si  7  a  lui-même  une  bordure ,  il  faut ,  sur  les  81  nombres , 
connaître  toutes  les  progressions  qui  peuvent  donner  le 
carré  de  5.  Yoici  les  formules  dont  on  a  besoin  :  soit  a  le 
premier  terme  de  la  1.>^  progression;  b  le  premier  terme 
de  la  2.«,  et  p  celui  de  la  progression  centrale  :  il  Irat  que 
b — az^p'^b;  d'où  6=s  ^.  Or  p  est  toujours  cmmu 
d'après  la  diflSrence  d  des  progressions;  et,  comme  b  est 
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fonetipn  de  a  et  de  p,  3  n'y  aura  que  a  qui  puisse  varier 
pour  une  même  différence.  Il  feiut  de  plus  que  b+id 
soit  <  4 1,  ferme  mojen^  et  ne  soit  pas  égal  à  un  terme  de 
la  progression  centrale,  p  est  égal  à  41  — 2iL 

Soit  d'abord  if =1  :  alors  p=39$  la  progression  centrale 
est  39-40-41  •42.43. 

a=:1 .. .'.  fc=20  :  donc  progressions. 

On  ne  pourra  supposer  a  pair  :  oar,  puisque  p  est  impair; 
^  serait  fractionnaire,  et  b  doit  être  entier. 

a=s3. . .  •  b=2i  donnent  progressions;  on  en  trouyera 
aussi  pour  a=5=:7=9=n=13=15=17=19=21= 
23fc=25=27=29;  pour  a=29  on  a  fc=34 ,  et  b+Hd=S8. 

a  =31 i=35,  et  fc4-4£i=39=ran  des  termes  de 

la  progression  centrale;  et,  comme  la  différence  de  cette 
progression  est  l'unité,  il  n^  a  plus  de  combinaison  pour 
d=:i.  Cette  supposition  fournit  donc  en  tout  15  systèmes , 
ci (15) 

Soit  £t=:2,  ce  qui  donne  p=37. . . .  l^^ t+4<i= 

t+8<41. ...  a  ne  peut  être  pair.  Les  suppositions  a = 
1=3=5=7=^9=11=13=15=17=19  donnent  progres- 
sions. La  dernière  aura  hi=28,  et  28+8c=36<41.  La  pro- 
gression centrale  est  37«39<41  •43*45. 

Si  a  =21 fc=29. .  * .  ^  +  4^=29+8=37,  qui  est 

un  terme  de  la  progression  centrale  t  ainsi  point  de  combi- 
naison. 

«=23. . . .  fr=t30. fc+8=38<41 ,  et  pair  ;  or  les 

termes  de  la  progression  centrale  sont  fous  impairs  :  on  ne 
tombe  donc  sur  aucun  d'eux,  et  il  y  a  progressions. 

a=25 fc=31 fc+8=39,  qui  appartient  à  la 

progression  centrale. 
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«=27 *=32.. . . .  ^+8=/J0<41 ,  et  pair  j  donc 

progressions. 

On  ne  peut  supposer  a^27  :  car  h'\-8  serait =oo^4l; 
il  ne  peut  plus  y  ayoir  de  système  pour  <f =2  :  on  aura 
donc  en  tout,  pour  ce  cas,  12  systèmes (12) 

Soit  d=3. . . .  p=35. . . .  b=^. . . .  b+lid—b+i2 

^41 a  ne  peut  être  pair  dans  aucune  supposition 

de  d  :  car  s'il  était  pair,  comme  p  est  toujours  impair, 
puisqu'il  est  ft1-«-2(2,  on  aurait^  fractionnaire,  attendu 
que  p-^-a  serait  impair. 

La  progression  centrale  est  35  •  38*41  •  44  «/li?. 

a =1=3 =5 =7=9  donnent  progressions.  La  dernière 
supposition  aura  ^=^22....  &-|-12=34<35. 

fl=11 t=23, . . .  ^4-12=35  :  donc  point  de  pro- 
gression. 

a=1 3 è=24 ft+12=36,  qui  ne  faitpas  partie 

de  la  progression  centrale  :  donc  système* 

a=15.  •.  •  2»=25. . . .  t+12=37;  ainsi  il  y  a  progres- 
sion î.  car  37  et  le  terme  précédent  34  ne  font  point  partie 
de  la  progression  centrale* 

a=17 fc=26 fc+12=88 1  donc  point  de  sys- 
tème de  progressions. 

11=19. . . .  &=27. .  •  •  ^4- 12 -=39 s  donc  progressions. 

az=z:21. . . .  6=28. . . .  ^4-12=40  :  ainsi  progressions* 

On  ne  peut  plus  faire  de  supposition  pour  a  avec  la 
différence  3.  Ainsi  dans  ce  cas  il  vient  en  tout  9  sys- 
tèmes  (9) 

Soit  £i=4. . . .  p=33.. . .  b^^. . . .  b+M=b+i6 
<41. . .  •  progression  centrale,  33,  37, 41,  45,  49* 
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ïs=:l. . .  ftzrl?. . .  l>+t6=:83=p:  donc  point  de  sys- 
..  ft=18....  18+16=^34,  nombre  pair  <41  : 


ai 
tème* 

a=s3.. 
donc  progressions. 

:=;5  et  a=:7  donnent  aossi  progressions. 
;r=:9.  •  •  b=i2l.. .  21  ^-16=:  37  :  donc  point  de  système. 
=:11. .  •  &=:22...22-|>16=38  ;  ainsi  progressions. 
;=:13...  2»=23... 23+16=39,  et  progression. 
;=15..  •  6=24.. •  2/l4-16=ft0  :  ainsi  progressions. 
Il  n'y  a  plus  de  système  pour  a>15  et  <2=:4  :  en  tout, 

pour  cette  supposition  de  ^. (6) 

\r^r.f.r.t  i^  d=5 p  =  3l A=4îjî b+lld=: 

. .  Progression  centrale,  31  •  36 •  41  « 46*  51. 
fc=:16 16+20=36  :  donc  point  de  sys- 


az 
az 
az 
az 
az 


fc+20<41 
a=1... 

tème. 
a=3... 
a =5. 


J=17, . . .  17+20=:  37,  et  progressions. 

=j ft=:18. . . .  18+20=: 38:  donc  progressions. 

a=7. . . .  6=719. . . .  19+20=s39:  ainsi  progressions. 

a=9 6=20. . . .  20+20=40 ,  et  progressions. 

a=11 6=21 21+20=41  :  donc  il  n'y  a  plus 

de  système  pour  rf=:5  :  en  tout (4) 

<i=6....  p=29....  6  =  î^ 6  +  4rf=6  +  24 

x^AI nr#v£rrAa6Înn  ^.AnfmlA  .  ^  •  !L^  .  AI  .  A?  •  .5.1. 


a=5. . . .  6=17 17+24=41  :  donc  plus  de  sys- 
tème pour  <f=:6,  et  en  tout (2) 

£fc=7. . . ,  p=27. . . .  6=22^. . . .  6+4J=6+28<41.. . 
progression  centrale ,  27  •  34  •  41  •  48  •  55. 
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tf=1. . . .  b=n. . . .  n+2S=A2>it  :  donc  U  n'y  a 
plus  de  progression ,  et  l'on  obtient  en  tout  ftS  systèmes 
pour  le  carré  de  7  avec  bordures ,  et  carré  central  de  5. 
Or  le  carré  de  5  sans  bordure  se  combine  de  52,992  ma- 
nières :  on  aura  donc  pour  ces  ^8  systèmes  48*52992 
combinaisons.  Maintenant  chaque  bordure  de  7  se  com- 
bine de  (1,  2^  3, 4, 5)'«  8.  On  met  ici  le  Êu^teur  8,  parce 
qu'il  y  a  encore  une  bordure.  Soit  maintenant  X'  le 
nombre  de  bordures  de  7  sur  les  56  nomtees  restana:  <m 
aura  120'*8«X';  mais  chaque  bordure  de  9  se  combine  de 
(1,2,  3....  7/  manières  pour  les  angles  fixes,  et  des  nombres 
déterminés =5040*.  On  ne  multiplie  pas  ici  par  8,  parce 
que  ce  sont  les  dernières  bordures;  et  si  X"  est  le  nombre 
de  ces  bordures  de  9  sur  les  32  nombres  restans  après 
ceUes  de  7,  il  viendra  (5040)*«X"  :  donc  en  tout  8  •48«120** 
5040*«52992*X'.X\  Resterait  à  calculer  X'et  X";  mais, 
quelque  considérable  que  soit  le  nombre  précédent,  il  fiiut 
encore  examiner  les  cas  où  5  aurait  lui-même  bordure, 
n  s'agit  donc  de  connaître  d'abord  toutes  les  progressons 
qui,  sur  les  81  premiers  nombres,  peuvent  convenir  au 
carré  de  3. 

Avant  d'aller  plus  loin ,  il  est  bon  de  relever  une  erreur 
de  La  Hire,  qui  trouve  240*  combinaisons  pour  le  carré 
de  5  sans  bordure.  Cette  erreur  provient  de  ce  quil  a 
multiplié  les  deux  manières  de  composer  la  2.®  ligne  du 
i*^  tableau,  par  les  deux  manières  de  composer  la  2.® 
ligne  du  2.^  tableau ,  ce  qui  n'est  pas ,  puisqu'un  tableau 
ne  peut  commencer  par  les  nombres  qui  tiennent  le  même 
rang  dans  la  ij^  ligne  de  chaque  tableau;  de  plus  il  n'a 
pas  Élit  attention  aux  diagonales  répétées.  Il  &ut  donc  s'en 
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tenir  au  calcul  qui  a  été  donné,  et  qui  est  52^992  combi- 
naisons. 

Reyenant  au  carré  de  3  central. 

Soit  £2=:la  différence  des  fermes,  a  le  1.^^  terme  de  la 
iJ^  progression  9  p  le  1.^^  de  la  progression  centrale  :  on 
aura  p=41— ^;  il  Êiudra  aussi  que  a'{-2d  soit  ^ftl ,  et 
ne  soit  pas  compris  parmi  les  termes  de  la  progression 
centrale. 

d=1 De  a=;l  jusqu'à  a  =  37  on  aura  37  sys- 
tèmes. Le  dernier  sera  la  progression  continue  37*38*39. .  • 
40.41 .42. ...  43. M .45. (37) 

i3f=2.....De  a=ii  jusqu'à  a=34  on  aura  34  sys- 
tèmes. La  progression  centrale  est  39*41.43;  mais  a=z^ 
donnerait  35*37.39,  qui  ne  peut  conyonir,  puisque  39 
£iit  partie  de  la  progression  centrale.  Au  contraire,  a =36 
donne  36  «  38 .  40,  et  fl  y  a  progressions  :  donc  en  tout  pour 
J==2  l'on  aura  35  systèmes (35) 

<£=3....  p=;38,  et  la  progression  centrale  est  38. 
41 .  44. 

De  a  =31  jusqu'à  a=;3l  l'on  aura  31   systèmes*  Le 

dernier  sera.  31 . 34.37 38.41 .44 45*48.51.  0 

n'y  en  a  point  pour  a =32;  mais  a  =33  donne  33*36.39, 
et  l'on  a  progressions.  H  en  est  de  même  pour  a=34  :  car 
il  rient  34 .  37 .  40  :  donc  en  tout  pour  <2=3 (33) 

€2=;  4. . . .  pz;3  37. . . .  progression  centrale,  37*  41  •  45« 

On  aura  d'abord  28  systèmes  de  a  =:1  jusqu'à  a=28; 
ix=:29  n'en  donne  point;  mais  ii=30  produit  30*34.38. .  • 

a  =  31  donne  31.35*39 et  a=32  offire  32*36.40  :  en 

tout (31) 
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On  troare,  pour  d=:  5. . 
d=i  6. . 
d=  7.. 

rf=  9.. 

d=iQ.. 

rf=11. 

«£=12. 

<£=13. . 

d=14.. 

<i=15.. 

<£=16.. 

d=zi7. . 

<£=18.. 

(2=19.. 


..29  syslèmes^^ 

..27 

-.25 

..23 

..21 

..19 

..17 

..15 

..13 

..12 

..10 

..   8 

..   6 

..   4 

..   2 


.(231) 


J 


La  totalité  des  systèmes  de  progressions  e^t  3G7;  el^ 
comme  chaque  carré  central  a  8  positions  qu'il  faut  rete- 
nir, ce  sera  8  •  367.  Les  combinaisons  àe»  nombres  intermé-* 
diaires  d'une  bordure  de  5  sont  (1,2,  3)<=36,  qu'3  faut 
multiplier  par  8.  On  aura  donc  8*36^  et  si  l'on  appelle 
X*"  le  nombre  de  bordures  propres  à  5 ,  et  faites  arec  les  72 
nombres  restans,  on  aura  8  •  36  •  X'".  Maintenant  chaque 
bordure  de  7  a  8  •  1 20  '  pourles  combinaisons  des  5  nombres 
entre  les  angles ,  et  si  X"^  désigne  ce  nombre  de  bordures , 
on  aura  8  •  120'  «X'*  ;  enfin  les  7  nombres  intermédiaires 
de  la  bordure  de  9  donnent  5040'  yariations,  en  omettant 
le  fiicteur  8;  et  si  X^  désigne  le  nombre  de  jOes  bordures, 
on  aura  SQDO'  «X* :  donc  il  Tiendra,  en  tout,  pour  le  cas 
de  3  bordures,  8«  .36 -367. 120».  5040» .  X'"  . X'^  X\ 

Il  ne  fout  pas  confondre  X,X',  X"  ayec  X'",  X'^  X^  :  car 
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les  nombres  de  bordures  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les 
différens  cas  y  attendu  qu'elles  se  forment  ayec  plus  ^u 
moins  de  nombres.  H  fiiudrait  donc  calculer  à  part  ces 
facteurs  en  X*  Ce  travail  serait  très-long,  sans  être  difficile, 
n  suffisait  ici  de  £adre  connaître  la  forme  des  produits* 

On  a  donné  ailleurs  un  exemple  de  ce  genre  de  re- 
cherches; on  va  encore  revenir  sur  les  calcub  relatif  au 
carré  de  9  sans  bordures  et  sans  compartimens.  On  a  vu 
que  les  tableaux  avaient  des  périodes  ou  des  diagonales  ré- 
pétées; il  est  indifférent,  lorsque  les  diagonales  sont  répé- 
tées ,  que  les  périodes  soient  en  horizontale  ou  en  verticale  f 
car  on  n'obtient  qu'un  changement  de  position. 

Yoici  les  cas  où  les  deux  tableaux  peuvent  coïncider. 


t.^TÂMLBkV. 


2.®  TABLEAU. 


1  .^^  diagonale  répétée. 


2.«  diagonale  répétée. 


1.'«  diagonale  périodique. . 


Î2.e  diagonale  répétée. 
2.6  diagonale  périodique, 
verticales  ou  horizontales 
périodiques. 

{tj^  diagonale  répétée. 
1.1*6  diagonale  périodique, 
verticales  ou   horizontales 
périodiques. 

i2.e  diagonale  répétée. 
2.6  diagonale  périodique, 
verticales  périodiques, 
horizontales  périodiques. 
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370      CONSIDÉRATIONS  SUR  LE  CARRÉ  DE  9 
i,^   TABLEAU.  2i^  TABLEAU. 

{Ijc  diagonale  répétée! 
I.i'c  diagonale  périodique, 
verticales  pénodiqaes. 
horizontales  périodiques. 
I.rc  diagonale  répétée. 
I.**®  diagonale  périodique. 

Verticales  périodiques ^  2.®  diagonale  répétée. 

2.^  diagonale  périodique, 
horizontales  périodiques. 

!1  J^  diagonale  périodique. 
2.«  diagonale  périodique, 
verticales  périodiques. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  n'a  pas  mis  les  diagonales  ré- 
pétées au  2.®  tableau,  pour  éviter  double  emploi  :  car  toutes 
les  fois  qu'on  aura  horizontale  périodique 'à  l'un  des  ta- 
^  bleaux,  et  diagonale  répétée  à  l'autre,  on  peut  supposer 
que  la  périodicité  est  en  verticale.  Il  ne  fallait  donc,  pour 
le  calcul,  porter  les  diagonales  répétées  qu'en  regard  des 
verticales. 

On  doit  encore  remarquer  qu'il  n'j  a  pas  lieu  à  alterner 
les  tableaux  au  moyen  de  la  nomenclature  ci-dessus.  En 
effet,  après  avoir,  par  exemple,  calculé  le  cas  où  le  1.®' 
tableau  aurait  la  2.^  diagonale  périodique,  et  le  second, 
la  1 J^  diagonale  répétée ,  si  l'on  renversait  la  question ,  il  j 
aurait  double  emploi, puisque  cette  seconde  hypothèse  est 
prévue  dans  la  précédente  nomenclature. 

Enfin,  lorsqu'il  se  présente  plusieurs  manières  de  com- 
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mencer  la2.e  ligne  d'un  tableau  pour  obtenir  périodicité, 
on  peat  toujours  supposer  qu'il  n'y  en  a  qu'une  seule  :  car, 
d'après  le  calcul  qu'on  ra  Êiire,  les  résultats  seraient  les 
mêmes  en  Ëdsant  varier  de  place  les  termes  dont  la  somme 
est  déterminée. 

D'après  cela,  on  rappelle  ici  les  cas  qui  se  présentent 
lorsque  la  2.^  ligne  commence  par  un  terme  de  la  pre- 
mière. 

Si  par  le  second,  le  moyen  est  à  la  fin  de  la  l.i*®  ligne, 
et  la  2.^  diagonale  répétée; 

Par  le  dernier,  le  moyen  est  le  premier  de  la  1  '«  ligne ,  et 
la  l.re  diagonale  répétée; 

Par  le  3.e  ou  le  6.»,  la  1.^  diagonale  est  périodique; 

Par  le  4.e  ou  le  7.^,  les  Terticales  sont  périodiques; 

Par  le  5.^  ou  le  8.^,  la  2.e  diagonale  est  périodique. 

On  pourra  donc  siqpposer , dans  ces  trois  derniers  cas, 
que  l'on  commence  la  2.e  ligne  par  les  3.e,  4.e  et  5.« 
termes  de  la  première  horisontale  ou  de  la  première  ver- 
ticale. 

Maintenant  il  Êtut  se  rappeler  qu'il  n'y  a  que  deux  sys- 
tèmes pour  les  Terticales  périodiques,  savoir  :  1 ,  5, 9. . . 
2,6,  7....  3,  4,8,  et  1,  6,  8....  2,  4,  9....  3,  5,7. 
Chacun  de  ces  systèmes  comprend  tous  les  nombres,  et 
chaque  groupe  vaut  15,  qui  est  le  tiers  de  45,  somme  de 
la  progression  des  9  premiers  nombres. 

Quant  aux  diagonales  périodiques,  on  peut  employer 
l'un  des  six  groupes  à  volonté. 

Voici  les  combinaisons  pour  les  cas  où  les  lignes  sont 
périodiques  ou  répétées. 

Si  une  diagonale  est  répétée,  il  y  a  8  nombres  dont  la 
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position  peut  varier,  pubqa'il  n'y  en  a  qu'un  seul  dont  la 
place  soit  forcée ,  savoir  :  le  moyen.  Ces  huit  nombres 
donnent  (  1 ,  2,  3. . .  8)  =  40330  combinaisons  àlaU^ 


Si  une  diagonale  est  périodique,  il  y  a  trob  places 
fixées;  les  six  autres  peuvent  alterner  de  (  t ,  2. . . .  6)  oo 
720  manières.  Quant  aux  trois  autres ,  si  l'on  chobit  3 
nombres  dont  la  somme  =  15^  ils  varieront  de  6  fiiçons; 
et,  comme  il  y  a  6  groupes  de  3  nombres,  parmi  lesquels 
ou  peut  choisir,  on  aura  6  •  6  =6'  =:  36  :  donc  il  vien- 
dra 720  •  36=25920  combinaisons  à  la  première  ligne. 

Si  c'est  en  verticale  ou  en  horizontale  que  se  trouve  la 
périodicité,  il  faut  que  les  Le*",  4.©  et  7.»  rangs  de  la  iJ^ 
ligne  ÊLssent  15,  ainsi  que  les  2.® ,  5.®,  8.®  et  les  3.^,  6.®  et 
9.^,  de  manière  que  le  tout  comprenne  un  des  deux  sys- 
tèmes. Or  chaque  groupe  se  combine  de  six  iaçons,  ce  qui 
iait  6';  de  plus  les  trois  groupes  peuvent  alterner  entre  eux 
de  six  façons  t  ce  sera  donc  6^  qui  exprimera  les  combi- 
naisons pour  un  système;  et  comme  il  y  en  a  deux,  il  vien- 
dra 2. 6*  =2592. 

Gela  posé,  que  le  t.^^r  tableau  ait  la  l.^c  diagonale  ré- 
pétée, on  aura  40320  combinaisons. 

La2.«  diagonale  du  2.^  ta- 
bleau aura, aussi  répétée. .  •  40320 i 

La  2.e  diagonale  pério- 
dique  25920i 

La  verticale  ou  horisontale 
périodique 2592  j 

Ce  nombre  68,832,  multiplié  par  les  40320  combinaisons 
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du  1.«r  tableau,  donne  pour  produit  2,775,306,240  com- 
binaisons, ci (2775,306;240) 

Si  la  2.®  diagonale  est  répétée  au  i.^  tableau ,  on  a  le 
même  produit (2,775,306,240) 

Soit  la  l.rc  diagonale  du  1.®'  tableau  périodique;  on  a 
25920  combinaisons. 

Dans  le  2.^  tableau  : 

La  2.«  diagonale  répétée. .  /I0320\ 
La  2.0  diagonale  pério-  J 

Les  verticales  périodiques    2592 1 

Les   horizontales    pério-  i 

diques 2592/ 

Multipliant  71424  par  25920,  il  rient  1,851,310,080 
combinaisons. (1,851,310,080) 

Si  la  2.e  diagonale  est  périodique,  encore.  (1 ,851 ,310,080) 

Si  les  Terticales  sont  périodiques,  on  a  2592  pour  le 
1.^'  tableau. 

Pourle2.«: 

1.r<3  diagonale  répétée...  40320\ 

2.e  diagonale  répétée. . . .  403201 

l.re  diagonale  périodique.  25920  >  135072 

2.''  diagonale  périodique.  25920  V 

Horizontales  périodiques.    2592/ 

Multipliant  135072  par  2592 ,  on  a  350,106,624 
combinaisons (350,106,624) 

Pour  les  horizontales  périodiques  du  1.^'  tableau  on  a 
2,592. 
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Pour  le  2.e  : 

l.re  [diagonale  périodique.   25920| 

2.e  diagonale  périodique.  •  25920  >54432 

Verticales  périodiques. . .     2592) 

Multipliant  54432  par  2592,  on  obUent  1 4  f, 087,741 
combinaisons (141,087,744) 

Ajoutant  toutes  ces  combinaisons,  la  somme  est 
9,744,427,008. 

U  a  paru  utile  de  présenter  la  manière  d'opérer  sur  un 
exemple,  afin  de  donner  une  idée  de  la  marche  à  suivre 
dans  tous  les  cas. 

n  y  aurait  à  ajouter  tes  combinaisons  ci-dessus  du  carré 
de  9  simple ,  avec  celles  de  9  ayant  une ,  deux  ou  trois  bor- 
dures, et  celles  du  même  carré  à  compartimens,  pour  ob- 
tenir toutes  celles  dont  ce  carré  est  susceptible;  mais  il 
existe  encore  d'autres  méthodes  de  composition  ^  que  Ton 
donnera  par  la  suite» 

On  terminera  ce  chapitre  par  un  exemple  du  carré  de 
9  à  triple  bordure,  que  l'on  trouvera  (Jigure  ^7 , planche 
IX).  Le  carré  central  a  été  &it  par  les  progressions  12- 

20^28. . . .  33*41  «49 54  «62 •70 «dont  la  différence  est 

8.  On  a  pris  arbitrairement  36,  38  pour  les  angles  de  la 
l.rc  bordure;  les  3  cases  de  la  dernière  horizontale,  qui 
doivent  avoir  115,  ont  été  rempUes  par  1 4 ,  42 ,  59,  et  celles 
de  la  verticale,  à  laquelle  il  fallait  125,  par  13,51,61.  On 
a  choisi  9,  17  pour  angles  de  la  2.^  bordure;  la  dernière 
horizontale,  qui  exigeait  encore  149,  a  été  complétée  par 
7, 1 8, 29 ,  47, 48 ,  et  la  verticale ,  à  laquelle  il  manquait  21 3 , 
par  6,  M ,  57, 67, 72.  Il  restait  encore  18  pairs  et  14  im- 
pairs :  donc  la  3.e  bordure  devait  avoir  ses  angles  d'espèce 
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^Gifférente.  On  a  pris  3  et  8  pour  ces  angles;  il  fallait  en* 
core  292  en  yerticale  :  on  les  a  faits  par  4 ,  22, 26 ,  45»  55, 
63,  77.  n  j  avait  216  à  mettre  à  la  dernière  horizontale, 
,  .,  .^   f  1    2  16  24  30  32  39»      . 

et  11  restait  {g^  gj,  66  58  52  50  Wp  ^  '^'^''  ^^' 
nombres  supérieurs  est  144 ,  laquelle  soustraite  de  216,  il 
manque  72.  Si  l'on  prend  66  au  lieu  de  16,  il  ne  &ut  plus 
que  22  :  donc,  mettant  52  au  lieu  de  30,  on  aura  1, 2, 24  ^ 
32,  39,52, 66=216,  et  la  bordure  est  achevée.  On  voit 
qu'il  n'j  a  eu  qu'un  léger  changement  à  faire  subir  à  l'une 
des  lignes  de  la  dernière  bordure;  tout  le  reste  a  été  com- 
posé à  volonté*  On  a  commencé  par  la  plus  petite  des  bor- 
dures, parce  qu'il  est  plus  facile  d'arriver  aux  résultats  si 
Ton  conserve  pour  la  fin  celles  qui  ont  le  plus  iprand 
nombre  des  termes. 

Si  le  carré  devait  s'effectuer  avec  des  nombres  ayant 
des  progressions  autres  que  ceUe  qui  est  la  suite  des  nom- 
bres naturels  commençant  par  l'unité ,  on  formerait  d'a- 
bord le  carré  avec  cette  dernière ,  et  il  n'y  aurait  plus  qu'à 
substituer  par  ordre  les  nombres  de  la  progression  donnée. 

CHAPITRE   III. 

BORDURES   PAR   LES   DIFFERENCES   DB    DIFFiftENCBS. 


BORDU&E    DE    5. 

On  a  déjà  bit  usage  de  cette  méthode ,  on  va  encore 
l'appliquer  à  un  exemple. 

Soit  la  progression  centrale  du  carré  de  5. . . .  12*1 3*14; 
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et  la  iJ^y  7*8«9  :  il  restera  les  différences  en  plus  et  en 
moins  2,  3,  7,8,  9,  tO,  11,  12,  puisque  ceDes  du  carré 
central  sont  1,4,5,6,  non  compris  0, qui  est  celle  de  13, 
terme  moyen.  Soit  l'horizontale  1.'<:  12+9— 10<*8-— 3  s 
il  reste  2,  7, 11.  Maintenant,  il  Êiut  que  ces  3  différences, 
prises  en  plus  ou  en  moins,  ayec  2  de  Jliorixontale ,  dont 
l'une  avec  son  signe,  l'autre  ayec  changement  de  signe, 
donnent  une  somme  =rO^  Il  peut  arrirer  2  cas.  On  les  2 
différences  de  l'horizontale  ont  une  somme  égale  à  celle 
des  3  différences  restantes)  alors  ceDes-ci  auront  le  même 
signe  chacune;  ou  la  somme  est  différente  :  alors  on  ajoute 
2  de  ces  différences ,  et  Fon  soustradt  la  3.<^.  H  est  inutile 
die  prendre  les  différences  de  manière  à  aroir  une  somme 
négative,  pas  plus  que  les  différences  de  différences. 

On  a,  dans  le  cas  particulier,  2+7  +11  =20..  ..11  + 
7— 2=16.\  . .  11+2—7=6. . . .  11—2—7=2.11  fiiut  donc 
que  la  différence  des  angles  soit  égale  à  l'un  des  nom- 
bi^  2,  6,  16,  20.  On  ajoutera  donc  2  à  2  les  différences 
de  l'horizontale,  en  changeant  l'un  des  signes  de  mamère 
à  n'avoir  que  des  nombres  positifs,  et  il  viendra  :  12^-9=? 
3. . .  12+10=22...  12+8=20..J2+3=15... 9+10=19 
. . .  9+8=17. . .  9+3==12. . .  10— 8==2. . .  10—3=7. . . 
8—3=5;  mais  3,  5,  7,  12,  15,  17,  19,  22  ne  peuvent 
convenir  :  il  n'y  a  que  12+  8  et  10 — 8  qui  satisfassent  à 
la  condition ,  et  l'on  aura  2  systèmes  d'angles  pour  l'ho- 
rizontale choisie  :  ainsi  les  angles  de  la  1.''^  horizontale 
seront12  et — 851a  iJf^  verticale  aura  les  angles  12  et+8,ct 
eHe  sera  complétécpar^-2 — 7^1 1;  de  même,  si  les  angles 
de  rhorizontalc  sont  — 8 — 10 ,  ceux  de  la  verticale  seront 
—  8  + 10 ,  et  les  nombres  intermédiaires ,  +2+  7 — 1 1. 
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On  peut  arranger  comme  suit  le  calcul  précédent* 

HORIZOïrrlLB. 

124.9— tO—S— 3 

DIVPÉRBNCES   DBS  DIFFERENCES  RESTANTES. 

20  16  6  2 

TBRTIGÀLES. 

12+8—2—7—11. . . .  —8+10—11+2+7 

Ainsi,  l'horizontale  formée ,  et  les  différences  des  diffé- 
rences restantes  étant  trouyées,  on  voit  de  suite,  sans  les 
écrire,  les  différences  de  différences  de  l'horizontale,  qui 
ne  donnent  pas  2,  6, 16  ou  20,  et  l'on  retient  seulement 
celles  qui  conyiennent. 

Cette  méthode  est  directe,  et  abrège  les  calculs  pour 
les  petites  bordures,  surtout  pour  celle  de  5;  mais  comme 
on  les  forme  d'autant  plus  ûicilement  qu'elles  ont  plus 
de  termes ,  il  est  préférable  de  recourir  aux  moyens  pré- 
cédemment donnés. 
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Méthodes  de  divers  auteurs  pour  les  carrés 
impairs. 
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S  i.^ 

SYSTEME    DE    LA    HIRE. 

La  HfRB  propose  d'arranger  7  nombres  non  en  pro- 
gression^ de  manière  à  avoir  un  carré  magique  répété.  Il 
s'agit  donc  simplement  de  former  un  tableau,  comme  ou 
l'a  pratiqué  dans  ce  qui  précède.  Les  nombres  choisis 
sont  3,  5,  9,  8,  Il ,  13, 10.  La  2.®  ligne  commence  par 
le  6.e  terme  de  la  1  .re.  On  yerra  ce  carré  (^figure  38 ,  plan- 
che TK).  On  remarque  que  deux  parallèles  à  l'une  ou  à 
l'autre  des  diagonales ,  prises  de  chaque  côté  d'une  des  dia- 
gonales ,  de  manière  que  le  nombre  de  leurs  termes  soit 
égal  à  celui  de  cette  diagonale ,  donnent  une  même  somme 
que  cette  diagonale ,  et  de  plus,  que  ces  diagonales  parai* 
lèles  suivent  l'ordre  des  termes  de  celle  à  laquelle  elles 
sont  parallèles ,  en  commençant  par  un  terme  quelconque 
de  cette  diagonale  :  c'est  encore  l'ordre  renversé  des  hori- 
zontales. Il  en  est  de  même  des  parallèles  à  la  2.^  diago- 
nale; mais  l'ordre  direct  ou  inverse  des  termes  n'existe 
pas.  Le  carré  magique  l'est  donc  encore  sous  ce  rapports 
Si  Ton  donnait  des  nombres  répétés ,  on  aurait  le  même 
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résultat,  mais  les  !ignes  auraient  des  nombres  répétés ,  et 
s'il  7  avait  des  lacunes,  on  les  remplirait  par  0. 

U  est  évident  que  plusieurs  carrés  magiques  ajoutés 
terme  à  terme  donnent  encore  un  carré  magique  ;  mais 
il  peut  se  trouver  des  termes  répétés  dans  le  carré  total. 

On  propose  de  faire  un  carré  magique  d'une  racine 
donnée,  et  tel  que  la  somme  de  chaque  ligne  s<Mt  égale 
à  un  nombre  donné,  sans  répétition  de  nombres.  La  chose 
sera  possible  toutes  les  fois  que  le  nombre  donné  sera  plus 
grand^  ou  au  moins  égal  à  celui  qui  résulterait,  pour  cha-* 
que  ligne,  du  carré  fait  avec  les  nombres  de  la  progres- 
sion des  nombres  naturels  commençant  par  l'unité  jus- 
qu'au carré  de  la  racine  donnée.  Ainsi,  par  exemple ,  soit 
la  racine  5,  et  la  somme  donnée  pour  chaque  ligue  =:8I. 
Gomme  les  lignes  du  carré  de  5,  composé  des  nombres 
de  la  série  naturelle  de  1  à  25,  doivent  avoir  65  pour 
somme,  et  que  65  est  < 81 ,  on  peut  prendre ,  pour  for- 
mer le  1.«'  tableau,  les  nombres  1,  2,  3,  A,  5;  et  pour 
le  2fi  tableau^  0 ,  5,  12,  18,  3t.  La  somme  des  lignes  du 
l.er  tableau  est  15;  et  celle  des  lignes  du  2.®  tableau,  66; 
or  15+66=81.  H  fisiut  aussi  que  le  plus  petit  nombre 
de  ce  2.<^  tableau  soit  au  moins  égal  au  plus  grand 
du  l.^r  tableau.  On  excepte  0,  qui  Êdt  toujours  partie 
du  %^  tableau.  Ainsi,  soit  le  \.^^  tableau  composé  par  lés 
nombres  1,2,4,5,  7=19  :  on  aura  81 — 19=62  pour 
chaque  ligne  du  2.^  Mais  les  plus  petits  multiples  de  7 
sont  7,  U,  21 ,  28,  dont  la  somme  est  70>62. 

Si  les  nombres  du  2fi  tableau  comprennent  des  mul- 
tiples répétés,  il  est  clair  qu'il  y  en  aura  dans  le  carré 
total ,  et  il  pourra  y  en  avoir  aussi  s'il  se  trouve  des  nom* 
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bres inférieurs  aux  multiples  dans  le  2.^  tableau*  Ainsi, 
soient  les  nombres  de  ce  2.e  tableau  7, 13, 18,  24=62: 
on  aurait  14 ,  20  et  25  répétés  dans  le  carré  total. 

Soit  111  le  nombre  donné  pour  somme  de  chaque 
ligne  du  carré  magique  à  construire  ;  soient  toujours  1, 2, 
4,  5,7=19  pour  la  ij^  ligne  du  l.^r  tableau:  on  aura 
111  —  19=92  pour  valeur  de  celles  du"2.c,  et  Ton  peut 
prendre,  pour  les  former,  0,  7,  47, 15,  23.  Que  la  2.® 
ligne  du  1.^  tableau  commence  par  4 ,  nombre  du  nûlieu, 
et  la  2.0  du  2fi  tableau  par  15,  avant-dernier  nombre:  on 
aura  le  carré  demandé  {figure  39 ,  planche  IX  ). 

Si  Ton  exigeait  qu'une  case  déterminée  renfermât  un 
nombre  donné,  par  exemple,  que  22  se  trouvât  à  la  2.^ 
case  de  la  2.®  horizontale;  la  progression  étant  celle  des 
nombres  naturels  commençant  par  Punité,  et  pour  le  carré 
de  5  :  on  diviserait  22  par  5;  il  [vient  4 ,  et  il'reste  2.  Ce 
reste  se  placera  à  la  case  exigée  du  1»®''  tableau,  et  la  2»^ 
horizontale  de  ce  tableau  peut  être  à  volonté  3, 2,  5, 1,  4. 
La  Ije  ligne  peut  aussi  être  1,  4^  3,  2,  5;  les  autres 
suivent  l'ordre  ordinaire,  et  commencent  par  le  terme 
du  milieu  de  la  précédente»  Maintenant,  4  •  5=20  se  pla- 
cera à  la  2.®  case  de  la  2.^  horizontale  du  2.®  tableau.  Cette 
horizontale  peut  être  0,  20,  15,  10,  5,  et  la  l.r®  horizon- 
tale 15,  10,  5,  0,  20.  On  aura  soin  de  ne  pas  composer 
cette  l.rc^  comme  la  correspondante  du  1  ,^^  tableau.  On  voit 
ici  que  les  horizontales  commencent  par  le  4.^  terme  de  la 
ligne  qui  précède.  Le  carré  résultant  se  trouve  {fiff^re 
40,  planche  IX). 

On  propose  de  faire  un  carré  tel  que  la  somme  des  nombres 
de  2  cases  placées  scmblablement  par  rapport  au  centre , 
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OU,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  2  cases  symétriques , 
soit  toujours  la  même ,  et  par  conséquent  double  du  moyen. 
II  &ut  que  Ton  ait  progression  arithmétique  :  soit  donc 
i,  2,  3,  Q ,  5,  6,  7  la  série  des  nombres  du  1.«r  tableau. 
La  somme  de  2  cases  sera  2«4=:8,  puisque  le  moyen 
est  4.  Soit  ce  moyen /l  au  centre  du  tableau^  et  que  l'hori- 
zontale du  milieu  soit  faite  d'après  la  combinaison  exigée* 
Quant  au  2.®  tableau,  les  nombres  qui  le  composeront  sont 
multiples  de  7,  et  0, 7, 1 4, 21 ,  28, 35,  42.  Le  moyen  21  sera 
aussi  au  centre,  et  la  râleur  de  2  cases=  2*21=42.  La 
ligne  horizontale  du  milieu  sera  donc  formée  en  se  con- 
formant à  la  condition  exigée.  Il  Êiut  toujours  éviter  de 
construire  les  deux  tableaux  delà  même  manière.  La  ligne 
centrale  du  1.<^r  tableau  est  supposée  3,7,  2,  4,  6, 1 ,  5. 
Chaque  horizontale  commence  par  le  4.^  terme  de  la  pré- 
cédente, et  par  conséquent ,  en  remontant,  par  le  5.^  de 
l'inférieure.  L'horizontale  du  milieu  du2.c  tableau  est  sup-* 
posée  28,  7,  0,  21 ,  42,  35,  14.  Les  autres  commencent 
par  le  5.<^  nombre  de  la  précédente ,  et ,  en  remontant , 
par  le  4.®  de  l'inférieure,  on  trouyera  le  carré  demandé^ 
{figure  41  ,  planche  IX  ). 

Les  tableaux  auraient  pu  se  composer  par  diagonales 
répétées. 

Dans  les  carrés  ainsi  laits  on  peut  changer  convena- 
blement de  place  des  horizontales  ou  des  verticales ,  et 
même  des  horizontales  en  verticales ,  et  réciproquement  ; 
mais  il  faut  Mre  ces  changemens  de  manière  que  les  lignes, 
à  égale  distance  de  celle  du  milieu,  s'y  retrouvent  encore 
après  le  changement  opéré;  ainsi ,  alternant  la  1.^^  ligne 
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avec  la  3.®,  il  faudra  que  la  dernière  deyîenne  la  5.e,  et 
celle-ci  la  dernière* 

H  y  a  d'autres  changemens  qui  peuvent  avoir  lieu.  Ainsi, 
par  exemple,  soit  à  construire  le  carré  de  5,  et  que  la 
l.re  diagonale  soit  répétée  dans  le  1.^  tableau,  et  la  %^ 
diagonale  aussi  répétée  dans  le  2.^  tableau;  que  le  moyen 
ne  soit  pas  le  nombre  répété  de  ces  diagonales,  et  que 
les  tableaux  soient  les  sufmns  : 


/2  5  3  1  4 
U  2  5  3  1 

1.erTABLEAU-<t    4  2  5  3 

[31425 
\5  3  1  4  2 


^15    0  tO  20    5 
0  10  20    5  15 

2.e  TABLEAU.)  10  20     5  15     0 

120    5  15    0  10 
5  15    0  10  20 

n  manque  5  à  la  Ij^  diagonale  du  i,^^  tableau,  et  25 
à  la  2.e  diagonale  du  2.^  tableau;  mais  si  l'on  met  dans 
chacun  des  tableaux  la  5.^  ligne  au  lieu  de  la  4.^,  et  ré- 
ciproquement, les  diagonales  auront  la  somme  nécessaire, 
et  les  tableaux  seront  : 

ri5    0  10  20    5 
0  10  20    5  15 

2.e  TABLEAU./ 10  20     5  15     0 

5  15    0  10  20 
^20    5  15    0  10 

On  verra  le  carré  résultant  (  figure  42,  planche  IX). 
H  faut,  pour  que  ce  genre  de  changement  ait  lieu,  qu'il 
puisse  s'effectuer  dans  les  deux  tableaux. 

Cet  exemple  donne  une  nouvelle  forme  de  tableaux  qui 
n'est  pas  entrée  dans  les  calculs  donnés  pour  les  carrés 
simples,  et  il  y  en  a  d'autres  dont  les  tableaux  ne  peuvent 


r2  5  3  1  4 
14  2  5  3  1 

1.e'TABLBAU.<1    4  2  5   3 

[53142 
l3  1  4  25 
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se  préToir  :  d'où  3  but  conclure  que  les  combinaisons 
par  tableaux  ordinaires  donnent  le  plus  grand  nombre 
de  celles  dont  sont  susceptibles  les  carrés  simples,  mais 
ne  les  donnent  pas  toutes. 

Dans  le  carré  ci-dessus  on  peut  opérer  en  horizontale 
et  en  verticale  tous  les  changemens  qui  laissent  aux 
diagonales  la  somme  voulue  :  ainsi  l'on  alterne  la  t  J^  et 
dernière  horizontale^  la  l.re  et  la  4.^,  la  3.^  et  la  5.^.  Il 
en  est  de  même  de  la  2.e  et  4.e  verticale ,  de  la  1.""^  et  der- 
nière,  de  la  2.®  et  A*^,  etc.  Il  en  est  souvent  de  même  des 
carrés  construits  par  les  autres  méthodes.  Hais  si  l'on 
résout  ces  nouveaux  carrés  en  leurs  tableaux,  on  verra 
que  ceux-ci  ne  se  rattachen't  plus  aux  tableaux  ordinaires: 
on  aura  donc  de  nouvelles  combinaisons  comme  celles  ci- 
dessus;  combinaisons  non  prévues  :  car  la  forme  des  ta- 
bl  eaux  ne  pouvait  pas  l'être. 

La  Hire  donne  une  méthode  pour  faire  les  enceintes 
ou  bordures  des  carrés  impairs,  en  se  dispensant  des  dif- 
férences ;  mais  elle  est  très-circonscrite ,  et  ne  donne  qu'un 
carré  central.  On  peut,  il  est  vrai,  augmenter  les  combi- 
nabons ,  comme  dans  le  cas  ci-dessus ,  soit  par  transpo- 
sition des  nombres  du  milieu  compris  entre  les  angles , 
soit  par  renversement  d'enceintes,  transport  de  bandes,  etc.; 
mais  les  angles  restent  fixes.  Sauf  ce  renversement  d'en- 
ceintes, on  ne  peut  qu'avec  peine  &ire  passer  des  nom-* 
bres  d'une  enceinte  dans  une  autre.  Cette  marche  est 
d'ailleurs  difficile  à  retenir,  et  n'est  pas  directe. La  voici: 

La  Hire  &it  un  carré  naturel  en  écrivant  de  suite  les 
nombres  d'une  ligne  à  l'autre;  il  sépare  ensuite  les  en- 
ceintes naturelles,  et  les  nombres  qu'eUes  comprennent 
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doivent  composer  les  Téritables  bordures  :  on  voit  qn^il 
n'y  a  qu'un  carré  centraL  H  appeDe  1.^®  bordure  les  8 
nombres  qm  circonscrÎTent  le  terme  moyen.  Yoici  ce  carré 
naturel  pour  11  de  côté  : 
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28 

29 
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35 
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86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 

100  101  102  103  104  105  106  107  108  109  110 
111  112  113  114  115  116  117  118  119  120  121 

n  considère  ensuite  8  cases  qu'il  nomme  principales. 
Ge  sont  les  4  angles  et  les  4  cases  du  milieu  de  chaque 
bordure*  Il  forme  les  bordures  impaires  d'une  &çon,  et 
les  bordures  paires  d'autre  manière,  en  ne  faisant  tou- 
jours entrer  dans  chacune  que  les  nombres  du  carré  na- 
turel qui  s'y  trourent  déjà. 

Pour  les  bordures  impaires  0  avance  d'une  demi- 
bande  ,  et  dans  le  même  sens ,  les  angles  et  les  cases  du 
milieu,  de  manière  que  les  uns  prennent  la  place  des  autres, 
et  réciproquement*  11  alterne  ensuite,  cette  mutation  opé- 
rée, les  cases  du  milieu  avec  leurs  opposées;  il  ne  comr- 
plète  que  la  Ije  horizontale  et  la  1J^  verticale ,  les  com- 
plémens  à  122  doivent  achever  la  bordure*  Pour  la  !•'« 
hbrisontale  et  la  i.^^  verticale  on  ne  touche  plus  aux 
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aû^es  ni  dux  cases  da  miUeii;  on  laisse  â  leur  place  la 
moitié  des  nombres  restans  :  cette  moitié  se  compose  de 
nombres  pris  2  à  2  à  égale  distance  des  angles;  l'antre 
moitié  alterne  avec  ses  opposés*  Ces  premiers  change- 
mens  se  voient  Xfifsure  43 ,  planche  DL  )• 

Qaant  anx  bordures  paires,  les  angles  restent  fixes,  et 
les  cases  du  mâieu  alternent  avec  leurs  opposées*  Quant 
aux  cases  restantes ,  qui  sont  en  nombre  impair  entre 
chaque  anjg^e  et  le  milieu  des  lignes,  on  met  à  l'horizon- 
tale supérieure,  et  aux  deux  cases  qui  tiennent  le  milieu 
entre  les  angles  et  le  milieu  de  cette  horizontale,  les  nom- 
bres du  même  rang  dans  lamoitié  inférieure  des  verticales  ; 
et  de  même  dans  la  1*^  de  celles-ci,  et  dans  les  mêmes 
cases  du  milieu  entre  les  âmgles  et  le  centre  de  cette  ver- 
ticale, les  nombres  du  même  rang  des  dernières  moitiés 
des  horizontales;  enfin  dans  la  moitié  des  cases  restantes 
on  alterne  avec  les  opposés  les  nombres  à  égale  distance 
des  angles.  Ces  changemens  se  voient  {^figure  44, 
planche  EL  ) ,  ainsi  que  le  carré  totaL 

n  peut  paraître  curieux  de  rechercha,  pour  le  cas  dont 
il  est  ici  question ,  c'est-â-dire  lorsque  les  angles  sont  fixes, 
ainsi  que  le  carré  central,  qui  ne  peut  varier ,  quel  serait 
le  nombre  de  combinaisons ,  en  supposant  toujours  que  les 
bordures  ont  été  faites  an  moyen  du  carré  naturel,  comme 
il  a  été  dit  Soit  donc  17  seulement  la  racine,  et  que  le 
carré  soit  à  toutes  bordures  :  on  en  aura  i^=:7)  non 
compris  celle  de  8  nombres  autour  du  moyen;  or  celle  de 
5  aura  (1, 2,  3  )*  pour  les  variations  des  3  nombfes  du 
milieu  de  la  1  je  horizontale  et  de  la  1*'^  verticale.  La  bor- 
dure de  7  aura  (1,  2,  3, 4,  5)«=C  1, 2, 3)*(4,  S)»;  ceHe 

TOM.    I.  25 
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de99era(f,2,3y(fll,5)*(6,  TyjoeUe  de  11  anra(l, 
2,3)'(4,5)*(6,7)»(8,9)»;onanTapoarcdle  do  1S 
(1,2,3)»(4,5)*(6,7)«(8,  9)»(10, 11)«;  Uviendraponr 
ceUe  de  15  le  produit  (1, 2, 3)» (4, 5)'(6, 7)»(8, 9)*(I0, 
1 1)*(t2, 13)*;  enfin,  pour  odie  de  17,  on  d)tiendra  le  pro- 
duit (1,2,  3)'(4,5)«(  6,7)»  (8.  9)»  («0,  Il  y  (12,13)» 
(  1 A ,  1 5  )';  et ,  multipliant  tous  ces  nombres  Ton  par  Tau- 
tre,  le  produit  total  est 2**. 3^*. 4". 5». 6*^  7*o.8^9».  W. 
11*. 12*. 13*. 14'. 15*.  Ce  nombre  =5  (78,864,164,096) 
(  4,096,600,000,000,000  )  (  1 30,691 ,232  )*  (  26,273,856  )* 
(1,331,000)»  (24,336)»  (210)»;  et,  tout  prodigieux 
qu'il  est,  il  ne  représente  qu'un  seul  cas  parmi  la  ofrande 
quantité  de  bordures  et  de  carrés  centraux  qu'on  peut 
obtenir;  aucune  bordure  n'a  été  multipliée  par  8 ,  puis- 
qu'on n'a  foit  varier  que  les  nombres  entre  les  an^es  fixes* 
Mais  ce  nombre  est  peu  de  chose ,  comparé  au  produit 
successif  des  289  premiers  nombres;  et,  quoiqu'il  j  ait 
beaucoup  d'autres  manières  d'obtenir  le  carré  de  17,  il 
y  aurait  plusieurs  milliards  contre  l'unité ,  pour  ne  point 
arriver  à  ce  carré  sans  règles  déterminées* 

On  donne  encore  le  carré  de  41  construit  avec  4  bor* 
dures  générales  (./%ure  45,  planche  X).  Elles  ont  été 
formées  avec  les  296  premiers  et  les  296  derniers  nombres. 
U  est  resté  33  nombres  à  chaque  ligne,  et  l'on  a  fait  9 
carrés  dé  f  I  cases.  Il  n'j  a  que  6  formes  pour  le  carré  de 
11,savoir:le  carré  simple,  le  carré  avec  une  bordure  sans 
compartiment,  avec  une  bordure  et  compartiment,  avec 
deux,  trois  ou  quatre  bordures* 

En  supposant  les  quatre  bordures  générales  constantes  et 
fixes,  les 9  carrés  composésdes  nombres  de  l'exemple,  et  ne 
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changeant  pas  de  position,  mais  de  forme,  et  dans  les 
différenscas,  les  carrés  conservant  l'anrangement  qu'ils 
ont  dans  chacnne  des  six  formes  da  carré  de  la  fignre, 
on  peut  désirer  connaître  les  variations  qu'apportent  ces 
formes  dans  le  carré.  Voici  la  manière  de  composer  ces  9 
carrés: 

1 .0  S'ils  ont  tous  la  même  forme,  31  y  aura  6  sys- 
tèmes de  composition ,  puisqu'ils  auront  tous  l'une 

ou  l'autre  àdê  six  formes  du  carré  de  11 (6) 

2.«  S^  y  en  a  8  d'une  forme  ,  et  un  d'une  autre 
forme  ,il  y  aura  30  systèmes  pour  composer  ces  car- 
rés :  car,  ayant  pris  8  carrés  d'une  forme,  le  neuvième 
pourra  avoir  l'une  des  cinq  restantes;  et,  comme  il 

y  a  6  formes,  on  aura  5*6  variations  :  donc (30) 

3.0  Pour  7   carrés  d'une  forme  ,    et  2  d'une 

autre,  on  aura  encore (30) 

4.0  Pour  7  d'une  forme,  et  2  de  forme   difiES- 

rente,  il  vient (60) 

5.^  6  d'une  forme,  et  3  d'une  autre,  donnent*. .  •  (60) 
6.0  6  d'une  forme,  2  d'une  autre,  et  un  d'une 

3.®  forme ,  produisent (120) 

7.°  6  d'une  forme,  et  3  de  forme  différente. . . .    (60) 

8.<»  5  d'une  forme,  et  4  d'une  autre (30) 

9.°  5  d'une  forme,  3  d'une  autre,  et  1  d'une  3.^  (120) 
1  d.''  5  d'une  forme ,  2  d'une  autre ,  et  2  d'une  3.®.  (60) 
11.0  5  d'une  forme ,  et  ft  de  forme  différente. . .  (30) 
12.0  5  d'une  forme ,  2  d'une  autre,  et  2  de  forme 

différente (180) 

1 3.''  4  d'une  forme ,  4  d'une  autre ,  et  1  d'une  S.».    (60) 
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iUfi  4  d'une  foime,  3  d'uneautre,  et  2  de  forme 
différente (180) 

15.<>  4  d'une  forme,  3  d'mie  autre ,  et  2  d'une 
aulre (120) 

16.0  4  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'mie  3.®, 
et  1  d'une  4.e (180) 

17.0  4  d'une  forme,  2d'une  autre,  et  3^  forme 
différente (120) 

18.0  4  d'une  forme,  5  d'espèce  différente (6) 

19.0  3  d'une  forme,  3  d'une  autre ,  3  d'une  3.o. .    (20) 

20.O  3  d'une  forme,  3  d'une  autre,  2  d'une  3.^, 
et  1  d'une  4.e. (90) 

21.0  3  d'une  forme,  3  d'une  autre,  3  de  forme 
différente (60) 

22.0  3  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'une  3«®, 
2  d'une  4.* (60) 

23.0  3  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'une  S.^^ 

2  d'espèce  différente (180) 

24«®  3  d'une  forme, 2  d'une  autre,  4  de  forme 

différente (30) 

25.0  2  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'une  3.^, 

4  d'une  4.e,  1  d'une  5.e (30) 

26.0  2  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'une  3.^, 

3  de  formes  différentes (20) 

1942 

En  tout ,  1942  manières  de  choisir  les  formes  des  carrés 

partiels;  mais  dans  chacun  des  26  cas  ci-dessus  il  j  a 

plusieurs  combinaisons  pour  répartir  ces  formes  dans  le 

carré  total. 
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Le  n*^  1  n^a  qae  ses  six  combinaisons 6 

Le  n.o2  en  a  9ponr  chaque  forme  :  donc  3(K9 
=270. 270 

Le  n.o  3  en  a  36  :  car  9  lettres  prises  2  à  2 
donnent  ^  produits  différens  :  donc  36*30 1080 

Le  n.o  4  donne  72  :  car  9  lettres  2  à  2  donnent 
9*8=72  combinaisons  :  donc  72*60 4320 

Le  n.0  5  aura  84  :  car  9  lettres  3  à  3  ont  ^^ 
produits  différens=84  :  donc  84 .60 5040 

Le  n«o  6  aura  252  :  car,  d'abord,  les  6  d'une 
forme,  ou  3  d'une  forme,  produiront 84  produits 
difiërens,  comme  ci-dessus;  et  sur  les  3  places 
restantes,  la  forme  qui  est  seule,  peut  occuper 
l'une  ou  l'autre,  ce  qui  fera  84«3=:252:  ainsi 
252.120. 30240 

Le  n.®  7  donne  504  :  car  on  peut  mettre  le^ 
3  formes  différentes,  dans  les  3  places  restantes 
de  6  manières  :  donc  84.6=:504 ,  et  par  consé- 
quent 504-60 30240 

Le  n.o8  aura  126,  puisque  9  lettres  4  à  4 
donnent  Î^J=126: donc  126.30. 3780 

Le  n.®  9  donnera  504  :  car  la  forme  seule  peut 
occuper  l'une  des  4  places  restantes,  ce  qui  ùdi 
4*126 ,  et  conséquemment  904 .  120 60480 

Le  n.^  10  aura  756  :  car  on  peut  mettre  dans 
les  4  places  restantes  2  nombres  pareib  de  6  ùl^ 
çons:  ainsi  126* 6=756;  et  en  conséquence 
756*60 45360 

ji  reporter 180816 
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Report 180816 

Le  I1.0  If  fournira  30SM  :  car  les  4  formes  dif-- 
férenies  se  combinent  de  9  •  8  •  7  •  6  manières  =: 
3024: donc  3024.30. 90720 

Le  n.®  12  aura  1512  :  car  les  2  formes  d'es- 
pèce différente  donnent  9*8=72  sur  les  7  places 
restantes;  les  2  pareilles  donnent  ^=^21  ;  ainsi 
72.21=1512 :  donc  1512. 180 272160 

Le  n.<>  13  dpnne  630:  car  la  forme  seule  peut 
se  mettre  dans  les  9  carrés ,  les  4  pareilles  dans 
les  8 autres  donnent  Î3^= 70  :  donc  70-9= 
630,  et  par  conséquent  630-60 37800 

Le  n«o  1 4  produit  2520  :  car  les  2  formes  diffé- 
rentes auront  9*8=72;  les  trois  pareilles  sur  les 
7  carrés  restans  auront  ^=35  :  donc  72*35= 
2520,  et  2520*180 453600 

Le  n.0  15  donne  1260  :  car  les  2  formes  pa- 
reilles ont  si?=:36;  les  3  formes  pareilles ,  sur 
les  7  places  restantes,  auront  jf|^  =  35  :  ainsi 
36*35=1260,  et  par  conséquent  1260*  120. ..  •    151200 

Le  Jkfi  16  aura  3780  :  car  la  forme  seule  peut 
occuper  l'une  des  9  places*  Sur  les  8  restantes , 
2  formes  pareilles  auront  Si? =28;  et  sur  les  6 
restantes  les  2  autres  pareilles  auront  ^=:  15: 
donc 28*15.9=3780; donc  3780*180 680400- 

Le  n.o^  17  fournira  7560  :  car  les  formes  diffé- 
rentes auront  9*8  *  7=504 ;les  2 pareilles,  sur 

A  reporter 1866696 
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Report 1866696 

les  6  plaees  restantes  y  auront  '-^=1 5 ,  et  504*1 5 
=7560 :donc  7560.120 907200 

Len.o18aaTa15120b=d9.8*7.6.5:donc6.15120.      90720 

Le  nfi  19  donne  1680  :  car  3  formes  pareilles 
auront  f^  =:  84.  Trois  autres  pareilles,  sur  les  6 
I^ces  restantes,  ont  fî|^=20;  il  n'y  a  rien  pour 
les  trois  autres  pareilles,  dont  la  place  reste  fixée  : 
donc  84.20=;1680,  et  1680.20=. 33600 

Le  n.^"  20  aura  5040  :  car  la  forme  seule  peut 
se  mettre  aux  9  places.  Les  2  pareilles  aux  8 
places  restantes  auront  ^][=â8  ;  trois  autres  pa- 
reilles ,  sur  les  6  places  restantes ,  ont  ^|;|=20  : 
ainsi 9-20.28=5040,  et  par  conséquent  5040.90.    453600 

Le  n.*21  donnel  0080:  caries  3  formes  différentes 
ont  9.8.7=504;  les  3  de  forme  pareille,  sur  les 
6  places  restantes, ont 20  :  donc  504*20=10080, 
et  par  conséquent  10080.60. 604800 

Le  n.'  22  aura  7560  :  car  2  pareilles  ont  ^ 
produits  différens ,  =  36  ;  deux  autres  pareilles , 
sur  les  7  places  restantes ,  11^=21;  et  enfin  deux 
autres  pareilles  sur  fes5  carrés  restans ,  ^^=10  : 
ainsi  36.21  «10=7560  :  donc  7560.60 453600 

Le  n.^  23  produit  15120  :  car  les  2  formes  dif- 
férentes donnent  9.8=:: 72.  Deux  pareilles,  sur 
les  7  places  restantes,  ^=21  ;  deux  autres  pa- 
reilles, sur  les  5  carrés  restans,  %*=10:  donc 
72.21.10=^15120,  et  par  conséquent  15120*180.  2721600 

A  reporter 7131816 
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Le  n.''  24  aura  30240  :  car  les  A  formes  diffé- 
rentes donnent  9*8«7*6=3024  ;  deux  pareilles , 
surles  5places  restantes,  ^^=10  :  ainsi  302A40 
=30240:  donc  30240*30 907200 

Le  n.''  25  donne  22680  :  car  la  forme  seule  au- 
ra 9  r  deux  pareilles,  ^^  =  28;  deux  autres  pa- 
reilles, 4^=  15;  deux  autres  pareîDes,  i^'zz:  6  : 
donc  6*9*15*28=22680;  ainsi  22680-30. 680400 

Le  n.^"  26  aura  45360  :  car  les  trob  formes  dif- 
férentes donnent  9*8*7=504  ;  deux  pareiUes ,  sur 
les  6  places  restantes,  "-j^  =  15;  et  deux  autres 
pareilles^  sur  les  4  places  restantes,  ^=6  : 
donc  M  5*504 =45360  ;  ainsi  45360-20 907200 

Réunbsant  toutes  les  combinaisons ,  on  aura  ■  - 
9,626,616 9626616 

On  a  dit  que  la  quadruple  bordure  restait  fixe,  que 
chaque  carte  partiel  de  1 1  conservait  ses  nombres  qui 
forment  des  séries  naturelles,,  ce  qui  a  permis  de  cons- 
truire le  carré  de  9  par  la  méthode  expéditive  à  Fordinaire; 
et  de  plus,  que  les  carrés  qui  prendraient  l'une  des  six 
formes  du  carré  de  1 1 ,  suivraient  Tordre  des  nombres  de 
celles  qui  entrent  dans  le  carré  de  la  figure  45«  Ainsi ,  dans 
le  cas  que  l'on  considère ,  lequel  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier d'un  autre  cas  particulier,  on  a  9,628,616  manières  de 
distribuer  les  6  formes  dans  le  carré  de  9  carrés  de  1 1. 
Aucun  auteur  ne  s'est  occupé  de  ces  recherches  curieuses. 

Mais  que  sont  ces  combinaisons  de  formes  cdtnparatiye- 
ment  à  celles  que  présente  le  seul  cas  particulier  ou  les 
angles  sont  invariables  dans  les  bordures  et  les  formes. 
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suivant  l'ordre  des  nombres  de  ceDes  de  la  figure?  Les  bor- 
dures ont,  savoir  :  la  1.",  (1,2, 3 39)*;la2.e,(1 ,2. . . , 

37)»5la3.e,(1,2. . . .  35)«;etlaa.«,(l  ,2. . . .  33)*pourles 
nombres  intermédiaires  entre  les  angles.  Les  carrés  partiels 
pour  chaque  distribution  particulière  des  formes,  présen- 
teraient aussi  des  combinaisons  en  nombre  considérable,, 
et  il  fiiudrait  multiplier  tous  les  produits  les  uns  par  les 
autres.  On  aurait  cependant  porté  son  attention  sur  un 
cas  seulement. 

Revenant  à  La  ffire ,  on  a  dit  qull  avait  cité  Moscopule, 
qui,  dans  un  manuscrit  de  la  bibliotfièque  royale,  donne, 
pour  les  carrés  impairs,  des  méthodes  compfiquées ,  mais 
qui  rentrent ,  par  leur  décomposition  en  tableaux,  dans  les 
règles  de  formation  données;  et,  comme  on  a  exposé  la 
méthode  de  La  Hire,  et  que  cekti-d  a  employé  ou  mo- 
difié la  manière  de  composition  de  ce  Moscopule,  il  n'y  a 
pas  lieu  de  s'occuper  de  cet  auteur» 


s  2. 

■ÉTHODB  DE  BAGHBT  DE  HÉZÉRIAG. 

Sachet  dit  avoir  vu  les  7  carrés  de  3  à  9,  comme  dans 
Agrippa,  mais  sans  règle  pour  les  construire.  Toici  sa 
méthode  pour  les  impairs  :  car  il  avoue  n'avoir  rien  trouvé 
pour  les  pair&  On  va  appliquer  au  carré  de  7  cette  mé- 
thode, d'ailleurs  très-drconscrite  :  car  eDe  ne  renferme 
qu'un  cas  particulier  sur  la  quantité  dont  un  carré  impair 
est  susceptible. 

On  construit  le  carré  de  7  en  cases  vides ,  à  l'ordinaire  ; 
on  prolonge  d'une  case  en  haut  et  en  bas  la  2.o  et  la  6.® 
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yerticale;  de  2  cases  aussi  haut  et  bas  la  3.^  et  la  5.«; 
enfin  encore  d'une  case ,  haut  et  bas,  de  plus  qu'à.la 
ligne  précédente ,  et  ainsi  de  suite ,  suivant,  les  carrés.  On 
agitde  même  pour  les  horkontales  {figure  i^yplancheTUiy; 
on  place  ensuite  les  nombres  de  la  progression  arithmé- 
.  tique  dîagonalement  et  par  ordre,  à  commencer  par  la 
case  la  plus  extérieure ,  ce  qui  donne  moy^d  de  placer  tous 
les  nombres  de  la  racine;  on  rerient  à  placer  k  nombre 
suivant  à  la  case  la  plus  extérieure  de  la  2.^  ligne  diago- 
nale, parallèle  à  la  1  je^  et  ainsi  de  suite.  Gela  fiût ,  on  ne 
touche  plus  aux  cases  pleines  du  carré,  mais  on  rabat  les 
nombres  hors  du  carré  sur  les  cases  vides,  horisontale 
sur  horizontale ,  et  verticale  sur  verticale ,  en  comptant  7  à 
partir  de  la  case  à  rabattre ,  elle  non  comprise ,  et  en  géné- 
ral en  comptant  un  nombre  égal  à  la  racine.  Ici,  par 
exemple,  si  l'on  compte  verticalement  7  à  partir  de  l'unité 
non  comprise ,  on  trouve  qu'elle  tombe  sur  la  5.®  case  de 
la  Hfi  verticale ,  ou  la  4.^  case  de  la  5.^  horisontale.  De 
même  comptant  7,  à  partir  et  non  compris  13,  ce  der- 
nier nombre  se  trouvera  au  milieu  de  la  1.>^  verticale  du 
carré,  et  ainsi  des  autres  nombres  en  dehors  du  carré 
que  l'on  yoH  (^figure  A7,  planche  YIII).  Voici  les  tableaux 
de  composition  résultans  du  carré  construit  par  cette 
méthode. 


DE   BACHBT  DE    KÉZÉEIÀG. 

/1  5  2  6  3  7  4  /2I  42  14  35    7  28    0 

(5263741  /  0  21  42  14  35    7  28 

§  12  6  3  7  4  1  5  5  128    0  21  42  14  35    7 


9  <6  3  7  4  1  5  2  9  <  7  28    0  21  42  14  35 


*"  '3  7  4  1  5  2  6  r  J35    7  28    0  21  42  14 


[7  4  15263  '^^  [14  35    7  28    0  21  42 

^4152637  ^42  14  35    7  28    0  21 

En  examinant  ces  tableaux ,  on  voit  qu'ils  ne  présentent 
qu'un  cas  des  méthodes  générales  précédemment  expo- 
sées. Ici  chaque  diagonale  est  répétée,  savoir  :  Tune 
dans  un  tableau,  et  l'opposée  dans  l'autre  tableau;  de 
plus,  les  nombres  symétriquement  placés  par  rapport  au 
centre,  donnant  une  somme  double  du  moyen,  ce  qui 
constitue  l'une  des  combinaisons  établies  plus  haut.  Ainsi 
les  formules  de  Moscopule,  d'Agrîppa  et  de  Bachet  ne 
sont  qu'une  application  très-limitée  des  formules  géné- 
rales. 

La  construction  précédente  donne  encore  un  moyen 
expéditif  de  construction,  et  la  figure  47  suffit  pour  le  faire 
connattre.  On  met  le  1.»^  terme  de  la  progression  sous  le 
moyen,  qui  est  au  centre  du  carré ,  et  l'on  place  les  nombres 
par  ordre  en  diagonale  :  lorsqu'on  sort  par  le  bas ,  on  met  le 
suivant  au  dessus  de  la  ligne  suivante;  si  l'on  sort  par  le 
côté,  le  nombre  suivant  est  au  commencement  de  la  ligne 
suivante;  si  l'on  arrive  à  une  case  remplie,  le  nombre  qui 
vient  ensuite  est  placé  dans  la  même  ligne  que  le  précé- 
dent, mais  à  deux  cases  au  dessous  ;  si  l'on  n'arrivait  pas  à 
une  case  convenable,  la  ligne  étant  finie,  on  compterait 
toujours  2  cases;  mais  alors  on  placerait  le  nombre  au 
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dessus,  ou  à  la  2.«  case  de  la  même  ligne.  On  yerra  encore 
un  exemple  de  cette  méthode  de  construction  sur  le  carré 
de  9  {planche  XSU,  figure  47  bis). 

On  peut  remarquer  qu'on  ne  met  un  nombre ,  deux  cases 
au  dessous  du  précédent ,  qu'après  un  multiple  de  9^  et 
en  général  qu'après  un  multiple  de  la  racine. 

La  méthode  simple  que  M.  de  la  Loubère  dit  être  en 
usage  chez  les  Indiens  de  Surate,  est  encore  un  des  cas 
de  la  méthode  générale ,  et  a  toujours  la  propriété  d'aToir 
la  somme  des  nombres  placés,  symétriquement  par  rap- 
port au  centre,  double  du  moyen  terme.  C'est  précisément 
le  cas  de  la  construction  précédente. 

La  formation  des  tableaux  est  abée  à  retenir.  On  com- 
mence la  1.1*0  horizontale  parle  l.^r  terme  delà  progres- 
sion, qui  est  ici  l'unité;  on  ajoute  le  moyeu  au  terme  pré- 
cédent, comme  1  -|-4  =  5  pour  le  carré  de  7;.  1  -p5=6 
pour  celui  de  9,  etc. ,  ayant  soin  de  retrancher  la  racine  7  ou 
9,  etc.,  lorsqu'on  a  obtenu  un  nombre  plus  grand  que  cette 
racine,  par  l'addition;  et  la  2.^  ligne,  ainsi  que  les  sui- 
vantes, commence  par  le  2.®  terme  de  la  précédente.  YoUà 
pour  le  l.cf  tableau.  D'après  cette  construction,  la  2.«  dia- 
gonale est  répétée ,  et  le  moyen  à  la  fin  de  la  1 J^  horizontale. 

Quant  au  2.»  tableau,  le  moyen  est  le  l.^^^  terme  de  la 
1.^0  horizontale,  et  s'ajoute  constamment  au  terme  précé- 
dent, ayant  la  précaution  de  retrancher  le  carré  de  la 
racine  lorsque  l'addition  donne  un  nombre  plus  grand 
que  ce  carré.  Ainsi  l'on  retranche  49  ou  81 ,  etc.,  des  se- 
conds tableaux  de  7,  de  9,  etc.;  la  2.^  horizontale  com- 
mence parle  dernier  terme  de  la  iJ^,  et  ainsi  des  autres 
lignes. 


L 
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On  peut  aussi  constroire  le  2.^  tableau  comme  le  l.^,  et 
réciproquement 

n  est  utile  de  considérer  autrement  la  confection  des 
tableaux. 

Le  l.or  commençant  par  l'unité,  le  2.^  terme  de  la  1/^ 
horizontale ,  <iui  est  la  seule  ligne  que  l'on  considère ,  sera 
le  nombre  qui  suit  le  moyen,  l^ennent  ensuite  le  2.» 
nombre  et  le  2.®  après  le  moyen  ;  puis  le  3.®,  et  le  3.®  après 
le  moyen  y  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  moyen ,  qui  est  le 
dernier» 

Quant  au  2.®  tableau,  après  aroir  placé  d'abord  le 
moyen,  le  2*®  terme  est  le  dernier  multiple,  et  le  3.®  celui 
qui  précède  le  moyen;  ensuite  l'avant-demier,  et  celui  qui 
précède  de  deux  rangs  le  moyen.  On  continue  ainsi  jus- 
qu'à ce  qu'on  ait  employé  tous  les  multiples.  On  Toit  que 
ce  tableau  n'est  que  l'inverse  du  précédent. 

CSette  dernière  manière  de  considérer  les  tableaux  est 
plus  aisée  à  retenir,  et  la  seule  convenable  lorsque  les 
progressions  soninnterrompues. 

Soient,  parexemi^e,  pour  le  carré  de  7,  les  progres- 
sions. 

/t.7«f0.13*16«19.22....27*30*33-36.39.42*45... 
50«53«56»59*62*65.68...73»76.79.82.85.88.91... 
96.99*102.105-108.111.114....  119«122.125  .128 
13M  34. 137....  142-145. 148-151 .154. 157. 160. 

lies  nombres  du  1.^^  tableau  par  ordre  sont  ceux  de  la 
1 J^  progression  c^dessus ,  et  seront  distribués  dans  la  1 J^ 
horijK)ntale  conmie  suit  : 
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4  16  7  19  10  22  13 

La  2.»  ligne  commence  par  le  2.^  terme* 

Qoant  anx  multiples  du  2.®  tablean  par  ordre,  ils  sont 
0, 23,  46, 69,  92, 115, 138,  etla  1 J^  horizontale derien* 
dra  69,  138,  46,  115,  23,  92, 0;la  2fi  ligne  commence 
par  le  dernier  terme  de  la  1 J^  Si  l'on  renversait  cette 
ligne,  elle  présenterait  Tinverse  de  lliorixontale  du  1.®' 
tableau.  H  suffit  donc  de  retenir  cette  ligne;  on  évite  aussi 
des  additions  et  des  soustractions. 

Si  Ton  ne  veut  pas  se  servir  de  tableaux ,  les  carrés  ne 
sont  pas  plus  difficiles  que  pour  le  cas  de  progression 
continue  commençant  par  Tunité.  Voir  l'exemple  sur  le 
carré  de  7,  avec  les  progressions  ci-dessus  (^planche  XXII , 
figure  47  Ur). 

La  construction  des  carrés  magiques  avec  enceinte 
était  un  problème  célèbre  du  temps  de  Frénicle;  le  père 
Prestot  avait  rendu  plus  facile  et  plus  claire  l'ancienne  mé- 
thode; mais  ceDe  de  La  Hire  est  plus  expéditive,  et  od&e 
par  les  différences  est  la  plus  générale  ^  quoi  qu'ait  pu  bire 
plus  tard  Sauveur* 

§  3. 

MÉTHODE    DE    POIGNARD. 

Poignard  ayant  composé  ses  carrés  impairs  par  la  mé- 
thode expéditive,  il  n'y  a  plus  lieu  de  s'en  occuper;  mais 
La  Hire  a  démontré  que  la  méthode  de  Poignard  n^est  pas 
générale  lorsque  la  racine  n'est  pas  un  nombre  premier,  et 
il  relève  l'erreur  de  Poignard  relativement  au  carré  de  9. 
Ce  dernier  ayant  traité  particulièrement  des  carrés  pairs. 


DE   POIGNAaD. 
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on  j  reriendra  lorsqu'on  s'oocnpera  de  ce  genre  de 
carrés. 

S  4. 

MÉTHODE    DE   FRÉNIOLE. 

Frénicle  s'est  particalièrement  occupé  des  différentes 
manières  de  former  les  carrés  de  5  et  de  4  de  racine ,  mab 
il  en  a  oublié  un  grand  nombre.  Ce  qu'il  j  a  de  plus  re^ 
marquable  dans  son  ouvrage,  c'est  ce  qu'A  appelle  atta- 
chement de  figure,  et  qui  consiste  à  fidre  telle  ou  telle 
bordure  exacte,  et  telle  autre  défectueuse,  de  manière 
cependant  que  le  carré  total  soit  magique,  ainsi  que  ceux 
dont  la  bordure  n'est  pas  en  délaut,  tandis  que  ceux  dont 
la  bordure  n'est  pas  exacte  ne  sont  pas  magiques.  On  ren- 
verra ce  qu'il  dit  sur  cette  matière, dans  la  troisième  partie 
de  ce  traité. 

S  5- 

HiTHODES    DE    SAUTEUR. 

Cet  auteur,  le  plus  obscur  de  tous,  sera  ici  analysé  briè« 
vement.  H  ^e  donne  point  de  démonstrations;  ses  méthodes 
sont  entortillées,  et  son  ouvrage  fourmille  de  fiiutes.  Cepen- 
dant il  est  le  premier  qui  ait  parlé  des  croix ,  châssis  et 
cubes  magiques  ;  mais  il  ne  fiiit  que  les  indiquer,  sans  en- 
trer en  matière.  Quels  que  soient,  au  reste,  les  mojens  qu'il 
adopte,  l'apparence  de  généralité  qu'il  semble  présenter, 
se  réduit,  en  définitif,  à  la  formation  des  tableaux  tels 
qu'on  les  a  donnés ,  et  les  lettres  qu'il  emploie  n'apportent 
ni  plus  de  simplicité  ^  ni  plus  de  clarté  dans  ses  cons- 
tructions. 
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Pour  former  un  carré  impair  par  diagonales,  il  se  sert 
de  grandes  et  de  petites  lettres  :  celles-ci  sont  les  nombres 
simples  de  la  racine,  et  les  premières  les  multiples;  il  en 
est  de  même  pour  toute  progression  autre  que  celle  des 
nombres  naturels.  Yoici  le  carré  de  5  donné  par  Sauyeur 
{planche  TIII,  figure  48). 

On  suppose  que  A  et  t  sont  les  moyens  de  leur  espèce; 
on  met  alors  à  l'une  des  diagonales  la  lettre  A  répétée,  et 
la  lettre  t  aussi  répétée  à  l'autre  diagonale.  Les  autres 
grandes  lettres  se  placent  dans  les  parallèles  à  la  diagonale 
où  est  A ,  elles  sont  répétées  chacune  5  fois.  Il  en  est  de 
même  des  petites  lettres  par  rapport  à  la  diagonale  on  se 
trouTC  t.  La  place  de  ces  grandes  et  petites  lettres  se  trouTe 
déterminée  par  la  première  ligne  horizontale.  Ainsi,  B  étant 
à  la  2.®  case,  cette  lettre  se  répétera  dans  la  parallèle  dia- 
gonale où  elle  se  trouve,  et  à  la  iJ^  case  de  la  dernière 
horicontale,  et  ainsi  des  autres  grandes  lettres.  De  même  s, 
se  trouvant  à  la  i.^  case  de  la  L^e  ligne,  sera  répété  dans 
sa  parallèle  diagonale,  et  à  la  dernière  case  de  la  dernière 
horizontale.  Gela  n'offire  pas  de  diflSculté,  et  revient  aux 
constructions  connues.  Soit,  en  effet,  Ax=:1 0,  moyen;  B=K)... 
G=:5. ..  D=15. ..  £=20;  ensuite /y=1...  q=z2...» 
r=). . .  5=5. . .  tz=S  :  l'on  aurait  l'arrangement  donné  où 
la  diagonale  2.^  du  1.®'  tableau  est  composée  du  moyen 
répété,  qui  est  3,  tandis  que  lai  .^^ diagonale  du  2.®  tableau, 
qui  est  celui  des  multiples,  est  aussi  composée  du  moyen  1 0 
répété.  On  peut  donc,  avec  un  peu  d'attention ,  se  dbpenser 
de  la  formation  des  tableaux ,  lorsque  la  ij^  ligne  de  cha- 
cun est  connue.  Voici  les  tableaux ,  ou ,  pour  mieux  dire , 
le  double  tableau ,  d'après  Sauveur. 


HÉTHOPBS    DB    SAUTBUR. 
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10  1...  02...  5  «...15  5.. .20  3 

20  2...  10  a...  0  5...   5  8...  15  1 

15  4.. .20  5...i0  3...  0  1...  52 

5  5.. .15  3.. .20  1...10  2...  0  4 

0  3...  5  1... 15  2.. .20  4... 105 

Ajant ainsi  1, 2, 4,  5, 3,  pour  l.re  figue  du  l.«r  tableau, 

et  10,0,5,15,  20,pourceBe  du  2.®,  la  l.re ligne  du  carré 

s'obtient  par  l'addition  de  ces  deux  lignes  de  tableaux 

par  ordre.  La  2.»  ligne  commence  par  le  dernier  multiple 

ajouté  au  %^  nombre  simple;  la  3.%  par  l'aTant-demier 

multiple  ajouté  au  3.®  nombre  simple ,  et  ainsi  de  suite,  en 

continuant,  et  en  reculant  pour  cbaque  premier  terme 

d'une  ligne  du  carré  d'un  rang  quant  aux  multiples,  et 

avançant  au  contraire  d'un  rang  pour  le  1  .^^  tableau*  Yoici 

le  carré. 

11    2    9  20  23 

22  14    5    8  16 

19  25  13    1     7 

10  18  21  12    4 
3    6  17  24  15 
Le  carré  de  9  construit  par  diagonales  (figure  50, 
plancheyHL)  est  encore  une  conséquence  des  méthodes 
données  ailleurs. 

La  1.^^  diagonale  de  ce  carré  est  composée  du  moyen 
des  multiples,  lequel  est  ici :^ 36,  et  d'un  nombre  simple; 
tandis  que  la  2.®  diagonale  aura  le  moyen  des  simples  ré- 
pété. Ce  moyen  =: 5.  On  tracera  donc  le  carré;  on  écrira 
au  dessus  de  la  1/^  horizontale  les  simples  dans  l'ordre 
que  l'on  voudra,  pourvu  que  le  moyen  5  soit  au  dessus 
de  la  dernière  case.  On  composera  à  volonté  la  1.'®  hori- 
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zontale^  ponrvu  que  le  premier  nombre  soit  plus  grand 
que  36,  moyen  des  multiples,  et  ayant  soin  aussi  qu'elle 
comprenne  fous  les  simples  et  tous  les  multiples.  Ayant 
donc  chobi  l'ordre  des  simples ,  ft,  3^  1,  7,  8,  9, 2, 6, 5,  il 
n'y  a  de  forcé  que  le  5  de  la  fin.  Les  multiples,  pour  cette 
ligne ,  peuvent  être  36, 0,  27, 45, 72, 54, 63, 18,  9.  U  n'y 
a  de  forcé  que  36,  moyen,  et  premier  multiple.  En  addition» 
nantoes  nombres  par  ordre,  on  aura  la  l.i^®  ligne  du  carré. 
Les  multiples  se  placent  à  gauche  de  la  1  .^^  verticale;  après 
36  viendront,  en  ordre  renversé,  9, 18 , 63,  etc. 

On  conçoit  cet  ordre  renversé ,  puisqu'on  commence  la 
2.6  ligne  du  2.o  tableau  par  le  dernier  terme  de  la  l.*^,  et 
ainsi  de  suite. 

La  l.re  diagonale  du  carré  se  compose  donc  de  36  ajouté 
aux  nombres  simples  pris  de  2  en  2  en  commençant  par  4. 
On  conçoit  également  pourquoi  les  simples  sont  ajoutés 
de  2  en  2 ,  puisque  la  2.^  ligne  commence  par  le  2.®  nombre 
de  la  l.rc,  et  par  conséquent  la  diagonale  aura  le  3.® 
nombre,  et  ainsi  des  autres;  die  sera  donc 

36+4  36+1  36+8  36+2  36+5  36+3  36+7  36+9 
36+6. 

Cette  diagonale  formée ,  on  obtient  les  autres  parallèles 
comme  suit  : 

Le  2.®  multiple  s'ajoutera  au  2.^  nombre  simple  3,  et  l'on 
aura  la  parallèle  à  la  diagonale  en  ajoutant  ce  multiple  9 
aux  simples  nombres  de  2  en  2.  On  aura  donc  : 
9+3  9+7  9+9  9+6  9+4  9+1  9+8  9+2 

Le  9.®  nombre  sera  9+ 5=1 4 ,  déjà  placé  :  en  efieC  il  fiiut 
que  la  somme  des  paraOèles  à  la  l.'o  diagonale  soit  égale  à 


Celle  des  nombres  simples,  plus  â  9  répété  9  fois;  el, 
comnie  Van  n'ayait  que  8  nombres  à  sa  première  parallèle , 
il  fallait  encore  prendre  celle  qai  n'en  contenait  qu'un  seul, 
et  c'est  la  dernière  case  de  la  l.<^  hgM  déjà  remplie. 

Les  parallèles  suirantes  doirent  ensemble  contenir  9 
nombres.  On  prendra  le  3.®  multiple  18,  que  l'on  ^goûtera 
au  S.c  simple  choisi;  et  ensuite  18  avec  les  autres  simples 
par  ordre  de  2  en  2,  donnera 

18+1   18+8  18+2  18+5  18+3  18+7  18+9  18+6 

18+4. 

On  aura  (en  suivant  la  marche  ci-dessus,  oit  l'on  voit 
que  la  l.!*®  parallèle  s'arrête  à  18+9 ,  et  qu'il  fiaiut  encore 
2  termes  par  la  parallèle  complémentaire  18+6>  18+4), 
les  autres  parallèles  complémentaires  : 

et+7  6a+9  63+6  6S+4  63+1  6S+8  63+2  63+3  63+3 
S4+8  34+2  54+5  6^3  54+7  54+9  54+6  5^A  54+1 
72+9  7S4-6  78+4  72+*  72+8  72+2  72+5  72+3  7>+7 
45+2  45+5  45+3  41Î+7  45+9  45+6  45+4  45+1  45+8 
27+6  27+4  27+<  27+8  27+2  27+6  27+3  27+7  27+9 
0+5     0+3     0+7     0+9     0+6     0+4     0+1     0+8     0+2 

Le  carré  est  terminé,  et  au  moyen  des  nniples  et  des 
multiples  placés  au  dessus  et  à  c6té  du  carré  vide  on 
peut  le  remplir  sans  le  secours  des  tableaux,  dont  les 
petits  et  les  grands  nombres  tiennent  la  place.  C'est  tou* 
jours  la  méthode  donnée  ailleurs;  on  a  supprimé  les  lettres, 
parce  qu^elles  devenaient  inutiles  :  on  peut  toujours  les 
supprimer  lorsqu'on  opère  par  diagonales  répétées. 

On  donne  encore  ici  le  carré  de  1 3  par  le  même  pro- 
cédé {figure  51 ,  planche  XI  ).  Ici  le  moyen  des  nombres 
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simples  est  à  la  1.1'^  diagonale;  celui  78  des  multiples  est 
à  la  seconde.  La  colonne  rerticale  est  à  droite ,  et  ce  sont 
les  parallèles  à  cette  seconde  diagonale  qae  l'on  forme  pour 
aToir  le  carré.  On  a  choisi ,  pour  Tordre  des  simples  de  la 
premièreligne,7,6, 1,13,8,  9,9,5,3,  10,  2,4,  11, 
12,  dont  il  n'y  a  que  le  moyen  7  qui  soit  à  place  for- 
cée; les  multiples  sont  78,  39,  65, 13, 156,  0,  26,  91, 
52,  U3, 130,  104, 117;  il  n'y  a  que  78  dont  la  position 
soit  forcée  ;  les  autres  multiples  se  placent  à  volonté.  La 
première  ligne  se  construit  en  ajoutant  les  multiples  dans 
l'ordre  renversé ,  avec  les  simples ,  à  conmiencer  par  le 
premier,  78,  qui  est  fixe,  puis  par  117,  104,  etc.,  et  en 
allant  de  gauche  à  droite ,  ou  en  commençant  par  le  2.^ 
multiple  ajouté  au  premier  simple,  qui  est  le  moyen ,  et  en 
continuant  par  ordre. 

La  2.«  diagonale  s'obtient  en  ajoutant  78  aux  nombres 
simples  de  2en2:  ainsi  78  +  12,  78+4,  78+ 10,  etc.; 
on  aura  ensuite  39+11,  39+2,  39+3,  etc.;  puis 65 +4, 
65+10,  65+5,  etc.,  et  l'on  achèvera  Cacilement  le 
carré  au  moyen  des  parallèles  complémentaires  à  la  2.^ 
diagonale. 

Sauveur  donne  une  autre  méthode  qu'y  nomme  mé- 
thode par  indices.  On  voit  le  carré  de  7  Q/%.  49,  pL  ym) 
construit  par  ce  moyen. 

Les  nombres  placés  ao  dessus  de  la  l.^e  horisonfale  sont 
0, 1,  2,  3,  4, 5,  6. . . .  r—- 1  ;  et  ces  nombres  sont  les  in- 
dices des  deux  espèces  de  lettres  qui  se  trouvent  dans  la 
1 J^  h(»izontale ,  laquelle  se  compose  à  volonté.  Tenant  aux 
indices  de  gauche,  on  en  place  2  devant  chaque  case 
de  la  1  .'G  verticale.  La  1.^  colonne  a  0  pour  L^^*  indice; 
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celui  de  la  2.^  case  ne  sera  ni  0,  ni  1,  ni  r— 1 ,  ni  aliqnote, 
ni  multiple  d'aliquote  de  la  racine*  Gefte  colonne  aura 
donc  pour  indices  les  multiples  des  nombres  supérieurs, 
ayant  soin  de  retrancher  la  racine  ou  ses  multiples  des 
nombres  qui  excéderaient  cette  racine.  Us  seront  donc  0, 2, 
4,  6f  1»  3,  5.  Quant  à  la  2.^  colonne,  on  met  encore  0  pour 
premier  indice;  les  autres  sont  toujours  les  multiples  des 
nombres  supérieurs  pris  en  ordre  inverse,  0,  5,  3, 1,  6, 4^ 
2;  ils  servent  pour  les  petits  nombres,  c<»nme  les  premiers 
pour  les  grands.  Une  fois  que  le  premier  grand  nombre  et 
le  premier  petit  choisis  sont  placés  à  la  première  case  de 
chaque  horizontale,* les  autres  suivent  pmr  ordre,  comme 
à  la  iJ^  horizontale.  Ainsi,  par  exemi^e,  à  la  5.®  horizon- 
tale ,  puisque  1  est  le  premier  indice ,  la  grande  lettre  sera 
B ,  qui  a  cet  indice  supérieur;  et,  le  2.®  indice  étant  6 ,  qui 
est  supérieur  à  v,  la  L^e  ease  de  la  5.®  horizontale  sera 
Bi',  et  l'on  suivra  l'ordre  des  lettres  comme  â  cette  tJ^  ho- 
zontale  :  ainsi  pour  la  5.®  les  grandes  lettres  seront  B,  G, 
D,  E,  F,  G,  A;  et  les  petites,  v^  p,  t/,  r,  j,  t,  u  :  elle  sera 
donc  Bi^,  Gp,  Bf ,  Er,  F^,  Gt ,  Au. 

On  voit  que  cette  méthode  est  encore  celle  connue  an 
moyen  des  tableaux.  Ici  celui  des  multiples  commence  à 
la  2.®  ligne  parle  3.®  terme  de  la  iJ^y  et  ainsi  des  autres; 
le  tableau  des  nombres  de  la  racine  commence,  au  con- 
traire, par  le  6.^.  G^est  pour  ne  point  avoir  de  nombres 
répétés,  qu'on  ne  prend  pour  indices  de  la  l.f^  case  de  la 
2.^  horizontale  ni  0,  ni  f,  ni  r — 1  :  car,  d'après  ces  in- 
dices supérieurs,  on  commencerait  cette  ligne  par  A  si 
l'on  mettait  0  en  indice,  ce  qui  est  impossible;  ou  par  le 
2.6  nombre  de  la  première,  et  alors  la  2.«  diagonale  serait 
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répétée;  oa  par  le  4enii0r,  et  oe  swait  W  1.'^  diagonale 
qui  serait  répétée  ^  et  l'on  retomberait  sur  un  des  cas  de 
construction  déjà  donnés.  Ainsi  ces  lettres  et  indices  con^ 
pUquent  la  construction  des  carrés,  loin  de  la  simplifier, 
^ant  aux  nombres  qui  serajent  ali<piotes  ou  multiples 
d'aliquotes  de  la  racine  »  cela  ne  peut  afoir  lieu  pour  les 
racines  impaires  à  nombres  premiers,  puisqu'ibnepea?ent 
avoir  de  semblables  parties» 

Si  n  est  l'indice  de  la  l.^e  on  2.®  lettre  de  la  2.^  case 
de  la  U»  verticale,  il  fiuit ,  1«*  que  n  marque  la  différence 
des  lettres  initiales  de  chaque  hmaontale;  que  n+ 1  soit 
celle  des  indices  delà  l.^e  diagonale,  et  n — 1  celle  des 
indices  de  la  %^  diagonale;  2,o  que  n  ne  soit  ni  aliquote , 
ni  multiple  d'aliquote  de  la  racine;  que  f»^*1  ne  le  soit 
pas  de  n-f- 1;  <iu^  ^  difTérence  des  deux  indices  à  celte  2»« 
case  ne  soit  pas  de  r,  qui  est  la  racine  :  d'où  il  suit  qu'on 
ne  peut  fiiire  de  carrés  magiques  pairs  par  indices  ^  3.*  que 
A  ou  /9  se  trouvent  seuls  dans  la  1«^  diagonale,  si  ii-|-l= 
f  3  ou  dans  la  %^  diagonale,  si  it— 1=^0  :  le  carré  sera 
alors  construit  par  diagonale  ou  méthode  mixte;  &•«  enfin 
qu'il  y  ait  des  lettres  répétées  en  t/®  diagonale  si  n-f- 1 
est  aliquote  ou  multiple  d'aliquote  de  r;  et  de  même  en 
2.0  diagonale  si  n — 1  est  aliquote  ou  mnlti{db  d'aliquote 
de  r.  Tout  cela  est  connu* 

S'il  y  a  des  lettres  répétées,  ce  qui  arrive  lorsque  la  racine 
est  composée ,  il  iaut ,  comme  on  l'a  dit  ailleurs ,  qu'elles 
vaillent  ensemble  le  terme  moyen  répété  autant  de  fois  qu'il 
y  a  de  lettres  à  la  période.  En  voici  un  exemple  pour  le 
carré  de  15,  tiré  de  Sauveur  (yîg.  52,  pL  XI.) 

Ayant  composé  la  1.'^  horizontale  de  toutes  les  grandes 
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et  petites  lettres  à  volonté ,  on  pkce  les  indices  supérieurs 
0,  iy  2,  S,  etc.,  josqa'â  lA^sr— ^1  ;  quant  à  ceux  qui  sont 
placés  à  côté  des  cases  de  la  verticale ,  on  double  ceux  ci- 
dessus, ayant  soin  de  retrancher  la  racine  r,  qui  est  ici=: 
15,  lorsque  ce  double  excède  r,  et  fl  vidlat  pour  la  l.^^^  co- 
lonne 0,  2,  A, 6,  etc.  Quant  à  la  2.»  colonne.  Sauteur  a 
doublé  les  précédens,  en  retranchant  toujours  la  racine 
lorsqu'il  est  nécessaire,  et  elle  est  devenue  0,  ft ,  8,  etc.  On 
voit  d'après  cela  que  A,  D,  G,  K,  N  sont  répétés;  il  faut 
donc  cpie  les  l.re,  4.^,  7.%  10.®  et  ISL^  grands  nombres  de 
la  l.r^  horizontale  donnent  une  somme  =5*105=525, 
puisque  105  est  le  moyen.  Il  &ut  de  plus  que  parmi  les 
petites  lettres,  puisque  a,/,  /,  sont  répétés,  leur  somme 
soit  =:3*8=:2),puisque8estlemoyendes  petits  nombres; 
enfin  p,  c,f,  i,  m,  étant  répétés  à  la  2.®  diagonale,  il  &ut 
encore  que  leur  somme  soit  5»8=40;  et,  puisque  /est 
r^>été  dans  chaque  diagonale,  fl  sera  au  milieu  du  carré, 
n  est  &cile  de  fiure  le  carré  de  la  figure,  ou  plutôt  son 
tableau,  aussitôt  qu'on  aura  la  iJ^  horizontale  et  la  l.^^ 
case  de  la  2.«  horizontale  :  car  les  grandes  et  petites  lettres 
ae  suivent  dans  toutes  les  lignes ,  lorsque  l'on  a  la  1  •'«  case, 
et  cette  1 J^  case  ne  dépend  eDe-méme  que  de  la  iJ^  de  la 
2.®  horizontale.  Il  est  donc  inutile-  de  placer  des  indices  : 
car,  la  1 J^  horizontde  formée,  si  Fon  commence  la  2.^  ligne 
par  un  terme  de  rang  quelconque  de  cette  première,  les 
autres  se  forment  de  même  de  la  précédente,  soit  en  grandes, 
soit  en  petites  lettres  :  on  aura  la  précaution  de  ne  pas 
choisir  pour  les  grandes  lettres  le  même  rang  que  pour  les 
petites,  ou  leurs  BNdtiples,  et  réciproquement.  Ainsi,  les 
grandes  lettres  de  la  1 J^  horizontale  étant  A ,  B ,  G ,  D,  etc.. 
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si  la  2.e  ligne  commence  par  G,  qui  est  la  3*«  grande  lettre, 
chaqae  autre  horizontale  aura  sa  1*^  grande  lettre  con- 
nue :  car  elles  se  succéderont  de  2  en  2,  et  seront  A ,  G , 
E^  6,  etc.;  la  ^J^  diagonale  aura  D  pour  2*®  grande  lettre, 
et  ]>  est  la  /Le  de  la  ij^  horizontale  :  donc  efles  se  succé- 
deront de  3  en  3  ;  et ,  comme  3  est  aUquote  de  1 5,  il  est  clair 
que  les  nondnres  ou  les  lettres  se  répéteront  de  5  en  5.  Be 
même,  si  la  2.^  ligne  a  pour  première  petite  lettre  e , qui  est 
la  5.e  de  la  l.^^^  horizontale,,  ces  horizontales  auront  pour 
l.rei  cases  ttyûyiy  n,  by  etc.,  et  se  succéderont  de  4  en  4  ; 
mais  la  1.^  diagonale  aura  a ,/,  l,  a,  etc.,  qui  se  succès 
dent  de  5  en  5  :  donc  il  j  aura  période  de  3.  Quant  à  la  2.® 
diagonale, les  grandes  lettres  étant  P,  A,  B,  etc.,  il  n'jaura 
pas  de  répétition  de  grandes  lettres;  mais  les  petites  étant 
Py  Cjfy  etc.,  qui  procèdent  de  3en  3,  il  j  aura  période  de 
5*  Le  reste  àa  carré  se  déduit  de  ce  qui  précède,  et  l'on 
peut  le  constroire  par  ^diagonale  si  Ton  juge  à  propos  ;  mais 
il  est  plus  facile  de  former  immédiatement  les  horizon- 
tales^ 

Puisque  A,D,  6,K,  N=525,on  peut  &ire  ces kttres, 
savoir  :  A==75. . .  D=105. . .  G=0. . .  K=2t0. . . N= 
135;quantauxlettresrestantes,soientB£=s30. .  •  G=A5. .  • 
K=15. . .  F=60. . .  H=:90-. .  1=150.. .  L=:120. . .  M= 
165. . .  0=180. . .  P=i195  :  ce  sont  tous  les  multiples  de 
15.  De  même, puisque  a  +/+  /  =:24, soient tf=  12.  •  .yv=: 
2. .. /=10.  Enfin,puisquep+c-f/-t-î-|-m=:40, soient 
p=zZ.. .  c=:14. . .  i=ii8. . .  m =13  et /=2, comme  des- 
sus t  on  peut  donner  aux  lettres  restantes  les  valeurs  h=i 
.. .  £2=1/11.. .6=5..  •g=6. .  .^=7...  A:=9.«.n=11 
...0=15. 
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Les  multiples  de  l'horizontale  sont  donc 
75,30,45,105,15,60,0,90,150,210,120,165,135,180,1955 

Les  petits  nombres  de  la  même  ligne , 
12,  1,W,    4,  5,  2,6,  7,    8,    9,  10,  13,  11,  15,     3. 

La  i.^  horizontale  se  forme  de  l'addition  des  nombres 
ci-dessns  par  ordre. 

La  2.®  commence  par  45,  grand  nombre,  et  par  5,  petit 
nombre,  ce  qui  &it  50; ensuite  105  -f  2, 15+  6,  60-f  7,etc., 
continuant,  lorsqu'une  des  deux  lignes  ci-dessus  est  épui- 
sée, par  le  l.<^  nombre  de  cette  ligne;  et  l'on  tombe  de 
nouveau  sur  45  -f-  5. 

La  3.0  horizontale  commence  par  15,  grand  nombre,  et 
8, petit  nombre:  on  aura  donc  15  +  8,  60+ 9,0 -f  10, 
90+13, 150  + 11 ,  etc.  :  car  les  grands  nombres  com- 
mencent les  horizontales  en  prenant  ces  nombres  de  2  en 
2 ,  et  les  petits  de  4  en  4.  On  voit  donc  que  cet  écha&udage 
d'indices  est  très-inutile,  et  qu'on  peut  même  supprimer 
les  tableaux  au  moyen  des  observations  précédentes.  Tout 
cela  rentre  dans  les  méthodes  de  formation  connues.  Voir 
0%.53,p/.XI> 

Sauveur  donne  encore  la  méthode  qu'il  appelle  mixte. 
Pour  cela  les  grandes  lettres  sont  en  diagonale,  et  paral- 
lèles à  la  diagonale.  Cette  diagonale  et  les  parallèles  sont 
donc  composées  de  lettres  répétées,  et  celles  de  la  diago- 
nale sont  le  moyen;  il  met  alors  des  indices  qui  ne  servent 
que  pour,  les  petites  lettres  (yïg.  54,  pL  XI).  Les  indices 
latéraux  sont  les  supérieurs  de  3  en  3,  c'est^-dire  qu'il 
commence  le  l.^r  tableau,  à  la  2.®  ligne,  par  le  4.^  terme 
delà  l.'«. 
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Sil'on&it  Â=:10:=::lemoy^ai. . .  B=:0. . .  e=:5. .  .11= 

15...E=20. p=:l-..9=2.,.T=s3...*=4... 

r=s5  :  on  aura  le  carré  {Jig^  55,  pL  XI )•  C'est  encore  une 
construction  qui  rentre  dans  celles  données  ailleurs. 

Quant  à  la  méthode  désordonnée ,  comme  l'appelle  Sau- 
veur, c'est  une  complication  obscure  et  impossible  à  re- 
tenir :  car  cet  auteur  ne  se  pique  pas  de  lucidité.  H  suffit 
de  saroir  qu'elle  rentre  toujours,  comme  les  précédentes, 
dans  la  formation  de  carrés  par  tableaux. 

S  6. 

■ÉTHODB   DE   d'ONS   B1«    BEAT» 

O'Ons  en  Bray  ne  s'étant  occupé  que  de  carrés  pairs ,  on 
reyiendra  sur  sa  méthode  dans  la  seconde  partie  de  ce 
traité. 

S   7. 

■ÉTHODB   DE   EÀLLIEE   DES   0URHB9. 

Cet  auteur  considère  cinq  cases  qu'il  appelle  le  noyau: 
ceDe  du  centre,  où  se  tromre  le  moyen;  celte  au  dessous 
du  centre,  où  est  l'unité;  et  celle  à  gauche  du  centre,  où 
se  place  la  racine;  les  complémens  sont  dans  les  cases  op- 
posées, autour  du  centre.  Yoici,  pour  le  carré  de  7,  sa 
manière  d'opérer  {fig.  56,  pL  XI). 

Après  aToir  placé  comme  est  dit  les  trois  nombres , 
qui  sont  le  premier  ou  l'unité,  le  moyen  et  la  racine ,  et  les 
complémens, il  complète  Phorisontale  et  la  Tortîcale  du 
milieu.  Pour  cela  il  conûdère  le  moyen  comme  le  premier 
terme  d'une  progression  décroissante  dont  la  raison  estr+l» 
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r  étant  la  racioa;  ici  la  rai9on=74- 1  =s8;  et  il  met  25-« 
8 = 1 7  aa  dessus  de  49,  complément  de  l'unité.  Ce  nombre 
19  est  aossi  considéré  comme  pfemier  tenne  de  la  même 
progression  :  donc  A9— 8=341  se  met  au  dessus  de  17,  et 
aÎDsi  de  2  en  2  ;  quant  au  moyen  et  à  l'unité,  ils  sont  aussi 
regardés  comme  premiers  termes  d'une  progression ,  mais 
croissante,  dont  la  raison  est  la  même  que  pour  la  précé- 
dente; ainsi  25  +  8=33  se  met  sous  1 ,  et  1  -f  8  =9  sous 
33,  en  continuant  ainsi  de  2  en  2.  Pour  lliorizontale  la 
d^érence  de  progression  est  r— 1  =;6  du  côté  de  la  ra- 
cine, et  — 6  du  côté  opposé  :  donc  25 -{'6=31  se  met 
après  7,  puis  7  -f  6=13,  toujours  de  ?  en  2;  de  même 
25—6=19  se  place  après  43,  et  43—6=37,  après  19. 
Gela  fidt,  on  opère  par  diagonales;  les  différences  sont  en 
moins  pour  la  partie  supérieure  de  l'horizontale  du  milieu, 
savoir  :  —  1  pour  la  partie  à  gauche  de  la  verticale ,  et 
— 7  pour  la. partie  à  droite  :  ainsi  17 — 1  =  16. . .  17 — 
7=10. . .  49—1=48. . .  48—1=47. . .  25—1=24. . . 
24— 1  =23. . .  23— 1=22. . .  49—7=42. . .  42—7= 
35. . .  25—7=18. . .  18—7=11. . .  11—7=4.  Quant  à 
la  partie  inférieure  de  l'horizontale,  les  différences  sont  en 
plus,  savoir  :  -f  1  pour  la  droite  de  la  verticale,  et  -{-7 
pour  la  gauche  :ainsi  25+7=32. . .  324-7=39. . .  39+7 
=46. .. .  1  +7=8.  .•  .8+7=15, etc.;  25  +  1=26. . . . 
26+1=27.  . .  1  + 1  =2 , . .  2+1=3,  etc.;  et  ainsi  de 
suite.  Il  est  |4us  simple,  lorsque  la  partie  supérieure  est 
remplie ,  de  mettre  lescomplémens  aux  cases  symétriques  : 
ainsi  3  répond  symétriquement  à  47  s  car  47  +  3=50s=: 
un  couple.  42  répand  à  8,  et  ainsi  du  reste.  {Figure  57, 
planche  XI). 


412  KÉTHODB    DU    PERE    KIRGHBR. 

On  doit  remarquer  qae  ce  carré  est  le  même  qne  celm 
delà  figure  kl ,  construit  d'après  la  figure  ft6, et  par  con- 
séquent n'est  que  le  procédé  de  Bachet  de  Méasériac,  et 
ne  donne  qu'une  manière  très-bornée  de  construction. 

On  verra  encore  (  /%•  58,  pi.  XI)  le  carré  de  9  cons- 
truit d'après  le  procédé  de  Rallier  des  Ourmes. 

Pour  les  enceintes  des  carrés  impairs  il  se  sert,  comme 
La  Hire,  des  nombres  du  carré  naturel  :  ainsi  rien  de  nou- 
Teau  dans  sa  méthode» 

S   8. 

■  ÉTHODE    DU    PERE   KIRGHER. 

Dans  l'Œdipe  égyptien  imprimé  à  Rome  en  latin  le 
père  Kircher  ne  donne  que  les  carrés  planétaires  de  3  à  9 
de  racine.  Ces  carrés,  nommés  merveilleux,  avaient  été 
consacrés  aux  sept  dieux  des  Egyptiens;  mais,  comme  ils 
rentrent  dans  les  formules  générales  qui  sont  on  seront 
données ,  il  n'en  sera  pas  fait  ici  mention  particulière. 

S   9. 

■  ÉTHODE    DE    HEERKAN. 

Si  l'on  fiiit  mention  de  Heerman  {Miscellanea,  cbap.  5 
et  6y  à  la  suite  du  Spécimen,  ouvrage  imprimé  à  Leyde  en 
1742),  c'est  uniquement  parce  qu'il  est  recommandé  par 
Montucla. 

Yoici  le  tableau  présenté  par  Meerman  pour  le  carré 
de  7,  le  seul  impair  qu'il  ait  donné. 

La  progression  arithmétique  est  p«p+9*/'+'^»  ^^' 
le  nombre  de  cases  de  chaque  ligne  est  n ,  le  nombre  des 
termes  est  »*• 
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i7^     *^->    c:>     >ï^ 


+     +     + 
o.     o*     «^ 


o*     a*     *!• 


+  +  t 

B.       ft.      ». 


+ 

A. 


+ 


-^   ^    <§: 

±  +  + 

A.      b.      A. 


".ih   A. 


+  +  + 

R.    o.     a. 


+ 

a. 


+    + 


4U  METHODE    DE    HEBRMAIf. 

Si  l'on  ne  veut  que  le  carré  de  3,  on  ne  prend  que  les  9 
termes  du  milieu^  si  l'on  forme  le  carré  de  5,  ce  seront 
les  25  termes  du  milieu* 

Que  la  progression  soit  celle  des  nombres  naturels  :  alors 
p=1...  q=zi...  n=7. ..  n«=:a9,  et  les  tableaux  se- 
raient, aiasi  que  le  carré: 

l,Pr  TABLEAU.  2.™e  fABLBir. 

152637/li  21/12  14  35    7280 

5263741  0  2142  14  35728 

2  6  3  7  4  15  28    0  21  42  f  4  35    7 

6  3  7  4  15  2  7  28    0  21  42  14  35 

3741526  357280  21  42  14 

7415263  14  35    7280  2142 

4  15  2  6  3  7  42  14  35    7  28    0  21 

GÂRRi  aiSULTART. 

23  47  16  41  10  35    4 
5  23  48  1?^  42  11  29 

30    6  24  49  18  36  12 

13  31     7  25  43  19  37 

38  14  32    f  26  44  20 

21  39    8  33    2  27  45 

46  15  40  9  34  3  28 
On  voit  par  les  tableaux  et  le  carré  résultant  que  la  for- 
mule de  Meerman  ne  présente  qu'une  seide  combinaison 
pour  le  cas  le  plus  simple ,  qui  est  celui  des  diagonales  ré- 
pétées :  encore  iaut-il  que  la  progression  ne  soit  pas  inter- 
rompue. €ette  formule  a  donc  été  faite  d'après  le  carré  ; 
or^  celui-ci  pouvant  être  très-différent,  on  aurait  autant  de 
formules  que  de  carrés  :  d'oïl  0  suit  que  les  lettres  qui  dé- 
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signent  le  1.®''  terme  de  la  progression,  le  quotient  et  la 
racine,  n'apportent  pas  plus  de  généralité,  et  que  le  ta- 
bleau par  lettres  complique  au  contraire  l'opération.  Il  &ut 
cependant  faire  attention  à  la  formation  des  tableaux  or- 
dinaires ci-dessus:  le  premier  se  compose  comme  suit; la 
l.^e  horizontale  a  les  nombres  dans  l'ordre  suivant 

Le  moyen  termina  la  ligne;  le  1.^'  terme  est  le  1*^ 
nombre,  ensuite  le  i.^^  après  le  moyen;  pub  le  2.®,  et  le 
2.C  après  le  moyen;  le  3.®,  et  le  3.^  après  le  moyen;  les 
autres  horizontales  se  composent  à  l'ordinaire. 

Quant  au  2.^  tableau,  il  est  le  1.®'  renversé ,  c'est-à-dire 
que  la  ij^  horizontale  commence  par  le  moyen;  le  dernier 
terme  est  le  1 .«'  nombre  ou  0  ;  puis  le  l.®!"  après  le  moyen; 
ensuite  le  2.e,  et  le  2.^  après  le  moyen,  etc.:  ainsi  Meerman 
n'a  rien  donné  de  nouveau. 

n  a  encore  fourni  un  tableau  en  lettres  pour  le  carré 
de  8  :  le  développement  fournit  un  carré  à  deux  bordures, 
n  est  inutile  d'entrer  dans  aucun  détaQà  ce  sujet  :  c'est  un 
cas  très-simple  des  méthodes  que  nous  donnons;  on  voit 
une  formule  tirée  d'un  carré  construit ,  et  cette  formule  n'a 
pas  plus  de  généralité  que  celle  du  carré  de  7. 


ai6 
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Tableaux  irrégulien  pour  les  carrés 
impairs. 


QvoiQu'oir  ait  donné  des  méthodes  générales  pour  cons- 
truire les  carrés  simples,  les  carrés  à  bordures^  à  com- 
partimens^  il  ne  faut  pas  croire  qu'il  n'y  ait  pas  d'autres 
formes  de  tableaux  qui  puissent  fournir  des  carrés  ma- 
giques. Ainsi  l'on  a  déjà  vu  un  exemple  de  tableaux  dans 
lequel  les  diagonales;  avaient  des  nombres  répétés  autres 
que  le  terme  moyen. 

Voici,  pour  le  carré  de  5,  des  tableaux  tels  que  l'une 
des  diagonales,  dans  l'un, pèche  par  défaut,  et  que  la  dia- 
gonale contraire  pèche  par  excès  dans  l'autre.  On  suppose 
les  diagonales  répétées  :  ainsi  le  nombre  répété  est  plus 
petit  que  le  moyen  dans  l'un ,  et  plus  grand  que  le  moyen 
dans  l'autre. 


! 25  3  1  4 
4  2531 
14  2  5  3 
3  14  25 
5  3  14  2 


2.eTABIJSAU. 


5  20  10  0  15 
^20  10  0  15  5 
'lO    0  15    5  20 

0  15  5  20  10 
J5    5  20  10    0 


Le  1.®'  tableau  n^a  que  10  en  diagonale,  au  lieu  de  15  : 
il  manque  donc  5.  Le  2i^,  au  contraire,  a  75  au  lieu  de 
50  :  il  a  donc  25  de  trop.  Mab  si  l'on  alterne  les  deux 
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dernières  horizontales^  la  2fi  diagonale  da  i.^  tableau 
aura  3-|-  3  au  Ceu  de  5-]-l ,  et  n'aura  pas  augmenté;  la 
Ije,  au  contraire,  aura  ft-f^  ^u  lieu  de  2-|-2y  et  aura 
augmenté  de  5  :  elle  aura  donc  ce  qui  lui  manquait.  Fai- 
sant le  même  changement  aux  deux  dernières  hcnizon- 
taies  du  2.«  tableau,  la  iJ^  diagonale  aura  10-|-10  au  lieu 
de  20-fO,  et  par  conséquent  aura  la  même  somme;  mais 
la  2,^  aura  5+0  au  lieu  de  15+15  :  donc  elle  perdra  25 
qu'elle  avait  de  trop.  H  suit  de  là  qu'on  peut  &ire  les 
mêmes  changemens  dans  les  deux  tableaux ,  et  ils  doivent 
s'effectuer  sm>  les  mêmes  lignes.  Yoici  les  tableaux  rec- 
tifiés: 

^25314  r520  10    0  15 

|i4i2531  ^120  10    0  15    5 

Il  1  4  25  3  S/  10    0  15    5  20 

''53142  fjl5    520  10    0 

3  14  2  5  c^  (    0  15    5  20  10 

On  trouvera  le  carré  résultant  {figure  59  y  planche  XI). 
On  pourrait  changer  d'autres  lignes  verticales  ou  hori- 
zontales, si  les  diagonales  avaient  la  somme  voulue.  Par 
exemple,  qu'on  alterne  les  première  et  dernière  horizon- 
tales du  carré  de  la  figure,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
les  premières  et  dernières  horizontales  des  deux  derniers 
tableaux  :  la  2.^  diagonale  du  1.^^  aura  5+2  au  lieu  de 
4+3,  et  par  conséquent  la  même  somme;  mais  la  L^*® 
aura  3+4  au  lieu  de  2+5,  et  par  conséquent  toujours 
même  sonune;  quant  au  2.^  tableau,  il  en  sera  encore 
comme  du  1.^,  et  l'on  obtient 


TOM.    I.  27 
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^31425  /O15    520  1O 

2142531  §120  10    0  15    5 

^14253  §)l0    0  15    520 

'^53142  J)  15    520  10    0 

25314  «4^520  10    0  15 

Voilà  bien  encore  une  forme  de  tableaux  que  Fon  ne 
pouvait  prévoir. 

Que  l'on  alterne  les  première  et  dernière  verticales  de 
ces  derniers  tableaux;  on  aura: 

51423  /10  15    5200 

12534  21     5  10    0  15  20 

5^  3  4  2  5  1  «j  20    0  15    5  10 

"^     2  3  1  4  5  r.f     0    5  20  10  15 

45312  ^\  15  20  10    05 

et  les  carrés  faits  avec  ces  tableaux  seront  encore  magiques. 
Voici ,  pour  le  carré  de  7,  des  tableaux  fiiutiâ  : 

0  42  14  35  21  7  28 
42  14  35  21  7  28  0 
14  85  21  7  28  0  42 
35  21  7  28  0  42  14 
21  7  28  0  42  14  35 
7  28  0  42  14  35  21 
28    0  42  14  35  21     7 

Ces  tableaux  sont  formés  d'après  les  principes  pour 
les  diagonales  répétées  ;  mais  le  moyen  ne  compose  pas 
ces  diagonales.  La  l.^c  du  l.er  tableau  a  7  de  moins ,  et 
la  2.®  du  2.e  49  de  plus  qu'elles  ne  doivent  avoir.  Mainte- 
nant ,  si  Ton  alterne  dans  chaque  tableau  les  deux  der- 


r  8  7  «  1 2  56 

6  3  7  4  125 

, 

■<   1 

5637412 

2563741 

»4 

5 

M    i 

1256374 

*•  f 

4  1256  37 
74  1256  3 

« 
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nières  horizontales ,  comme  dans  le  1.^^,  on  aura  4 -(-4  an 
lieu  de  7-f1  ;  la  2.^  diagonale  conservera  la  même  somme; 
mais  7-f  6:=13  sera  au  lieu  de  34-3=6  :  donc  la  l/e  dia- 
gonale  aura  augmenté  de  7  qui  lui  manquaient;  de  même, 
dans  le  2.e  tableau,  il  viendra  à  la  1 J®  diagonale  21+21 
=42  au  lieu  de  35+7  :  ainsi  la  i.^^  diagonale  aura  tou- 
jours la  même  somme;  mais  la  2.®  aura  0-(-7=7,  au  lieu 
de  28+28=56  :  donc  elle  perdra  49  qu'elle  avait  de  trop , 
et  il  viendra  le  carré  {figure  60,  planche  XI  ). 

n  est  indifférent  que ,  dans  les  faUeauit ,  les  diagonales 
aient  l'une  et  l'autre  plus  ou  moins  que  la  somme  voulue , 
ou  l'une  plus  et  Fautre  moins. 

On  peut,  lorsque  la  racine  est  un  peu  élevée,  changer 
plusieurs  lignes  dans  les  deux  tableaux,  de  manière  à  avoir 
des  diagonales  exactes,  n  faut  toujours  que  ces  changemens 
puissent  se  ùàre  sur  les  deux  tableaux. 

Yoici  un  exemple  sur  les  tableaux  pour  le  carré  de  9, 
et  les  tableaux  rectifiés. 


^6  13597482 
261359748 

18  2  6  1  3  5  9  7  4 
4  8  2  6  13  5  9  7 

(7  48261359 

19  74826135 
[5  97482613 

359748261 
il  35974826 


0  27  72  18  54  63  36  9  45 
27  72  18  54  63  36  9  45  0 
7218  5463  36  9  45  0  27 
18  54  63  36  9  45  0  27  72 
54  63  36  9  45  0  27  7218 
63  36  9  45  0  27  7218  54 
36   9  45   0  27  72  18  54  63 

9  45  0  27  7218  54  63  36 
45   0  27  72  18  54  63  36  9 

On  voit  qu'on  peut  alterner,  dans  chaque  tableau,  les 
deux  dernières  horizontales ,  et  que  les  diagonales  ont  les 
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sommes  voulues.  Ici  les  deux  tableaux  ont  leurs  diagonales 
répétées  en  excès. 

Soient  les  tableaux  les  suivans  : 

^374196258  /2718   9  45637236   054 

18  3  7  4  19  6  2  5  [18  9  45  63  72  36  0  54  27 
^15  8  3  7  4  19  6  2  .  l  9  45  63  72  36  0  54  27  18 
a  ]2  5  8  3  7  4  1  9  6  J  ]45  63  72  36  0  54  27  18  9 
5/625837419  «  /63  72  36  0  54  27  18   9  45 

19  6  2  5  8  3  7  4  1  T  J72  36  0  54  27  18  9  45  63 
Il  9  6  2  5  8  3  7  4  ^  136  0  54  27  18  9  45  63  72 
U  1  9  6  2  5  8  3  7  f  0  54  27  18  9  45  63  72  36 
^741962583       \54  27  18  9  45  63  72  36  0 

La  diagonale  du  1  .^^  tableau  a  1 8  de  moins  qu'il  ne  faut; 
celle  du  2.e  a  1 62  de  plus.  Si  Ton  alterne  les  deux  dernières 
horizontales  du  l.er  tableau,  puisque  7+1=4+4,  la  2.® 
diagonale  conserrera  sa  l.^e  somme,  et  la  l.""©  aura  7+8 
=15,  au  lieu  de  3+3=6.  La  différence  est  9  :  donc  la  1.'® 
diagonale  n'aura  plus  que  9  de  moins;  mais  si  l'on  alterne 
les  2  premières  horiasontales,  comme  5+5=38+2,  la  2.^ 
diagonale  aura  toujours  sa  première  somme,  et  la  1.'^ 
aura  8+7,  au  lieu  de  3+3,  encore  9  de  différence:  donc 
eHe  aura,  par  la  double  opération,  18  de  plus  qu'au  ta- 
bleau ,  et  par  conséquent  la  somme  exigée.  Beste  à  roir 
si  le  2.e  tableau  se  prête  aux  mêmes  mutations.  Si  l'on 
alterne  les  2  dernières  borisontales,  la  1.'^  diagonale  aura 
36+36=72+0;  mais  la  2.e  aura  27+0,  au  Ueu  de  54+ 
54=108:  elle  aura  donc  diminué  de  108— 27=81;  et  si 
l'on  alterne  les  deux  premières ,  la  1  .^^  diagonale  aura  18+ 
1 8=27+9 i  elle  ne  changera  donc  pas  sa  somme;  mais  la 
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2.eaiira  encoreO+27  an  Uea  de54+54,  et  eDe diminuera 

de  81  :  donc,  an  moyen  de  la  double  mutation,  elle  aura 

obtenu  la  somme  nécessaire.  Toici  les  nouveaux  ta- 

bleaux: 

/8374  19625      /18    72  36   09  345  6  54  27 

/  3  7  4  1  9  6  2  5  8      1 27  18   9  45  63  72  36   0  54 

^15  8  3  7  4  19  6  2    .  \  9  45  63  72  36   054  27  18 

g  12  5  8  3  7  4  1  9  6   5   45  63  72  36   0  54  27  18   9 

1  /6  2  5  8  3  7  4  1  9   3  <63  72  36   0  54  27  18  9  45 

g  J9  6  2  5  8  3  7  4  1    ^   72  36    054  27  18   9  4563 

'■'[1  96258374  «^  J36   054  27  18   9  45  63  72 

17  4  196258  3      [5427189456372360 

\4  1  9  6  2  5  8  3  7      V  <>  54  27  18  9  45  63  72  36 

On  voit  assez  qu'on  ne  pouvait  prévoir  cette  combinai- 

son de  diagonales,  et  ce  qu'U  y  aurait  à  feire  cbns  tous  les 

autres  cas.  Toici  le  carré  résultant  des  tableaux  : 

26  12  52  67  73  45    6  56  32 

30  25  13  46  72  78  38    5  62 

14  53  66  79  40    1  63  33  20 

47  68  80  39    7  58  28  27  15 

69  74  41     8  57  34  22  10  54 

81  42    2  59  35  21  16  49  64 

37    9  60  29  23  17  48  70  76 

61  31  19  18  51  65  77  44    3 

4  55  36  24  11  50  71  75  43 

On  peut  donc  varier  les  tableaux  de  manière  à  rendre 

possible  tel  ou  tel  changement,  et  par  suite  à  rectifier  les 

diagonales  fautives.  Ainsi,  quoi<iu'on  ait  présenté  toutes 

les  méthodes  connues  pour  arriver  à  la  construction  des 

422 


TABLEAUX.  IKRÉGULIEBS 


carrés  magiques,  et  les  combinaisons  qui  résultent  de  ces 
méthodes,  on  ne  peut  affirmer  qn'il  n'y  ait  pas  encore 
d'autres  moyens  d'arriver  à  la  formation  des  carrés.  Les 
exemples  ci  -  dessus  donnés  sont  une  preuve  que  les  ta« 
bleaux  peuvent  avoir  des  formes  différentes  de  celles  qu'on 
a  exposées.  Il  s'en  trouve  sans  doute  qui  ont  échappé  aux 
recherches  9  et  il  est  difficile  de  s'assurer  qu'on  a  épuisé 
toutes  les  combinaisons.  On  a  au  moins  la  certitude  d'a- 
voir obtenu  la  majeure  partie  de  ces  combinaisons  :  car 
celles  qui  pourraient  donner  d'autres  tableaux  seraient 
à  ajouter  seulement,  mais  n'auraient  point  de  fiicteurs 
pour  les  multiplier.  Elles  ne  roulent  guère,  au  reste,  que 
sur  la  diversité  des  diagonales ,  et  sur  les  autres  procédés 
que  l'on  exposera  à  la  3.®  partie  du  traité. 

Les  auteurs  qui  ont  travaillé  sur  ce  sujet  sont  Ipin  d'a- 
voir approché  du  but ,  comme  on  l'a  fait  dans  tout  ce  qui 
précède  :  ib  ont  omis  les  formules  les  plus  essentieDes,  ont 
erré  dans  le  calcul  de  combinaisons  pour  les  cas  parti- 
culiers de  construction.  Aucun  n'est  entré  dans  le  détail 
des  croix ,  châssis  ;  et  l'on  n'a  vu  nulle  part  qu'il  soit  ques- 
tion des  bandes,  équerres,  etc.  On  peut  donc  affirmer  que 
le  Traité  qu'on  offire  au  public  est  le  seul  où  les  carrés 
magiques  aient  été  considérés  sous  toutes  les  iaces^  et,  si 
Ton  ne  peut  donner  toutes  les  formules,  on  y  trouve  au 
moins  les  moyens  de  les  calculer  :  ainsi,  par  exemple ,  les 
dernières  formes  qui  viennent  d'être  exposées  mettent  sur 
la  voie  pour  arriver  à  celles  qui  peuvent  en  dériver,  en 
fiiisant  les  suppositions  propres  à  éviter  les  répétitions  de 
nombres  dans  le  carré  magique. 
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On  termine  ici  ce  que  l'on  avait  à  dire  sur  les  carrés 
impairs,  saof  à  donner  dans  la  troisième  partie  les  formes 
nouvelles  dont  ib  sont  encore  susceptibles ,  formes  qm  ne 
peuvent  plus  s'obtenir  par  le  moyen  de  tableaux,  ei  qui 
sont  plus  ou  moins  irrégulières.  €e  sont  des  particularités 
communes  à  tous  les  carrés,  et  qui  ne  pouvaient  entrer 
dans  cette  première  partie  consacrée  uniquement  aux 
carrés  impairs* 


DEUXIÈME  PARTIE. 


CARRÉS  MAGIQUES 

PAIRS. 


ïl 


Plusiiurs  auteurs  ont  dirisé  les  nombres  pairs  en  trois 
classes,  savoir:  les  pairement  pairs ,  ou  ceux  qui  se  divisent 
par  2,  jusqu'à  Tunité  tJeur  forme  est  2",  n  étant  >  1  ;  les 
impairement  pairs ,  ou  ceux  dont  la  division  peut  se  faire 
par  une  puissance  de  2  au  moins  égale  à  2,  sans  que 
celle  division  aille  jusqu'à  l'unité  :  leur  forme  est  2"i, 
i  étant  un  nombre  impair;  enfin  les  pairement  impairs,  qui 
ne  se  divisent  que  par  2:  leur  forme  est  2t.  Dans  la  1 J® 
classe  il  fout  ranger  4 ,  8,  16,  32,  etc.;  dans  la  2.e  classe, 
12, 20,24,28,36, 40,44,48,52,56,60,68,etc.,c'est-à^re 
tous  les  nombres  divisibles  par  4  non  compris  dans  la  pre- 
mière classe  ;  la  3.^  comprend  ceux  des  nombres  qui  ne  se  di- 
visent que  par2,  comme  6,10, 14,18,22,26,  etc.,  de  4  en  4. 

On  ne  considérera  dans  cette  2,e  partie  que  deux  espèces 
de  nombres  pairs ,  savoir  :  ceux  qui  se  divisent  par  4,  et 
ceux  qui  ne  se  divisent  que  par  2. 


426 

PREMIÈRE  SECTION. 


La  radae  se  divise  par  A. 

CHAPITRE  PREMIER. 

CAEBis   BkVS  BORDURB. 


GAKRÉ    DE    A» 

GoMKB  le  carré  de  4  est  le  plus  petit  des  carrés  pairs ,  et 
qn^il  sert  à  la  formation  d'une  partie  des  antres  carrés ,  il 
est  naturel  de  commencer  la  discussion  des  carrés  pairs 
par  lui  y  et  de  recherclier  les  différentes  manières  de  le 
composer;  mais  ce  carré,  quoique  formé  par  16  nombre 
seulement  9  ne  présente  pas  moins  un  grand  nombre  de 
combinaisons ,  et  ceux  qui  les  ont  analysées  sont  loin  dy 
avoir  réussi,  et  particulièrement  Frénicle,  qui  n'en  a  trouré 
que  880. 

n  suffit  de  considérer  les  16  premiers  nombres*  Si  la  pro- 
gression ou  les  progressions  ont  d'autres  différences  que 
l'unité  y  cela  n'apportera  pas  plus  de  difficulté* 


CARRÉ    DE    A. 
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ARTICLE  PREMIEIL 

IL  h't  ▲  FOIKT  BB  HOMBRBS  nÂPÈriê  BAHS  Wl  mAhB  LIGNE. 

n  n'y  a  que  deux  manières  de  former  les  tableaux  lors- 
qu'on  ne  répète  aucun  nombre;  les  Toici  : 

12  3  4 


1.<«  FOKHB. 


2.«  rORKB. 


La  2.e  forme  n'est  que  la  ij^y  dans  laquelle  la  dernière 
horizontale  devient  la  2.®;  et  l'on  peut  encore  considérer 
la  2.^  forme  comme  étant  la  même  chose  que  la  1  J^y  lors- 
qu'on opère  par  verticale  au  lieu  d'horizontale  :  ainsi  il  n'y 
aurait  à  la  rigueur  qu'une  seule  forme. 

Gomme  la  f.re  horizontale  donne  2A  combinaisons,  et 
que  la  2.©  en  donne  autant ,  si  l'une  représente  un  tableau, 
l'autre  représentera  le  2.®  tableau  :  il  viendrait  donc  24*; 
mais  en  faisant  abstraction  du  changement  de  position  du 
carré  quant  à  la  première  Hgne  horizontale,  il  y  aurait 
toujours  2  carrés  semblables  :  il  Êiudrait  donc  diviser  24' 
par  2;  d'un  autre  côté  le  2.^  tableau  peut  prendre  les  com- 
binaisons du  1.^,  et  réciproquement  :  d'oui!  suit  qu'il 
Êiudrait  doubler  ^  :  ainsi  la  totalité  des  combinabons  se 
réduira  toujours  à  24*=576 [576] 
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ARTICLE  IL 

IL  n'y  a  point  de  nohbees  r^pMs  en  diagonale. 
Soient  les  tableaux: 

/liaa  /0  12/1I8 

l.erxABI^..^^^^  2.e  TABLEAU.         ^^     Q  8  4 

3  322  \  12    08  4 

Le  2.C  tableao  n'est  qne  le  1 .®%  dans  lequel  les  horâon- 
tales  sont  en  verticale;  par  conséquent  si  le  1*^^  avait  la 
forme  du  2.e,  et  celui--ci  celle  du  l.^r^  on  retomberait  sur 
les  mêmes  combinaisons,  sauf  cbangement  de  position;  or 
cbaque  tableau  n'a  que  8  variations  d'après  sa  construc- 
tion :  il  viendrait  donc  8*;  mais,  d'après  l'observation  pré- 
cédente,  il  j  en  aura  moitié  qui  seront  les  mêmes  :  il  res- 
tera donc  32  combinaisons  différentes (32) 

Les  tableaux  sont: 

0  12    0  12 

8    4    8    4 

12    0  12    0 

3322  V4848 

Chaque  tableau  aura  encore  8  combinaisons  à  la  lJ^ 
ligne  :  il  viendrait  donc  8<=64  ;  et  si  les  tableaux  prennent 
la  forme  l'un  de  l'autre ,  on  obtiendrait  encore  64;  maôs  il 
y  aurait  2  carrés  semblables,  sauf  la  position  :  donc  ^ 
combinaisons  différentes  :  ainsi  l'on  aurait  à  porter  seu- 
lement  (64) 

Les  tableaux  sont: 


1.^  TABLEAU,    l    ^  '^   ^    ^  2.6  TABLEAU. 


1.^'  TABUAC. 


2.e  TÀBUAr. 


CARRÉ    DB    4. 
114  4 

4  4  11 
22  3  3 

3  3  22 

On  aura  encore  64  carrés  diifërens. 

Les  tableaux  sont: 

114  4 
24  13 

4  2  3  1 
3  322 


429 

0  12  12    0 

4    8    8    4 

8    4    4    8 

12    0    0  12 

(64) 


1.«  TABUAV. 


2.e  TAILBAU. 


0  12    0  12 

12    8    4    0 

4    0  12    8 

8    4    8    4 


les  formes  étant  différentes,  c'est-à-dire  l'nne  n'é- 
tant pas  la  verticale  de  l'horizontale  de  l'autre,  on  aura 
toujours  64  combinaisons (64) 

Les  tableaux  sont  : 


l.er  TABUAV. 


2.6  TABUAtr. 


14  4  1 
2  3  32 
322  3 
4  114 

L'un  des  tableaux  ajant  pour  horizontale  la  verticale  de 
l'autre,  l'on  n'aura  que  ^=:32  combinaisons (3^ 

Les  tableaux  sont  : 


0  4  8  12 
128  4  0 
128  4    0 

0  4  8  12 


1  .er  TABLBAD. 


2.«  TABLBAV. 


14  14 

2  3  2  3 
4  14  1 

3  2^2 

On  aura  donc  encore  64  combinaisons. 


0  12  12    0 

4    8    8    4 

8    4    4    8 

12    G    0  12 

(64) 
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Soient  les  tableaux  : 

{1234  (048  12 
2323  ^  I  12  12  00 
4  14  1  ^''-'^^^^  {8844 
3  4  12  (  4  0  12  8 
Les  premières  lignes  de  ces  tableaux  pourraient  avoir 
chacune  24  combinaisons;  mais  les  autres  dépendent  de 
ces  premières ,  et  il  faut  que  les  premier  et  dernier  nom- 
bres donnent  mÂme  somme  que  ceux  du  milieu,  qui 
forment  la  2.^  ligne  du  1*^^  tableau,  comme  les  extrêmes 
forment  la  2.^  du  2.^  tableau  :  il  n'y  aura  donc  que  8  Ta- 
riations  possibles  à  la  1.'^  ligne;  et ,  conmie  il  j  a  deux 
carrés  semblables,  on  n'aura  que  32  combinaisons,  et 
autant  si  les  tableaux  se  changent  Fun  dans  l'autre  :  en 
tout  64,  ci (64) 

TABLEAUX. 

14  14  r8  12    4    0 

-3232        ^^  1408  12 

l.er  TABLEAU-^    ^   ^    ^   ^  2.e    TARIFAIT./  g   ^^      4      0 

2323  (408  12 

Comme  le  2.^  tableau  est  le  même  que  le  premier,  sauf 
le  changement  de  verticale  en  horizontale ,  et  réciproque- 
ment, on  n'aura  que  32  combinaisons (32) 

Réunissant  les  nombres  entre  parenthèses,  on  aura, pour 
le  cas  où  il  n'y  aura  pas  de  nombres  répétés  en  diago- 
nale, mais  bien  dans  d'autres  ligne^des  tableaux,  et  sans 
comprendre,  les  combinaisons  qui  ne  diffèrent  que  par 
position ,  416  combinaisons [^'^1 


0 

U 

8  12 

12 

8 

4    0 

12 

8 

4    0 

0 

4 

8  12 
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ARTICLE  III. 

II.  T   ▲   IXBVX   HOMBRBS   ^HtAs  SN  DliGONlLB. 

Il  est  bon  d'escaminer  d'abord  les  tableaux  dans  l'un 
desquels  seulement  les  diagonales  ont  deux  nombres  ré- 
pétés. 

Soient  les  tableaux  x 

12  3  4 
/  2  4  1  8        „  , 

l.""  TABLKiU.<     o   I    /i  9  ^'^   T1BLEAU.< 

4   3  2   1 

n  paraîtrait  que  chaque  première  horizontale  deyrait 
avoir  24  yariations;  mais,  comme  il  &ut,  d'après  la  cons-' 
traction  des  tableaux,  que  la  somme  des  extrêmes  soit 
égale  à  celle  des  moyens,  il  n'y  aura  réellement  que  8 
yariations  possibles:  ainsi ^  en  réunissant  celles  qui  résul- 
teraient si  les  tableaux  prenaient  la  forme  l'un  de  l'autre, 
il  viendra  64  combinaisons (64) 

Le  premier  tableau  restant  le  même,  le  second  peut 
avoir  ses  horizontales  en  verticale,  et  réciproquement, 
ce  qui  donne  les  tableaux  : 

0  12  12    0 

4    8    8    4 

8    4    4    8 

12    0    0  12 

Cela  donnerait  encore  64  carrés;  mais  cette  forme 
rentre  dans  la  précédente ,  et  Ton  obtiendrait  les  mêmes 
carrés ,  à  la  position  près. 


I.W-TABLBAU./    ,    ^    I.    o  2.^ TABLEAU.^ 
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gare£  de  ft. 


l.^rrXBLEÀU. 


2.e  TÀBLSIV.^ 


0  12    0  12 

4    8    4    8 

12    0  12    0 

8    4    8    4 

Gomme  les  diagonales  doivent  être  complètes,  il  fiiut 
qne  1,  4,  ainsi  que  2,  3,  alternent  à  la  i.^^  ligne da  1.«r 
tableau  :  ainsi  il  n'aura  que  8  yariations;  le  second  ne  peut 
en  ayoir  davantage  :  ainsi  encore  ici (64) 


TlBLBiVX. 


I.^r  TABLllU. 


%e  TABLIAU.4 


0    0  12  12 

12  12    0    0 

4    4.   8    8 

8    8    4    4 


La  forme  de  ces  tableaux  nWre  encore  qne  64  combî* 
naisons (64) 

Si  l'on  passe  aux  tableaux  dans  lesqueb  les  d^gonales 
ont  deux  nombres  répétés  dans  l'un  et  l'autre,  on  aura  : 

TÂBLSIUX. 

14  2  3 
4  132 
3  2  4  1 
2  3  14 

Il  viendra  encore  64  combinaisons. 


1.<^^TABLBAU*< 


2.^  TÀBLBAir. 


«AKHÉ    DB   4.  483 

TABI.BADX. 

1423  f048  12 

,,.„2       ^  18  12    04 

l.eT  Ti>lBAr.<     „   „   ,^    ,  2.«  TA«LEAC.<       «0128 

4                          (  12    8    4    0 
Toujours  64  combinaisons. (64) 

TIBLBÀDX. 

12  3  4 


{14  2  3 
4  132 
324  1 
23  14 


l.er  TiBlBAU.^  2.«  TiBLUU.4 


0    4  12    8 

8  12    4    0 

12    8    Û    4 

4    0    8  12 


4  32  1 

On  aura  encore  64  combinaisons. .  >  . . (64) 

Ainsi ,  pour  le  cas  où  il  j  aura  deux  nombres  répétés 
en  diagonale,  soit  dans  un  seulement,  soit  dans  ks  deux 
tableaux,  on  aura  384  combinaisons [384] 

i&tICLE  ly. 

n  T  A  TTK  KoliBu  TROIS  FOIS  tiritt  BM  miCOHUB. 

Soient  les  tableaux  : 

/1432                         ^0  12    0  12 
.„              \4321        „,      ,       )4848 
1.er,A.««.j^234        2.eti.tB«.     ^2    0  12    0 
\^4123                       V8484 
Le  1.^  tableau  n'aura  que  4  Tàriations ,  et  le  2.«  8  : 
on  n'aura  donc  que  32  combinaisons  :  car,  si  les  tableaux 
rentrent  l'un  dans  l'autre,  on  aurait  encore  32  combi- 
naisons; mais  on  aurait  2  carrés  semblables  à  la  position 
près  :  donc  en  tout  32. (32) 

TOM.    I.  28 


Mi 
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TABLEAUX. 


l.e^TABLBAU.C 


2.^  TABLEAU. 


0    0  12  12 

a  12    0    8 

12    4    8    0 

8    8    4    4 


13  4  2 
4  32  1 
12  3  4 
4  2  13 

Toujours  4  yariationsau  1.^^  tableaa,  qui  est  le  même 
que  le  précédent,  et  8  au  2,^  tableau,  et  en  tout  32  com- 
binaisons   (32) 

Les  tableaux  sont: 

0    0  12  12 
12  12    0    0 

4    4    8    8 
8    8    4    4 

Encore  32  combinaisons (32) 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  ne  pourrait  avoir  3  nombres 
répétés  dans  chaque  tableau  en  diagonale  :  car  le  carré 
aurait  des  nombres  répétés. 

TABLEAUX. 


1."  TABLEAU. 


2.C  TABLBAU.^ 


I.er  TABLEAV. 


2.«  TABLEAU.^ 


0  12 

a 

8 

0  12 

4 

8 

12    0 

8 

4 

12    0 

8 

4 

Encore  32  combinaisons (32) 

Il  viendra  donc ,  pour  le  cas  de  3  nombres  égaux  en 
diagonale,  128  combinaisons:  ces  nombres  ne  peuTenl 
être  que  1  ,  3,  3,  3....  2,2,2,  4 [128] 
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A&TIGLE  y, 

DUGONILES  INCOMPLETES  9  DEUX   KOMBASS   tâpitis. 

Indépeiidammeiit  des  carrés  canstmits  an  inoyea  de 
diagonales  complètes ,  c'est-4-dire  ayant  somme  égale  à 
celle  des  nombres  de  la  racine ,  ou  de  ses  mnltiplesi  on 
peut  encore  obtenir  un  carré  par  des  diagonales  incom- 
plètes. Mais  il  conyient  d'examiner  ce  qui  est  possible  de  ce 
qui  doit  être  rejeté,  pour  ne  pas  faire  de  Élusses  suppositions. 
Or  chaque  ligne  du  carré  de  A  vaut  34»  D'abord  la  diago- 
nale du  l.^f  tableau  ne  peut  être  impaire  :  car^  les  multiples 
augmentant  de  ft  en  4,  la  sonune  sera  toujours  paire ,  et 
ne  peut  donner  un  nombre  pair  étant  ajoutée  à  un  impair* 
Soit  donc  A  la  sonmie  d'une  diagonale  du  1.^'  tableau  :  il 
&udrait  encore  30,  qu'on  ne  peut  obtenir  avec  des  mul- 
tiples de  4.  Que  cette  diagonale  soit  6:  il  iaut  encore  28 ,  ce 
qm  est  possible.  Si  la  diagonale  est  8^  il  faudrait  26,  ce  qu'on 
ne  peut  (aire  aTec  les  multiples.  Si  elle  est  10,  il  faut  24  , 
et  c'est  le  cas  ordinaire  :  les  diagonales  sont  alors  complètes. 
Qu'elle  soit  12,  il  faut  22,  ce  qu'on  ne  peut  faire.  Si  dUle  est 
14,  il  faut  encore  20,  ce  qui  se  peut.  Elle  ne  sera  pas  16 1 
car  18  ne  s'obtient  pas  arec  les  multiples;  et  elle  ne  peut 
surpasser  16,  puisque  16  est  déjà  composé  du  plus  grand 
nombre  de  la  racine  répété  4  fois  :  elle  ne  peut  donc 'être 
que  de  6, 10  et  14,  ou  plutôt  que  de  6  ou  14,  c'est-à-dire 
de  4  en  plus  ou  en  moins  de  la  somme  des  nombres  de  la 
racine.  Il  n'y  a  que  le  cas  ou  elle  est  6  qu'il  soit  nécessaire 
de  discuter  :  car  si  l'une  des  diagonales  est  6 ,  l'autre  sera 
14,  et  réciproquement  Puisqu'on  ne  répète  que  deux 
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nombres  en  diagonale  (et  Ton  ne  peut  faire  6  sans  nombres 
l-épétés),  il  n'y  a  que  1 , 1 ,  2, 2  qui  satisfassent.  On  obtient 
encore6parl,  1,1, 3,  ce  qu'on  examinera  plus  bas.  Il  ferai 
alors  28  dans  la  diagonale  correspondante  du  2.^  tableau; 
etl'onnepeutavoîr28queparft,8,4i,12...0, 12, 12,4.., 
0,  8,  8, 12,  et  4,  8,  8,  8;  mais  si  l'on  a  deux  nombres 
répétés  au  1 .»  tableau ,  on  ne  peut  en  avoir  trois  à  la  dia- 
gonale correspondante  du  2.e  :  car  il  y  aurait  au  moins  un 
nombre  du  carré  qui  serait  répété  :  ainsil'on  ne  peut  prendre 
que  0, 4, 12, 12. ..  0, 8,8, 12,  et  a,  4, 8, 12. 

Soient  les  tableaux  t 

il  2  3  4  /  0    0  12  12 

12  3  4  112  12    0    e 

4   3  2   1  ^'^  TABLIAU.  \    8      /|     8      it 

4321  (4848 

11  n'y  a  point  ici  de  réciprocité,  c'est-à-dire  que  l'un  des 
tableaux  ne  peut  prendre  la  forme  de  l'autre  ;  car  il  fau- 
drait que  le  l.«f  eût  14  en  diagonale,  et  le  2.«  seulement 
20.  Or  14  ne  s'obtient  que  par  trob  nombres  répétés,  ou 
par  4,  3,  3,  4,  qui  est  précbément  la  2fi  diagonale. Mais 
4,  3, 3, 4,  est  composé  de  deux  nombres  ^répétés  l'un  et 
l'autre,  et  l'on  ne  peut  fiaiife  20  avec  deux  nombres  répé- 
tés tous  les  deux.  Maintenant ,  le  l.c^  tableau  peut  avoir  4 
variations;  le  2.«  en  aurait  aussi  4;  mais  il  est  fadJe  de 
voir,  d'après  sa  construction,  que  les  carrés  rentreraient 
les  uns  dans  les  autres,  puisque  les  deux  dernières  lignes 
du  l.er  tableau  ne  sont  que  la  première  renversée  :  il  n'y 
aura  donc  réellement  que  4  combinaisons P) 

Gomme  il  n'y  aura  pas  de  réciprocité  tant  qu'une  dia- 
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gonale  aura  1, 1,  2, 2  pool' somme,  il  saSit  de  le  foire  re- 
marquer, poor  éviter  de  basses  suppositions. 

1 .«»  TABLUir.  2.^'  TABLBArX. 


132  4 
1  2  3  A 
4  32  1 
4  2  3  1 


0  12    0  12 

12    8    4    0 

8    0  12    4 

4    4    8    8 


0    8    4  12 

12  12    0    0 

8    4    8    4 

4    0  12    8 


t^di  11*00  ■     •*        V     tM       t3 

On  ne  met  qa'mi  premier  tableau,  et  deux  grands  qui 
se  combinent  arec  lui  :  chacun  d'eux  donnera  arec  le  l.^' 
4  cemUnaisons,  et  pour  le  touL (8) 


I.CI' TABLEAU. 

12  3  4 
4  2  3  1 

13  2  4 
4  32  1 


2A»  TABLBADX. 


0    0  12  12 

8  12    0    4 

12    4    8    0 

4    8    4    8 


0    4    8  12 

8    8    4    4 

12    0  12    0 

4  12    0    8 


Encore,  pour  le  tout,  8  combinaisons •  •  •  (^ 

1.^  TABLEAU.  2A*  TABLEAUX. 


13  2  4 

4  2  3  1 

13  2  4 

4  2  3  1 


0  12    0  12 

8    8    4    4 

12    0  12    0 

8    8 


Toujours,  pour  le  tout,  8  combinaisons 

TABLEAUX. 

12  4  3 

3  2  4  1 
2  3  14 

4  3  12 


0    8    4  12 

8  12    0    4 

12    4    8    0 

4    0  12    8 


.(8) 


1.e>' TABLEAU. 


2.B  TABLEAU 


{4  12    0, 
12    8    4 
0    0  12  1 
8    4    8 


0 
12 
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Dans  ce  genre  de  tableaux  aucun  nombre  ne  peut  [al- 
terner avec  un  autre;  mais  le  2fi  tableau  peut  être  ren* 
yerséy  et  commencer  par  le  dernier  nombre  de  la  dernière 
horizontale;  de  son  côté, le  l.^r  pourrait  être  renversé  de 
la  même  manière  :  on  aurait  donc  2  •  2«  Mais  il  j  aura 
encore  deux  carrés  qui  rentreront  l'un  dans  Tautre;  et ,  en 
définitif  9  il  ne  viendra  que  2  combinaisons  différentes. .  (2) 

l.^l' TABLEAU.  2.^"  TABLBAUX* 

1243  4  12  08  4848 
12  4  3  0  8  4  12  0  12  0  12 
4  3  12  12  0  12  0  8  0  12  4 
4312  8484  12  480 
N'obtenant  que  2  combinaisons  pour  chaque  grand  ta- 
bleau ajouté  au  petit;  on  n'en  aura  que  4  en  tout (4) 

1  .er  TABLEAU.  2A^  TABLEAUX. 

1423  40  12  8  4488 
4  13  2  12  12  0  0  8  12  0  4 
14  2  3  0  4  8  12  0  0  12  12 
4132  8844  12  840 
Encore  4  combinaisons 0) 


4    0  12    8 

0  12    0  12 

^12    4    8    0 

8    8    4    4 

On  a  ici  seulement  2  combinaisons CQ 

Il  viendra  donc  en  tout ,  pour  le  cas  de  deux  nombres 


1.^»^  TABLEAU.  <     ^    u    c^   j,       2.«  TABLEAU. 
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répétés  aux  diagODales  da  1.^'  tableau,  44  combinai- 
sons [44] 


ARTICLE   yi. 

DUGONALBS  IRCOMPLirBS  ,  VR  HOMBU   tiitM  TEOIS  FOIS. 

II  ne  peut  pas  y  avoir  ici  de  réciprocité,  pas  plus  qu'à 
l'article  précédent,  entre  les  deux  tableaux;  le  premier  ne 
peut  aToir  en  diagonale  que  1, 1, 1,  3. 

I.^TABIBAV.  2.^>TÀBLUDX. 


13  2  4 

3  14  2 
2  2  3  3 

4  4  11 


0 
12 
12 

0 


8  12 
4  0 
8  0 
4  12 


4    8    4    8 

0  12    0  12 

8    0  12    4 

12    4    8    0 


En  tout,  pour  les  deux  grands  tableaux.  . 

1  .«■  TlBLBAir.  2.*»  TABLBIUX. 


•w 


1  3  2  t  0  4    8  12 

2  14  3  12  8  4  0 
3232  12  480 
4  4  11  0  8    4  12 

Encore  4  combinaisons 

l.^'^TABUlIr. 


14  14 

3  14  2 
2  2  3  3 

4  3  2  1 


4    8    4    8 

8  12    0    4 

0.   0  12  12 

12    4    8    0 


0) 


2fi'  TABLEAUX. 


0  8  4  12 

12  8  4    0 

12  4  8    0 

0  4  8  12 


4    4    8    8 

0  12    0  12 

8    0  12    4 

12    8    4    0 


En  tout  4  combinaisons. 


w 
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LerTlBLUr. 

2.d.. 

rlBLUVX. 

14  14 

0    8    4  12 

4    4    8    8 

2  14  3 

f2    8    4    0 

8  12    0    4 

3232 

12    4    8    0 

a    a  12  12 

4  321 

0    4    8  12 

12    8    4    0 

Toujours  4  combinabons. 

C4) 

J.^'TABuav. 

2.4»! 

rABUAVX» 

123  4 

8  12    0    4 

12    8    4    0 

3  14  2 

4    0  12    8 

8    4    8    4 

4  4  11 

8    0  12    4 

4  12    0    8 

2  3  2  3 

4  12    0    8 

0    0  12  12 

Encore  4  combinaisons 

(4) 

I.«r  TlBUA.ir. 

2.d8 

TABLBlDX. 

1324 

8  1^    0    4 

12    0  12    0 

3  142 

4    0  12    8 

8    4    8    4 

4  4  1  » 

8    0  12    4 

4  12    0    8 

223  3 

4  12    0    & 

0    8    4  12 

Toujours  4  combinaisons 

(4) 

t.erTABLIAV. 

2.ds  TlBLEimx. 

f  2  3  4 

8  12    0    4 

12    8    4    0 

4  14  1 

8    0  12    4 

4    4    8    8 

3  4  12 

4    0  12    8 

8  12    0    4 

2  3  2  3 

4  12    0    8 

0    0  T2  12 

Même  nombre  de  combinaisons. 

(») 

1.«<'TiBLBlV. 

1  324 

4  14  1 

3  4  12 

2  2  3  3 
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2»^  TlBEEinX. 


Encore  ^  combinaisons. 


8  12    0 

4 

12    0  12    0 

8    0  12 

4 

4    4    8    8 

4    0  12 

4 

8  12    0    4 

4  12    0 
ions 

8 

0    8    412 

(4) 


En  tout,  pour  le  cas  où  les  diagonales  du  1.^'  tableau 
ont  un  nombre  trois  fois  répété,  32  combinaisons.  •  •  [32] 

La  totalité  des  carrés  de  ft  de  côté  sera  donci 580, sans 
avoir  égard  à  leur  position.  Frénicle  en  avait  trouvé  880. 
Ainsi  on  en  a  700  de  plus  ;  mais  le  plus  souvent  le  carré 
de  U  iait  partie  de  compartimens ,  ou  est  entouré  de  bor- 
dures, etc.  n  faut  alors  avoir  égard  à  la  position,  ou  mul- 
tiplier 1580  par  8  pour  obtenir  toutes  les  positions  de  ces 
carrés.  Ce  qui  donnera  12640  carrés  dans  les  cas  dont  il 
s'agit. 

On  a  vu  que  le  carré  de  3  était  unique,  et  qu'il  n'avait 
que  8  positions  :  celui  de  4  en  a  donc  1 580  fois  autant. 

On  vient  de  donner  tous  les  carrés  de  4  que  l'on  a  pu 
trouver.  On  y  est  arrivé  par  différens  moyens ,  afin  d'en 
assurer  la  vérification;  on  ne  pourrait  cependant  affirmer 
qu'on  n'en  ait  échappé  aucun  :  car  il  y  a  beaucoup  de  pro 
miers  tableaux  exacts ,  pour  lesquels  on  n'a  pu  obtenir  do 
grands  tableaux.  Pour  d'autres^  on  n'en  a  eu  qu'un,  et  il 
est  possible  qu'il  y  en  ait  plusieurs.  Par  exemple ,  les  pre- 
miers tableaux  suivans 
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3  4   12 

3  124 
24  3  1 
2  14  3 


3  3  22 

4  14  1 
1  2  S  4 
24  13 


124  3 
4  13  2 
14  2  3 
4  3  12 


12  3  4 

2  14  3 
4  3  2  1 

3  4  12 


n'ont  point  de  second  tableau,  ou  du  moins  on  n'en  a 
pas  trouvé  :  car  il  &ut  que  le  carré  n'ait  pas  de  nombres 
répétés.  Au  reste ,  comme  les  carrés  oubliés  nerésuheiùent 
que  de  premiers  tableaux  présentant  un  petit  nombre  de 
combinaisons ,  ainsi  qu'<«  l'a  tu  plus  baut ,  la  somme  1 380 
ne  serait  que  très-peu  augmentée. 

Pour  s'assurer  qu'un  tableau  convientà  un  autre,  il  suffit 
que  les  4  nombres  qui  le  composent  puissent  correspondre 
cbacun  aux  quatre  de  l'autre  tableau.  Toutes  les  fois  que 
cette  propriété  aura  lieu,  l'on  sera  assuré  que  le  carré  ré- 
sultant n'aura  pas  de  nombres  répétés  ;  dans  le  cas  con- 
traire le  tableau  doit  être  rejeté. 

On  renvoie  à  la  3.^  partie  pour  l'examen  des  change- 
mens  qui  peuvent  s'opérer  sur  un  carré  donné  de  4.  On 
se  contente  d'observer  ici  qu'il  j  a  des  carrés  de  4  ,lesqueb, 
indépendamment  de  la  propriété  d'avoir  même  somme  à 
chaque  ligne  horizontale,  verticale  et  diagonale,  ont  encore 
cette  même  somme  en  ajoutant  certaines  cases  du  carré. 
Par  exemple,  ayant  les  tableaux  ci-dessous,  on  en  tire  le 
carré  suivant. 


1.''I'TABI.Elr. 

12  3  4 
4  3  2  1 
4  3  2  1 
12  3  4 


2.^  TABLEAU. 

0    4    8  12 

8  12    0    4 

4    0  12    8 

12    8    4    0 


CAKki. 

1     6  11  16 

12  15    2    5 
8    3  14    9 

13  10    7    4 
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lies  différences  donneraient  encore  le  même  carré  par 

+  7,5  +  2,5  —  2,5  —  7,5 

—  3,5  —  6,5  +  6,5  +  3,5 

+  0,5  +  5,5  —  5,5  —  0,5 

_a,5 —  1,5  +  1,5 +  4,5 
On  voit  qu'il  j  a  deux  différences  en  plus  et  en  moins 
dans  chaque  horizontale  :  d'où  il  suit  qu'on  aura  autant 
de  fois  34  que  l'on  aura  de  sommes  de  différences  =0. 
Ainsi  4  nombres  pris  carrément ,  et  même  en  paraHélo- 
gramme ,  donnent  34  pour  somme  :  comme  1 , 1 2, 1 5, 6. .  • 
2,  5, 11, 16... 8, 3, 10, 13... 4,7,14, 9... 2, 3, 14,15.. • 
1, 8, 11, 14. . .  3,6,9, 16. . .  2,  7, 12, 13. . .  4,  5,10, 15. . . 
2, 6, 11, 15. . .  3, 7, 10, 14. . .  1,  4, 13,  16,  il  n'y  a  que  les 
deux  carrés  formés  par  les  moitiés  des  deux  horizontales 
du  milieu,  dont  la  somme  soit  plus  forte  ou  plus  faible  que 
34.  Indépendamment  des  carrés  ci-dessus  on  a  encore  les 
parallélogrammes 3,6, 11, 14. . .  2,7,10,15...  6,7, 10,11... 
5,9,8, 12. . .  1,  5, 12, 16.  ..1,8,  9, 16. . .  4,  5,  12,  13. . . 
4,8,  9,  13,  lesquels  jouissent  de  la  même  propriété. 
Mais  tous  les  carrés  de  4  sont  loin  de  donner  autant  de 
quadriDes. 

On  voit  sur  le  champ  la  possibâité  d'avoir  des  quadrilles 
et  leur  nombre,  lorsqu'on  représente  un  carré  par  ses  dif- 
férences. 

Soient  les  tableaux  et  le  carré  résultant ,  ainsi  que 
cehii  des  différences: 


1  .^''  TA.BLEAU. 


123  4 

r  8    4    8    4 

12  34 
4  32  1 

14    8    4    8 

4  32  1 

112  12    0    Ô 

iM  MÉTHODES    DE    LA    HIRE. 

{9    611    8      —0,5  +  2,5  —  2^  +  0^ 
5  10    7  12      +3^-1,5  +  1,5-3,5 
a    3  n  13      +4^  +  5,5  —  5,5  —  4,5 
16  15    2    1       —7,5  —  6,5  +  6,5  +  7,5 
Puisque  les  deux  différences  du  milieu  des  horizontales 
sont  égales  et  de  signe  contraire,  il  y  aura  6  quadrilles 
formés  par  ces  différences  :  ils  seront  donc  dans  le  carré 
magique  6,7,  10,  11. ..  3,  6, 11, 14...  2,6,  11,  15... 
3,  7,  10, 14.  ..2,7, 10, 15.  ..2,3, 14, 15.  Par  la  même 
raison  on  aura  5,  8,  9, 12. . .  4,  8,  9, 13. . .  1,  8, 9, 16. . . 
4, 5, 12,13. . .  1,5, 12, 16. . .  1, 4, 13, 16,  puisque  les  extré- 
mités des  horizontales  ont  aussi  les  mêmes  différences  arec 
signe  contraire.  On  obtient  8  quadrilles  de  moins  que  dans 
le  précédent  carré. 

§   2. 

MÉTHODES     DE    LA    H  I B  F. 


ARTICLE  PREMIER. 

PaSMliaE  MÉTHODE. 

La  Hire  ne  considère  que  les  nombres  divisibles  par  4, 
et  ceux  qui  le  sont  par  2  seulement,  sans  faire  de  distinc- 
tion pour  les  impairement  pairs.  Il  établit  comme  suit  les 
tableaux.  H  représente  les  multiples  par  les  premiers  nom-* 
bres,  dont  0  Eût  toujours  partie.  Ces  nombres  expriment 
quel  multiple  on  emploie  :  cette  manière  est  plus  expédv- 
tiye.  n  met  à  la  première  horizontale  du  1  .^^  tableau  un 
nombre  répété  |fois,  r  étant  la  racine,  et  autant  de  fob 
son  complément;  la  ligne  suivante  est  la  iJ^  renver- 
sée; la  3.e  comprend  un  autre  nombre  répété  autant  de 
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fois,  et  son 

complément; 

on  continue  de  cette  manière 

jusqu'à  la  fin.  Le  second  tableau  n'est 

que  le 

premier  ren- 

versé.  Toici 

ces  tableaux 

pour  12  de 

racine 

.  Un  nombre 

et  son  complément  valent  12+1  =13 , 

et  poni 

'  les  mul- 

tiples  11+0=11. 

1 

.er 

riBLIÀV. 

i 

4    4    4 

4 

4    9    9 

9 

9 

9 

9 

9 

9    9    9 

9 

9    4    4 

4 

4 

4 

4 

12  12  12  12  12  12    1     1 

1 

1 

1 

1 

t 

1     1     1 

1 

1  12  12  12  12  12  12               1 

5 

5    5    5 

5 

5    8    8 

8 

8 

8 

8 

8 

8    8    8 

8 

8    5    5 

5 

5 

5 

5 

6 

6    6    6 

6 

6    7    7 

7 

7 

•7 

7 

7 

7    7    7 

7 

7    6    6 

6 

6 

6 

6 

3 

3    3    3 

3 

3  10  10  10  10  10  10 

10  10  10  10  10  10    3    3 

3 

3 

3 

3 

2 

2    2    2 

2 

2  11  11 

11 

11 

11 

11 

11 

1t  11  11 

11 

11    2    2 

2 

2 

2 

2 

2.e, 

FABLEAV. 

6 

5    0  11 

2 

9    1  10 

3 

8 

7 

4 

6 

5    0  11 

2 

9    1  10 

3 

8 

7 

4 

6 

5    0  11 

2 

9    1  10 

3 

8 

7 

4 

6 

5    0  11 

2 

9    1  10 

3 

8 

7 

4 

6 

5    0  11 

2 

9    1  10 

3 

8 

7 

4 

6 

5    0  11 

2 

9    1  10 

3 

8 

7 

4 

5 

6  11     0 

9 

2  10    1 

8 

3 

4 

7 

5 

6  11    0 

9 

2  10    1 

8 

3 

4 

7 

5 

6  11     0 

9 

2  10    1 

8 

3 

4 

7 

5 

6  11     0 

9 

2  10    1 

8 

3 

4 

7 

5 

6  11    0 

9 

2  10    1 

8 

3 

4 

7 

5 

6  11     0 

9 

2  10    1 

8 

3 

4 

7 
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Il  n'y  a  qu'à  ajouter  par  ordre,  ayant  soin,  pour  le  2.^ 
tableau,  de  multiplier  par  12  les  nombres  qui  le  com- 
posent :  ainsi  4  +  6  est  4+6.12=4+72=76.. .  4  +  5 
=4+60=64 ,  et  ainsi  des  autres. 

Au  moyen  de  cette  méthode ,  et  avec  un  peu  d'atten- 
tion, on  peut  se  dispenser  d'écrire  les  tableaux  :  le 
premier  se  relient  facilement;  le  second  a  la  moitié  des 
horizontales  d'une  manière ,  et  l'autre  moitié  aussi  d'une 
manière  :  de  sorte  que  la  7.^  comprend  les  complémens 
des  nombres  supérieurs  de  la  6.® ,  et  que  la  1.^  horizon- 
tale se  compose  d'un  nombre  et  de  son  c<Hnplément  qui 
le  suit  immédiatement.  On  verra  le  carré  résultant  de  ces 
tableaux  (Jlgure  61,  planche  XII  ). 

ÀRTIGLB    II. 

DEUXIÂME     MftTROBE. 

On  peut  partager  l'horizontale  du  l.^''  tableau  de  ma- 
nière à  mettre  les  complémens  au  milieu  sans  înlermp- 
tion^  et  les  nombres  par  moitié  au  commencement  et  à  la 
fin ,  comme  on  le  voit  ici  pour  le  carré  de  8. 


55444455 
44555544 
22777722 
77222277 
118  8  8  8  11 
8  8  11118  8 
33666633 
66333366 


PQ 


7  4  3  6  12  5 


7  ^ 

0  3 
0  3 
0  3 
03 
0  7  4 
0  7  4 


6  125 
1652 
1652 
1652 
16  52 
6  125 
6  1  25 


Le  carré  résultant  se  troure  {figure  62,  planche  xn> 
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Il  &ul  obserrer  que  cette  méthode  ne  peut  être  em- 
ployée si  le  quotient  de  la  racine  divisée  par  4  est  un 
nombre  impair  :  ainsi  eUe  ne  réussit  pas  pour  12,  puis- 
que ^=3,  nombre  impair.  Mais,  quoique  24  ne  soit  pas 
un  nombre  pairement  pair ,  comme  le  quotient  ^  =  69 
nombre  pair ,  on  peut  employer  la  méthode. 


ARTICLE    III. 

TKO  islam     MiTHODI. 

Au  lieu  d'avoir  les  horiasontales  comprenant  deux  à  deux 
un  nombre  et  son  complément ,  comme  aux  deux  pre- 
mières méthodes,  on  peut  dans  la  moitié  de  ces  hori- 
contales  mettre  différens  nombres ,  de  manière  cependant 
que  chacune  des  horizontales  contienne  les  com{^émens; 
quant  à  l'autre  moitié ,  elle  aura  les  mêmes  nombres  et  leurs 
complémens,  en  ordre  renversé,  comme  on  le  voit  ci- 
après  pour  Ifi  carré  de  8. 


t9    I 


•3 


55444455 

0  4  125637 

22777722 

0  4  125637 

118888  11 

à 

7  3  652140 

33666633 

â  ] 

7  3652  14  0 

66333366 

2 

73652  1  4  0 

88111188 

A 

7  3  6  5  2  14  0 

77222277 

0  4  125637 

44555544 

^04125637 

On  verra  le  carré  ijigure  63 ,  planche  XII  ). 

La  Hire  dcmne  encore  d'autres  méthodes  :  en  général , 
toutes  les  fms  que  les  nombres  du  2.^  tableau  peuvent  se 
lier  avec  ceux  du  l.er,  de  manière  qu'il  n'y  ait  pas  de  ré- 
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pétition,  ce  qui  se  voit  sur  le  champ ,  le  carré  n'aura  pas 
de  nombres  répétés.  H  est  ii^utile  de  faire  obsenrer  qa'il 
ne  faut  pas  considérer  comme  répétition  deux  nombres  qui 
seraient  les  mêmes,  mais  dont  Tun  serait  multiple,  et 
l'autre  simple  :  ainsi  4,3  et  3,  4 ,  si  le  1.c>'  est  simple , 
ne  donnent  pas  répétition:  car  les  simples  et  les  multiples 
sont  différons. 

ARTICLE    IT. 

QVÀTaiàMB    MiTHODB. 

Cette  méthode  est  la  plus  usitée  de  toutes;  ellç  se  re- 
tient facilement.  La  première  horisontale  se  compose  de 
manière  que  les  nombres  à  égale  distance  des  extrêmes 
fiissentun  couple  :  ainsi  1+12=5+8=2+11 ,  etc«,  dans 
le  carré  de  12.  Il  importe  peu  que  le  plus  petit  nombre 
soit  le  premier  placé,  ou  le  second.  La  2.o  ligne  est  l'in- 
verse de  la  première;  puis  la  première  répétée,  ensuite 
la  seconde ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  moitié  des  hori-^ 
zontales*  La  première  ligne  de  la  2.^  moitié  est  égale  à  la 
dernière  de  cette  première  moitié,  et  l'on  suit  l'ordre  de  la 
première  partie  jusqu'à  la  fin.  D'où  il  suit  que  toutes  les 
horizontales ,  à  égale  distance  de  la  première  et  de  la  der- 
nière ,  sont  les  mêmes,  et  par  conséquent  aussi  cette  pre- 
mière et  cette  dernière.  Quant  au  2.o  tableau,  il  n'est  en- 
core que  le  premier,  dans  lequel  les  horizontales  de- 
Tiennent  les  verticales ,  et  réciproquement. 

On  trouve  le  carré  résultant  C/^re  64,  planche  XII). 
Il  est  remarquable  en  ce  que  les  nombres ,  symétrique- 
ment placés,  donnent  une  somme  égale  à  un  couple;  ici 
cette  somme  est  144+  1  =145.  Voici  les  tableaux  s 
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I.er  TABLtAU. 

152/1163  10    79  11 

8  12 

12    8  11     9    7  10    3    6    4    2 

5     1 

1     52463  10    79  11 

8  12 

12    8  11     9    7  10    3    6    4    2 

5    1 

1     52463  10    79  11 

8  12 

12    811     97  10    3642 

5    1 

12    8  11     9    7  10    3    6    4    2 

5    1 

1     5    2    46    3  10    7    9  11 

8  12 

12    8  11     9    7  10    3    6    4    2 

5    1 

152463  10    79  11 

8  12 

12    8  11    9    7  10    3    6    4    2 

5    1 

1    52463  10    79  11 

8  12 

2.^  TAlLBiV. 

0  11  6  11  0  11  11   0  11  0  11  0 

38    3.   ^3883    8    3 

8    5. 

6565655656 

5    6 

1  10    1  10    1  10  10    1  10    1 

10    1 

47474774    7.  4 

7    4 

2929299292 

9    2 

9292922929 

2    9 

7474744747 

4    7 

10    1  10    1  10    1     1  10    1  10 

1  10 

5656566565 

6    5 

8383833838 

3    8 

11  en  0  11  0  0  fi  0  11 

0  11 

On  peut  donc  se  dispenser  d'écrire  les  tableaux:  fl  suffit      | 

de  la  l.re  horizontale  du  1.^''  tableau  pour 

construire  le 

carré, puisqu'on  suit  toujours  cette  horizontale  directe  ou 

TOM.     I. 


29 


ftSO 
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renTersée.  Le  2.^  tableau  est  encore  plus  facile  à  retenir, 
étant  composé  à  cha<jae  ligne  d'un  nombre  et  complé- 
ment, celui-ci  répété  au  milieu  de  chaque  horizontale; 
la  seconde  moitié  dépend  de  la  première ,  en  mettant  le 
nombre  au  lieu  du  complément ,  et  réciproquement* 
On  commence  cette  seconde  moitié  pa^  la  dernière  ligne 
de  la  première  moitié ,  et  Ton  suit  en  remontant.  Ce  se- 
cond table£iu  n'est  que  le  premier  renversé* 


ARTICLE   V. 

CINQVlâXB    MiTHODB* 

n  n'est  pas  indiapensaUe  que  ks  deux  tableanx  suivent 
le  même  ordre  renversé,  l'un  en  horizontale,  l'autre  en 
verticale.  Yoici  un  exemple  pour  le  carré  de  8  : 


8  3  25/1761 
16745238 

8  3  2  5  4  7  6  1 

16  7  4  5  2  3  8 

16  7  4  5  2  3  8 

8  3  254761 

16  7  4  5238 

8  3  254761 


56  0  Q  0  0  56  56  56 
8  48  8  4S  8  8  48  48 
40  40  40  16  16  40  16  16 
32  24  24  24  24  32  32  32 
24  32  32  32  32  24  24  24 
16  16  16  40  40  16  40  40 
48  8  48  8  49  48  8  8 
0  56  56  56  56    0    0    0 

On  voit  le  carré  résultait  de  œs  tableaux  {figure  65 , 
planche  ^SSl). 

Pourvu  que  Ihm  deÉ*t«bleaux  ait  la  forme  de  ceux  de 
la  4.^  méthode,  l'autre  peut  en  avoir  une  très-différente, 
avec  l'attention,  t.*"  que  les  lignes  qui  ont  des  nombres 
répétés  en  horizontale ,  par  exemple ,  dans  l'un  des  fa- 


^ 


bleiiiix,  les  aient  en  verticale  daas^autr^,  et  récipro<|ue* 
ment  ;  2.<>  que  les  diagonales  n'aient  pas  de  nombres  ré- 
pétés; ce  qu'on  éyite  en  ne  suivant  p^s  le  même  ordre 
dans  les  H^es  du  tableau  qui  n'est  pas  construit  par  la 
4.0  méthode. 

Ily  aurait  encore  bien  d'autres  combinaisons  que  ceHes 
dhdessys ,  si  l'un  des  tableaux  conserve  la  construction  de 
cette  4.^  méthode;  et  LaHire, en  donnant  plusîeitfs  moyens 
de  former  les  carrés  à  racine  divisible  par  4,  est  loin  d'a- 
voir présenté  toutes  les  manières  d'j  parvenir.  On  est  sur 
la  voie ,  et  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  une  foule  de  ta- 
bleaux qui  peuvent  convenir  :  ainsi  les  suivans  seraient  de 
ce  nombre  pour  le  carré  de  8. 

56    0    0  56  56    0    0  56  00707770 

8  48  48    8  48    8  48    8  2  2  2  5  5  5  2  5 

16  16  40  40  16  40  40  16  3  4  3  4  4  3  4  3 

24  32  24  32  32  24  32  24  16  6  6  6  111 

32  24  32  24  24  32  24  32  6  11116  6  6 

40  40  16  16  40  16  16  40  4  3  4  3  3  4  3  4 

4888488/ÏS848  55522252 

0  56  56    0    0  56  56    0  77070007 

Le  l.er  tableau  est  construit  d'après  la  4.^  méthode;  les 
verticales  ont  les  nombres  répétés.  L'on  amis  ici  les  nombres 
simples  au  lieu  des  multiples  au  second  des  grands  tableaux. 
On  peut  désirer  connaître  le  nombre  de  combinaisons 
résultantes  de  l'un  des  systèmes,  par  exemple,  de  celui 
où  les  deux  tableaux  sont  construits  par  la  4.^  méthode. 
(h,  puisque  les  nombres  à  égale  distance  des  extrêmes,  à 
la  l.re  horizontale 9  sont  complémens  l'un  de  l'autre,  il 
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ne  &ut  considérer  dans  le  carré  de  8  qae  les  4  premiers 
de  cette  horizontale;  et  dans  le  2.^  tablean,  qne  les  4 
premiers  en  1.^®  verticale;  ce  sont  d'ailleurs,  d'après  la 
construction  9  les  seules  lignes  dont  on  ait  à  s'occuper. 
Mais  on  ne  peut  ayoir  en  horicontale,  et  dans  le  1.^  ta-* 
bleau,  que  les  combinaisons  suivantes,  dont  la  moitié  est 
forcée  lorsqu'on  a  choisi  la  première  moitié ,  et  dans  cha- 
cune desquelles  on  ne  peut  £dre  entrer  des  nombres  dont 
l'un  serait  complément  à  9  de  l'autre. 

1234.^1  2  3  5.^1  2  4  6...1  25  6...  13  47...  1  3  5  7...1  4  6  7.^1567 
5  6  7  8...  4  6  7  S...  3  5  7  8...  3  4  7  8...  2  5  6  8...  2  4  6  8...  2  3  5  8...  2  3  4  8 

Les  8  combinaisons  inférieures  sont  les  complémens  des 
8  supérieures. 

Chaque  combinaison  en  donne  1  •  2  •  3  •  4=24.  Ainsi  on 
aura  24 .16=  384 ,  et  autant  pour  le  2.^  tableau  :  il  vien- 
dra donc  384».  n  faudrait,  si  le  2.^  tableau  prenait  la 
forme  du  premier,  et  réciproquement,  doubler  ce  nombre. 
Mais ,  d'un  autre  côté,  puisque,  sur  les  16  combinaisons 
ci-dessus, l'une  comporte,  pour  les  4  derniers  nombres, 
une  autre  de  ces  mêmes  c6mbinai^%is ,  il  suit  que ,  si  l'on 
substituait  cette  dernière  au*lieu  de  sa  correspondante ,  le 
2.C  tableau  est  tel  que  l'on  obtiendrait  un  carré  qui  ne 
difi%rerait  que  par  sa  position  :  il  fendrait  donc  diviser 
384'.  2  par  2,  ce  qui  se  réduira  à  384*=  147,456  com- 
binaisons pour  le  carré  de  8  par  cette  4.^  méthode. 

Pour  12,  d'après  la  même  construction,  on  aurait  64 
combinaisons  de  6  nombres,  dont  32  seraient  complémens 
des  32  autres;  et,  comme  chacune  aura  1  *  2  *  3  •  4  •  5  *  6  va- 
riations, ou  720, il  viendra  64 .720, et  autant  pour  l'autre 
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tableau  :    donc     en   tout  (6A  •720)'=:  (46080)'  = 
2,123,366,400  combinaisons  pour^ce  seul  cas. 

On  peut  Êdre  souvent  subir  à  un  carré  plusieurs  chan- 
gemens.  Ainsi  dans  le  carré  de  la  figure  65 ,  si  l'on  met 
1^,55  au  lieu  de  54,15,  et  réciproquement,  on  n'aura 
altéré  que  les  diagonales ,  puisque  les  verticales  sont  les 
mêmes,  et  que  les  horizontales  ont  la  même  somme,  atr 
tendu  que  î4  4-55r=54  +  15.  Ainsi  la  iJ^  diagonale, 
ayant  à  sa  2.^  case  1 4  au  lieu  de  54 ,  sera  diminuée  de 
40;  et  la  2.^  diagonale ,  ayant  54  au  lieu  de  14 ,  sera  aug- 
mentée aussi  de  40;  mais  si  l'on  substitue  50, 11  au  lieu 
de  10,51,  elles  auront  la  somme  voulue.  Les  tableaux, 
dans  ce  cas ,  seraient  : 

70000777 
116  6  16  16 
55522522 
43333444 
34444333 
,;:if  22255255 
66116161 
07777000 

On  voit  que  ce  changement  n'en  a  pas  apporté  au  l.^^* 
tableau ,  qui  est  encore  celui  donné  à  la  5/  méthode,  et  qui 
est  construit  d'après  la  4«e>  mab  le  2®  tableau  est  d'une 
forme  différente  de  celles  proposées. 

n  y  a  une  foule  d'autres  changemens  qui  se  présentent , 
et  qui  donnent  lieu  à  de  nouveaux  tableaux  :  ainsi  18, 45, 
substitués  à  42,  21 ,  et  44 ,  23  à  20, 47,  et  réciproquement, 
rétablissentles  diagonales,  et  il  viendra  42  et  23  en  2.^  dia- 


i 

^83254761 

16  7  15  2  3  8 

5 

8  3254761 

H 

m  i 

167  4  52  38 

H 

1 67  452  38 

s. 

8  3254761 

16  7  4  5238 

18  3  254761 
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eonales65  aa  Ueu  de  47+18=65;  et  18+47=65  au 
tieu  de  42  +  23=:65  en  première  diagonde. 

ARTICLE  YL 

SlXlial    HiTHODB. 

On  peut  encore  disposer  l'un  des  tableaux  comme  te 
premier  delà  4.^  méthode  ,  et  l'autre  comme  le  premier  de 
la  2.®  ou  de  la  3.®;  ou  bien  encore  Fun  comme  îe  2.^  de 
la  4.®  méthode,  et  l'autre  comme  le  2.®  de  la  2.®  ou  de 
la  3.e. 

ARTICLE  VIL 

PR0GABS8I0HS   IRTIEROMPUBS   s'APaàs   LKS   PAECBIMHTBS 
MiTHODIS. 

Si  la  progression  est  interrompue  par  la  moitié ,  conmie 

1*2*3. . .  fô 40*41. . .  71,1a  difiërenoe  entre  39,  qui 

devrait  faire  suite  à  32,  et  40,=7  :  ainsi  dans  le  cairré  de 
8  on  ajoutera  7  à  tous  les  nombres  qui  excèdent  32 ,  ce 
qui  peut  se  &ire  immédiatement,  et  sans  construire  le 
carré  pour  y  substituer  le  corrigé. 

Si  la  progression  est  divisée  en  4  parties,  comme  1*2* 

3. . .  16 22^23-24.. . 37 41.42. . .  56 

62  •  63. . .  77 ,  on  peut  former  le  carré  sans  progression  in- 
terrompue ,  si  l'on  craint  de  se  tromper  ;  et,  comme  22—1 7 
=5,  on  ajoutera  5  à  tous  les  nombres,  de  17  inchis  à  32 
aussi  inclusivement.  I>e  même  41— -33=8:  ainsi  8  sera 
ajouté  aux  nombres  de  33  inclus  à  48  aussi  inèhis;  enfin, 
comme  62-^9=:1 3 ,  ce  dernier  nombre  sera  ajouté  à  tous 
les  restans ,  depuis  49  inclus  jusqu'à  64.  U  fiiut,  pour  ces 
4  progiessions,  que  les  difiSrenees  de  chacone  soient 


SiTHODEB   DE    LA    HUE. 


455 


égales,  et,  en  second  lieu,  que  les  interraUes  entre  la 
1.re  et  la  2.^,  et  entre  la  3.^  et  la  4.®,  soient  les  mêmes; 
quant  à  celui  qui  existe  entre  k  2.^  et  la  3.^,  et  en  gé- 
néral entre  les  progressions  du  milieu ,  il  est  arbitraire. 

Il  peut  y  avoir  8  progressions  pour  le  carré  de  8,  et 
en  général  autant  de  progressions  qu'3  j  a  d'unités  dans 
la  racine  d'un  carré.  Par  exemple ,  et  pour  8  de  racine ,  on 
peut  ayoir 

1.2...  8  10*11.. .17  20*21. ..27  29*30.. .36 
51*82...  58      60*61...  67      70*71. -.77      79*80...  86 

Dans  ce  cas  les  diflKrenœs  de  chaque  progression  doivent 
toujours  être  les  mêmes.  Quant  aux  interraUes ,  celui  du  mi- 
lieu est  arbitraire.  Cdai  qui  sépare  les  quarts  peut  être  diffé- 
rent de  celuidu  milieu,  mais  doit  ê^e  le  même  pour  chaque 
quart;  et  ceux  qui  se  trouvent  entre  chaque  couple  de 
progression  aussi  les  mêmes,  ^oique  différens  des  pré- 
cédens.  Ici ,  entre  8  et  10,  entre  27  et  29,  entre  58'et  60, 
et  77,  79,  la  différence  est  2;  entre  17  et  20 ,  67  et  70 , 
elle  est  3;  et  enfin  entre  36  et  51 ,  elle  est  15. 11  en  est  de 
mêine  des  autres  racines. 

n  n'est  donc  pas  difficile  de  former  ces  progressions  à 
vt>lonfé,  et  l'on  ne  sera  pas  embarrassé  pour  arranger  ma- 
giquement un  carré  avec  des  progressions  interrompues. 

On  peut  encore  avoir  tles  progressions  telles  que  les 
intervalles  soient  différens  entre  chaque  progression  jus- 
qu'à la  moitié,  les  mêmes  intervalles  revenant  pour  l'autre 
moitié,  et  à  égale  distance  des  progressions  extrêmes. 

Enfin  on  pourrait  prendre  tels  interraUes  que  l'on  vou** 
drait,  mais  on  n'aurait  que  les  diagonales  et  les  verticales 
magiques;  les  horizontales  ne  le  seraient  pas. 
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S   3. 

AUTRES  VÉTHODES. 


ARTICLE    PREMIER. 

Ll  RÂGINB  BSt2". 

Yoici  une  méthode  facile  à  retenir  lorsque  la  racine 
est  une  puissance  de  2.  Soit  le  carré  de  16  à  former.  La 
^J^  ligne  se  compose  à.  volonté  ayec  les  16  nombres  de 
la  racine;  les  suivantes,  jusqu'à  la  &o  indusivemenC ^ 
commencent  par  les  deux  derniers  nombres  de  la  pré- 
cédente :  la  8.«  sera  donc  5, 6, 1, 2,  8, 9, 10,  7, 11, 13,  U, 
16, 12, 15,  3,  a,  (en  supposant  la  iJ^  3,  4,  5,  6, 1,  2, 8, 
9, 10,  7, 11, 13, 1/ï,  16, 12, 15).  Quant  à  celle  qui  vient 
après  la  1  .'^  moitié  des  lignes  (  ici  la  9.^) ,  die  commence 
par  le  nombre  qui  termine  la  1.^^  moitié  de  la  précé- 
dente,.et  en  rétrogradant  :  ainsi  eUe  sera  7, 10, 9, 8, 2, 1, 
6,  5,  a,  3,  15, 12, 16,  U,  13, 11.  Les  suivantes  se  forment 
conmie  dans  la  iJ^  moitié ,  en  commençant  par  les  deux 
derniers  nombres  de  la  précédente.  Ainsi  la  2.^  horison^i- 

tale  et  les  suivantes  étant  12, 15. . .  lA ,16 U,  16. . . 

11,13 11,13...  10,7 10,7...  8,9 

8,  9. . .  1,2. 1  ,  2. . .  5 , 6 ,  on  aura  pour  la  10.« 

et  suivantes,  13, 11. . .  16,  U 16,  U. . .  15,12 

15, 12.. .  a,  3 4,  3. .  .6,5. 6,5. . .  2, 1 

2,1.  ..9,  8 9,8...  7,10. 

Quant  au  2.e  tableau,  la  l.^e  ligne  peut  se  composer 
dW  nombre  et  de  son  compliment  alternativement,  et 
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de  même  pour  la  2.®,  3.^  et  4.c*  Les  4  suivantes  sont  les 
premières  renversées.  La  seconde  moitié  des  lignes  se 
forme,  comme  la  première  moitié,  avec  les  nombres  res- 
tans  et  lenrs  complémens  :  ainsi  on  peut  faire  ces  lignes , 
par  exemple, 

0, 240, 0. . . .  240 128, 1 12, 128.. ..  1 12 

144, 96, 144. . .  96 208, 32, 208. ..  32, 

pour  les  quatre  premières  lignes.  Les  quatre  suivantes 
seront 

•240,0,  240... 0. 112,  128,112...  128 

96, 144, 96.. .  144. .....  32, 208, 32. ..  208; 

La  9.^  et  les  3  suivantes, 
192,  48,  192...  48 224,  16,  224...  16 

176,64,176...  64 80,  160,  80...  160; 

Et  pour  les  4  dernières, 
48, 192,  48. . .  192 16,  224,  16. ..  224 

64, 176,  64. . .  176 160,  80, 160. . .  80. 

La  composition  de  ces  tableaux  est  très-différente ,  et 
on  peut  les  cbanger  l'un  dans  l'autre.  Pour  avoir  les  com- 
binaisons propres  à  ce  cas ,  on  agirait  comme  suit  : 

Le  Lei*  tableau  aura,  si  sa  racine  =2". . .  (1«2«3.  ..2" 
combinaisons  ). 

Le  2.^  tableau  aura,  de  son  côté,  moitié  des  nombres 
de  la  racine  en  couples  ;  il  y  aura  donc  Ç  j  et,  comme  cha- 
que couple  s'arrange  de  deux  manières,  il  viendra  T  com- 
binaisons piur  la  1/e  ligne.  Quant  à  la  2.e,  les  couples 
restans  sont  Ç-^izzzCzJ^  qu'on  peut  arranger  de  deux 
manières  :  donc  2''— 2  pour  cette  2.«  ligne.  Ensuite  2"— 
4. . .  2" — 6,  jusqu'au  quart' des  lignes.  Le  second  quart, 
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éUnt  llnverse  du  premier ,  ne  donne  rien.  Quant  an  3.^ 
qoart ,  les  combinaisons  continuent  de  diminuer  de  2  en 
2  jusqu'à  la  dernière,  qui  ne  sera  plus  que  2.  Ainsi  Voa 
aura  (2  «ft^S» .  .2")  pour  ce  second  tableau  :  donc,  en 
multipliant  ces  combinaisons  et  le  produit  par  2,  puis* 
qu'on  peut  donner  aux  tableaux  la  forme  l'un  de  l'autre , 
2(2.a.6...2")(1.2.3...2'')=2-5040»720.132*182. 
2<K)«48*80»168«16,  nombre  prodigieux  pour  un  seul  cas. 
Il  j  aurait  à  diviser  ce  nombre  par  8^  si  l'on  ne  voulait 
que  les  combinaisons  réellement  différentes,  et  si  le  carré  • 
est  seul  :  car,  s'il  &it  partie  d'autres  carrés ,  on  doit  tout 
retenir. 

Yoici  un  autre  mode  de  composition  pour  la  racine  2^. 
Le  premier  tableau  se  compose  en  commençant  la  2.® 
ligne  et  les  suivantes,  jusqu'à  la  mottîédes  lignes,  par  le  3.<' 
nombre  de  la  précédente;  l'autre  moitié  commence  par  le 
nombre  qui  termine  la  moitié  de  la  ligne  préoédente^et  en 
rétrogradant;  les  suivantes  suivent  l'ordre  de  la  pre- 
mière moitié. 

Le  second  tableau  se  forme  d'après  la  méthode  précé- 
dente. Pour  le  carré  de  8  les  deux  premières  lignes  ont 
un  nombre  et  son  complément  alternativement;  les  deux 
suivantes  ,les  mômes  nombres  renversés;  la  5.®  et  la  6.®,  un 
autre  nombre  et  son  complément;  les  deux  dernières  sont 
les  précédentes  renversées.  Yoici  ces  tableaux  t 
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l.er  TAJILBAU. 

5  7  184236 
18  4  2  3  6  5  7 
4  2  3  6  5  7  18 
3  6  5  7  18  4  2 

7  5  6  3  2  4  8  1 

6  3  248175 
2  4  8  17563 

8  17  56324 


%^  TÀBLSÀ0. 

0  56  0  56  0  56  0  56 
16  40  16  40  16  40  16  40 
56  0  56  0  56  0  56  0 
40  16  40  16  40  16  40  16 

8  48  8  48  8  48  8  48 
2432  24  3224322432 
48  8  48  8  48  8  48  8 
32  24  32  24  32  24  32  24 


Le  carré  se  trouve  (Jigure  66,  planche  XII). 


ARTICLE   IL 

LBS  FEOeaVSSIONS   NE   8VITSHT  PAS  l'obDEI   HàTVKEL. 

Si  la  progression  ne  suit  pas  Tordre  naturel ,  et  ne 
commence  pas  par  l'unité,  on  formera  toujours  la  ij^ 
ligne  par  les  premiers  nombres  de  la  progression,  et  le 
1.^'  tableau  par  l'une  des  méthodes  données  précédem- 
ment. Celui  des  multiples  comprendra  ceux  du  produit  de 
la  racine  par  la  différence  de  la  progression  :  ainsi ,  pour 
le  carré  de  8,  ayant  3, 8, 13^  18,  etc., le  dernier  terme 
sera  34-5*63b=:3l8.  Les  multiples  seront  ceux  de  5»8=40. 
Chaque  ligne  vaudra  <M|yM*=;321  •4  =  1284;  et  ceci 
a  lieu  pour  tous  les  carrés  pairs  ou  impairs:  il  faut  seule- 
ment composer  les  tableaux,  pour  chaque  espèce  de  ra- 
cine ,  d'après  ce  qui  a  été  dit.  Ici,  pour  8 de  racine,  soit 
la  première  ligne  à  volonté  13,  38, 18,  28,  3,  33,  8,  23: 
on  arrangerait  le  1.^^  tableau  d'après  l'une  des  méthodes 
ci-dessus ,  ou  toute  autre  ;  le  2.®  se  construira  d^  manièlre 
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à  s'accorder  avec  celle  du  premier.  On  peut  Cure  ces  ta- 
bleaux comme  suit  : 

1.«r    TABLBAU. 

13  38  18  28    3  33    8  23 

S  23  13  38  18  28    3  33 

3  33  8  23  13  38  18  28 
18  28  3  33  8  23  13  38 
33  3  28  18  38  13  23  8 
23  8  33  3  28  18  38  13 
38  13  23  8  33  3  28  18 
28  18  38  13  23    8  33    3 

2.^  TABLBAU. 

/M)  240  40  240  40  240  40  240 

200  80  200  80  200  80  200  80 

240  40  240  40  240  40  240  40 

80  200  80  200  80  200  80  200 

280   0  280   0  280   0  280   0 

120  160  120  160  120  160  120  160 

0  280   0  280   0  280   0  280 

160  120  160  120  160  120  160  120 

Le  carré  se  trouve  {figure  69,  planche  XIII). 

Les  tableaux  sont  construits  d'q>rès  la  1.^^  méthode  de 
Particle  l.er  ci-dessus. 


ARTICLE  IIL 

PROGRESSIONS    INTERROMPUES. 

On  revient  sur  ce  genre  de  progressions,  qu'il  est  im- 
portant de  bien  connaître,  puisqu'elles  se  présentent  le 
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plus  souvent  dans  les  carrés  à  compartimenS)  à  bor- 
dures ,  etc. 

U  y  a  distinction  à  faire  entre  les  racines  paires  et 
les  racines  impaires.  Dans  celles-ci  les  interralles  à 
égale  distance  de  la  ligne  du  milieu  doivent  être  égaux , 
et  dans  les  carrés  pairs  ce  sont  ceux  à  égale  distance 
du  milieu  des  progressions.  Dans  les  deux  cas  les  mul- 
tiples sont  ceux  des  intervalles.  Ainsi ,  soit  le  carré  de  5 , 
par  exemple,  à  Êdre  avec  les  progressions  1 .2 .  3*fl  «5. . . 
7.8.9.10-11. . .  20-21.22  .23.241. . .  33.34.35.36.37. . . 
39.40.41.42.43  :  On  voit  qu'entre  1  et  7  la  différence 
est  6;  ainsi  l'un  des  multiples  sera  6.  De  1  à  20  la  dif- 
férence est  19;  ce  sera  un  autre  multiple.  De  1  à  33 
la  différence  étant  32 ,  ce  dernier  nombre  sera  aussi 
multiple.  Enfin  de  1  à  39  la  différence  est  38,  qui  sera 
le  dernier  multiple  :  ils  deviendront  donc  0,  6, 19^  32,  38. 
On  remarque  que  de  0  à  6  et  de  32  à  38  l'intervalle  6  est 
le  même,  et  que  celui  de  6  à  19  et  celui  de  19  à  3^  est 
aussi  le  même,  =13.  Il  est  aisé  de  former  les  tableaux 
lorsque  ces  multiples  sont  connus. 

Si  la  racine  est  paire ,  on  peut ,  pour  la  première  moi- 
tié des  progressions ,  avoir  les  intervalles  par  couple ,  si 
l'on  veut  ;  mais  la  2.^  moitié  aura  les  mêmes  inteWalles  que 
lal.i'e,  à  égale  distance  des  extrêmes  progressions,  ou  du 
milieu  de  toutes  ces  progressions  ;  quant  à  l'intervalle  qui 
sépare  les  deux  moitiés,  il  est  absolument  arbitraire*  Ainsi, 
pour  8  de  racine ,  soient  les  progressions 
1  .      2  .       3...       8  ir.  12. 

51  .    52  .     53...     58  61  .  62. 

141  .  142  .  143...   148  151  .152. 

191  •  192  .   193...    198  201  .202. 


13. 

..   18 

63. 

.  68 

153. 

..158 

203. 

,.208 
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On  voit  que  de  8  à  11  FinteiraDe  est  3,  comme  entre 
198  et  201  ;  de  même  de  18  à  51  l'intervalle  est  33 ,  comme 
celui  de  158  à  191  ;  de  même  entre  58  et  61  on  a  le  même 
intervalle  qu'entre  148  et  151.  Quant  à  celui  du  milieu, 
il  est  141  — 68=73.  Les  multiples  seront  donc  0- . .  H^^ 
1=10. .  .  51—1  =50. . .  61  —1=60. . .  141-1=140. . . 
151—1=150. . .  191—1=190.  • .  201—1  =200;  et  les  ré- 
unissant, 0,  10,50,60,140,150, 190,200.  Les  couples 
sont  208+1=209;  chaque  ligne  vaudra  209*4=836. 

Yoici  de  nouvelles  formes  de  tableaux  dont  Fun  n'est 
que  le  renversement  de  Fautre.  Dans  le  premier  les  4 
premiers  nombres  ont  leurs  complémens  dans  les  4  sui- 
vans  à  la  première  ligne.  La  seconde  est  la  même  que  la 
première,  sauf  les  extrêmes,  qui  alternent;  la  3.^  est  la 
2.6  renversée  ;  la  4.®  est  la  1  j^  aussi  renversée  ;  les  smvantes 
sont  les  mêmes  que  les  premières.  On  doit  feire  atten* 
tion  que,  pour  la  2.«  ligne  et  les  trois  suivantes  les  deux 
nombres  du  milieu  sont  renversés  dans  Je  1.^^  tableau,  et 
qu'ils  sont  rétablis  dans  les  3  dernières  lignes  comme  à  la 
première.  Dans  le  2.^  tableau,  au  contraire ,  les  deux  ho- 
rizontales du  milieu  ont  j^  nombres  qui  se  suivent ,  ainsi 
que  dans  toutes  les  lignes^  excepté  lapremière  etla  dernière. 

/1  2  3  A  5  6  7  8  /  10  190     10  190  190     10  190     10 

.  f  8  2  3  5  il  6  7  1  .  /      0       0  200  200  200  200       0       0 

5  il   7  6  5  4  3  2  8  S  k  150  150     10     60     50    50  150  156 

S  Js  7  e  5  il  S  2  1  S  1   60     00  UO  140  UO  140     00     «0 

^  jS  7  6  5  4  3  2  1  â  \  140  140     60     60     60    60  140  140 

V    11   7  6  4  5  3  2  s  (^  /    50     50  150  150  150  150     (0     50 

^[82345671  f  200  200       0       0       0       0  150  159 

\1   2345678  \190     10  190     10     10  190     10  190 

Le  carré  se  trouve  {figure  70 ,  planche  XIII  ). 
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n  n^j  snmi  pas  plus  de  diflSoulté  si  la  première  pro- 
gressipQ  ne  commençait  pas  par  Punité,  et  si  la  différence 
de  cbaque  piofresaîon  était  autre  que  l'unité. 

ARTICLE  IT. 

MéTHOBS  BXPÉDITITS  POUR  LES   GÀERÉS  â   aiCIlfS  DIVISIBLE 
PAR  d. 

On  forme  un  carré  naturel  séparé  en  quatre  parties  par 
les  lignes  du  milieu  >  en  horizontale  et  en  yerticale;  les 
diagonales  restent  fixes.  On  substitue  ensuite,  de  deux  en 
deux,  les  complémens  aux  nombres,  avec  k  seule  atten- 
tion de  changer  ou  laisser  sans  changement,  et  alterna- 
tivement, les  deux  nombres  qui  sont  de  chaque  côté  de 
ces  lignes  du  milieu  du  carré*  On  verra  pour  12  un 
exemple  (Jîgure  67,  planche  XII). 

Les  changemens  sont  au  bas  des  nombres  du  carré 
naturel ,  et  en  plus  gros  caractères.  Ici  un  couple  vaut 
145;  et  l'on  peut  remplacer  de  suite  les  nombres  par  leurs 
complémens  »  sans  écrire  ceux  qui  doivent  supporter  ce 
remplacement;  il  suffit  de  ûdre  attention  à  la  première 
horizontale  :  ainsi,  après  avoir  cihangé  6,  il  faut  aussi  cbaib* 
ger  7,  qui  est  de  l'autre  côté  de  la  verticale.  Lorsqu'on 
arrive  à  mue  autre  ligne,  les  nombres  fixes  sont  ceux  qui 
sont  sous  une  case  qui  a  subi  un  changement.  Lorsqu'on 
est  arrivé  à  moitié  du  carré,  les  cases  de  l'autre  cdté  de 
la  Ugne  horizontale  du  milieu  changent  comme  les  cases 
supérieures,  et  Ton  agit  ensuite  comme  pour  la  première 
moitié;  il  suit  qu'il  y  aura  i  nombres  tous  fixes,  ou  tous 
changés,  au  milieu  du  carré.  On  serait  libre  de  commen- 
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cer  les  changemens  par  la  l.^^  case  da  carré;  mais  cela 
ne  ferait  que  donner  une  position  différente  à  ce  carré , 
et  tout  serait  dans  le  même  ordre*  Yoilà  pourquoi  les 
diagonales  restent  fixes. 

On  verra  encore  le  carré  de  16  construit  par  ce  moyen 
(^figure  68,  planche  XII).  On  n'a  pas  fini  le  tableau  natu- 
rel; les  complémens  ont  été  substitués  immédiatement* 
Chaque  couple  vaut  256 -{-- 1=^57  :  ainsi  au  lieu  de  2  on 
a  écrit  257—2=255,  et  ainsi  des  autres  nombres  à  chan- 
gemens. Les  substitutions  sont  &ciles  :  par  exemple,  après 
255  on  écrira  253,  251 ,  249,  de  2  en  2;  et,  comme  249 
est  à  côté  de  la  verticale ,  on  écrira  248  au  lieu  9,  et  en- 
suite 246 ,  244 ,  242  :  on  voit  donc  que  rien  n'est  plus  Si- 
cile que  d'opérer  ces  substitutions. 

Cette  marche  est  la  plus  Êicile  de  toutes  pour  ùire  sur 
le  champ  un  carré  magique  pair  dont  la  racine  est  di- 
visible par  4. 

On  peut  désirer  connaître  la  composition  des  tableaux 
qui  donnent  lieu  à  cette  formation.  EUe  résulte  des  ta- 
bleaux de  la  4.®  méthode  :  ainsi  le  carré  de  la  figure  67 , 
qui  est  celui  de  12,  a  pour  horizontale  première  1,11, 
3,  9,5,7,6,  8,  4, 10,2, 12, dans  laquelle  les  nombres 
à  égale  distance  des  extrêmes  donnent  13  pour  un  couple. 
La  première  verticale  est  1 ,  12,  1 ,  12, 1 ,  12, 12,  1 ,  12, 
1 ,  12, 1.  Comme  le  2.e  tableau  n'est  que  le  premier  ren- 
versé, la  première  horizontale  est  0, 132,0,  132,  0, 132  , 
132,0, 132,  0, 132, 0,  et  la  l.re  verticale,©,  120,  24,96, 
48,  72,60,  84,  36, 108, 1*2, 132. 

C'est  aussi  la  méthode  expéditive  du  carré  de  4.  On 
écrit  les  nombres  du  carré  naturel  qui  garnissent  les  dia- 
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gonales;  on  recommence  par  la  fin  de  la  l.^'e  diagonale, 
et  l'on  compte  à  rebours  en  remontant ,  lorsqu'on  est  à  la 
fin  d'une  ligne  :  on  remplit  alors  les  vides,  et  le  carré  est 
fini.  Toici  les  détails: 

1  .  .'  4    .  15  14  .     H5  14  4 

.67.   12  .  .  9   12  6  7  9 

.  10  11  .    8  .  .  5    8  10  11  5 

13  .  .  16   .32.    13  3  2  16 

Il  est  indbpensable  de  retenir  cette  formation,  dont 

on  fait  un  fréquent  usage. 

C'est  la  Traie  méthode  expéditiré  pour  les  carrés  pairs 
à  racine  divisible  par  4.  On  place  d'abord  les  nombres 
qui  doÎTcnt  rester,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut.  On 
recommence  à  compter,  en  commençant  par  le  bas  à 
droite ,  et  l'on  agit  comme  on  a  fait  pour  le  carré  de  4.  Gela 
dispense  de  s'occuper  des  changemens  à  ^re  pour  les 
complémens.  On  va  encore  donner  le  carré  de  8  construit 
par  cette  méthode. 

1—3 6—8  —  63  —  61  60  —  58  — 

—  10  —  12  13  —  15  —         56  —  54 51  —  49 

17—19 22  —  24  _  47  —  45  44  —  42  — 

—  26  —  28  29  —  31  —         40  —  38 35  —  33 

—  34  —  36  37  —  39  —    32—30 27  —  25 

41—43 46  —  48  —  23  —  21  20'—  18  — 

—  50  —  5253—55—    16  —  14 11—  9 

57  —  59 62  —  64  —  7—  5  4—  2  — 
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/)66  CAKRÉ  DE  8 

1  63  3  61  60  6  58  8 

56  10  5a  12  13  51  15  49 
17  47  19  45  44  22  42  24 

40  26  38  28  29  35  31  33 
32  34  30  36  37  27  39  25 

41  23  43  21  20  46  18  48 
16  50  14  52  53  11  55  9 

57  7  59  5  4  62  2  64 

On  voit  q[a'il  est  mutile  de  mettre  les  complémens ,  et 
qae  l'on  suppose  le  carré  yide  divisé  en  4  parties  par  l'ho- 
rizontale et  la  verticale  du  milieu.  Yoilà  pourq[uoi  il  y  a 
toujours  2  cases  contiguës  ou  pleines  ou  yides^  lorsque 
Ton  compte  pour  la  première  fois  du  haut  en  bas. 

n  y  a  beaucoup  d'autres  manières  de  former  les  ta- 
bleaux y  et  ils  seront  convenables  toutes  les  fois  que  cha- 
que multiple  pourra  s'ajouter  à  tous  les  nombres  de  la 
racine. 

S    4- 

MÉTHODE     DE     POIGNARD. 


RACINE   DIVISIBLE    PAR   4. 


ARTICLE  PREMIER. 

CÂEeA     de     8     ▲    NOHBEES     EÉPETis. 

Poignard  s'occupe  d'abord  des  carrés  magiques  à  nom- 
bres répétés,  mais  dont  la  répétition  ne  se  trouve  pas 
dans  les  lignes  du  carré^  et  il  commence  par  les  deux  ma- 
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nières  de  fiiire  le  carré  de  4  sans  nombres  répétés ,  et 
(pie  Ton  connaît ,  savoir  : 


12  3  4 

123  4 

4  32  1 

34  12 

2  143 

4  321 

34  12 

214  3 

La  composition  de  la  1/®  ligne  est  arbitraire  :  il  suffit 
qu'elle  contiemne  les  qnatre  nombres  1 , 2,  3,  4  de  la  ra- 
cine« 

Passant  an  carré  de  8 ,  la  première  ligne  se  forme  A 
Tolonté  ayec  les  8  nombres  de  la  racine.  La  2.®  commence 
par  la  2.®  moitié  de  la  1."  Ugne ,  et  finit  par  la  1.'«  moi- 
tié; la  3.e  est  la  2.©  renversée  ;  et  la  4.«,  la  1  J«  anssî  ren* 
versée. 

La  cinquième,  qui  est  la  première  de  la  seconde  moi- 
tié du  carré,  se  tire  de  la  ti.e  figue,  en  alternant  les  nom- 
bres de  2  en  2;  les  autres  lignes  de  cette  seconde  moitié 
suivent,  par  rapport  à  la  5.«,  l'ordre  des  2.®,  3.®  et  4.® 
par  rapport  à  la  l.re.  yoici  cette  composition. 

12  3  4  5  6  78 

5  6  7  8  12  3  4 
4  3  2  18  7  6  5 
87654321 
78563412 
3  4  12  7  8  5  6 

6  5  8  7  2  14  3 
2  14  3  6  5  8  7 
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CARRÉ    DE    16 


ARTICLE  IL 


cARRé  DB  16  À  «01IBRI8  fià^iris. 

La  racine  16  se  partage  en  4  parties.  Ghacane  d'elles 
donne  un  carré  comprenant  ft  nombres*  Ceux-ci  seront 
considérés  comme  un  seul  nombre ,  et  les  16  carrés  dis* 
tribués  d'après  l'une  des  méthodes  données  pour  le  carré 
de  4.  Il  est  indifférent  que  les  nombres  choisis  pour  chaque 
carré  partiel  soient  on  non  en  progression.  L'on  a  choisi 
pour  le  l.er  carré  1,  7, 8,  ISj  pour  le  2.e. . .  /ï,  6,  3,  9; 
pour  le  3.6,  2,  5,  16,  10;  et  pour  le  U.^,  11, 12, 13,  14. 
Les  quatre  carrés,  composés  de  nombres  répétés ,  se  sont 
formés  d'après  la  construction 

14  3  2 

3  2  14 
2  3  4  1 

4  123 

Les  nombres  de  ce  dernier  carré  désignent  les  4  car- 
rés ci-dessus,  dans  lesquels  a  été  décomposé  le  carré 
total. 

Ce  carré  de  16  se  Toit  {figure  71,  planche ^SJÏl). 

On  donne  encore  le  carré  de  32=2':  mais  on  se  dis- 
pensera de  présenter  la  figure  :  il  suffit  d'indiquer  la  marche 
à  suivre. 

ARTICLE  IIL 

garr£  Bit   32  À  HOMBRBS  Riritis. 

On  peut  partager  32  en  8  parties,  qui  donneront  autant 
de  carrés  de  4  de  racine,  et  arranger  les  64  carrés  par  la 
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méthode  du  carré  de  8,  ou  bien  encore  diviser  32  en  4 
parties,  former  les  carrés  partieb  de  8  d'après  les  mé- 
thodes connues,  et  les  distribuer  dans  le  carré  total  d'a- 
près l'une  des  formes  du  carré  de  4«  Il  importe  toujours 
peu  que  les  nombres  répétés  dans  les  carrés  partiels  soient 
ou  ne  soient  pas  en  progression. 

Toici  encore  un  exemple  pour  une  racine  qui  n'est 
pas  2?*. 

ARTICLE  IV. 

CARli    DE    12    ▲    HOMBaSS    BiPETiS. 

La  marche  suivie  pour  le  carré  de  12  guidera  pour 
toutes  les  racines  impairement  paires.  La  racine  est  en- 
core divisible  en  4  parties,  et  l'on  aura  16  carrés  de  9, 
lesquels  seront  arrangés  d'après  l'une  des  méthodes  pour 
le  carré  de  4  à  nombres  répétés.  La  seule  attention  est  de  ne 
pas  mettre  en  diagonale  dans  le  carré  total  une  diagonale 
répétée  d'un  carré  partieL  On  voit  que  les  carrés  partiels 
ont  bien  les  horizontales  et  verticales  régulières ,  c'estnà- 
dire  composées  des  trois  nombres  qui  constituent  ces 
carrés,  mais  qu'A  y  a  nécessairement  une  diagonale  ré* 
pétée  :  ce  qui  est  indifférent  pour  les  verticales  et  hori- 
zontales ,  mais  ne  l'est  pas  pour  les  diagonales  totales,  qui 
ne  doivent  pas  avoir  de  nombres  répétés.  Le  carré  se 
trouve  {planche  Xm^JSgure  72). 

On  ne  pourrait  pas  prendre  9  carrés  de  16  cases  :  car 
les  diagonales  du  carré  total  ne  contiendraient  pas  tous 
les  nombres,  puisque  l'une  d'elles  aurait  trois  carrés  par- 
tiels comprenant  les  mêmes  nombres ,  ce  qui  n'est  pas  le 
but  qu'on  se  propose. 
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MÉTHODES    DE    d'ONS    EN    BEAT 


n  n'en  serait  pas  de  même  si  les  carrés  partiels  ayaient 
l^ns  de  3  nombres  à  la  racine  :  ainsi  pour  20  de  racine 
on  peut  ayoir  5  carrés  de  4  de  coté ,  et  ib  seront  distribués 
par  la  méthode  relative  aux  racines  impaires.  On  peut 
prendre  aussi  ft  carrés  de  5  de  côté,  arrangés  par  la  mé- 
thode du  carré  de  4  :  ainsi  point  de  difficulté.  Les  carrés 
partiels  peuvent  ne  pas  être  magiques,  et  ne  le  sont  pas 
en  effet  si  les  nombres  qui  les  composent  ne  sont  pas  en 
progression» 

Comme  la  méthode  de  Poignard  pour  les  carrés  divi- 
sibles par  ft  à  la  racine,  et  sans  nombres  répétés,  est  la 
même  que  celle  des  figures  67  et  68 ,  il  est  inutile  de  s'en 
occuper. 

S   5. 

MÉTHODES  DE  d'oNS  EN  BRAY  ET  DE  RALLIER  DES  0I7RMES. 

D'Ons  en  Bray  partage  en  2  parties  les  nombres  qui 
composent  les  carrés  pairement  pairs  :  il  émt  d'abord  la 
première  moitié,  et  met  dessous  la  seconde  moitié  ren- 
versée,ce  qui  revient  à  écrire  Fnn  sous  l'autre  un  nomlnre 
et  son  complément.  Il  compose  4  carrés  égaux,  qu'on  peut 
joindre  comme  on  voudra.  On  entend  par  carrés  égaux  des 
carrés  dont  chaque  ligne  renferme  même  somme*  Si  les 
parties  de  la  division  peuvent  enccnre  se  partager  en  k  par- 
ties, chaque  carré  partiel  primitif  se  compose  luinoième 
de  ti  autres  carrés,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  ne  peut  plus 
diviser  en  /ï  parties,  il  fait  des  enceintes,  en  partant  tou- 
jours du  carré  de  4  :  c'est-ce  qui  arrive  pour  les  racines 
impairement  paires, comme  12,  20^ etc.  Cette  méthode 
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n'est  qu'un  cas  particulier  des  carrés  à  compartimens , 
dont  on  ya  bientôt  s'occuper.  Cet  auteur  n'a  traité  que  des 
racines  paires;  on  y  reviendra  lorsqu'on  examinera  celles 
qui  sont  pairement  impaires ,  comme  6, 10, 14^  etc. 

Quant  à  Rallier  des  Ourmes,  sa  méthode  pour  les  en- 
ceintes des  carrés  pairs  est  la  même  que  celle  de  d'Ons  en 
Braj.  Sa  formation  des  carrés  impairement  pairs  rentre 
dans  celle  donnée  précédemment ,  et  qui  consiste  à  par-^ 
tager  le  carré  naturel  en  ft  parties ,  et  à  substituer  aux 
nombres  leurs  complémens.  Sa  méthode  pour  les  carrés 
pairement  impairs  est  longue  et  entortillée.  H  y  a  des 
procédés  simples  et 'clairs  que  l'on  fera  connattre.  Il  se 
sert  aussi  du  carré  naturel  pour  obtenir  les  bordures; 
mais  on  a  fidt  Toir  que  ce  cas  particulier  rentre  dans 
les  méthodes  générales  pour  la  formation  des  bordures. 
Ce  qu'il  appelle  quadrille  dans  le  carré  naturel,  n'est 
autre  chose  que  quatre  nombres  dont  deux  sont  pris 
dans  une  même  bande ,  à  égale  distance  des  extrêmes , 
et  les  deux  autres  leurs  oorrespondans.  Ces  quatre  nom- 
bres sont  en'proportion  :  ainsi,  dans  le  carré  naturel  de  8, 
si  Ton^ choisit  3  et  6  dans  la  iJ^  bande,  leurs  correspon- 
dans  62  et  59,  qui  sont  leurs  complémens  dans  la  dernière 
bande,  forment  ayec  3  et  6  une  proportion ,  et  donnent 
un  quadrille;  mais  toute  cette  théorie  des  quadrilles  est 
inutile,  et,  on  le  répète,  le  carré  naturel  ne  donne  qu'un 
petit  nombre  des  bordures  dont  un  carré  est  susceptible.^ 
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CARRÉ   DR   8. 


S  6. 

CARRÉS    A    GOMPARTIMENS* 


AATICLE  PREMIER. 

GA&Ré    DB    8. 

Gomme  le  carré  de  8=:6ft  =  ft*169  ^^  P^^^  ^û^  ^ 
carrés  de  16  cases  :  or,  pour  qu'ils  puissent  s'arranger 
magiquement,  il  Êiut  qu'ils  soient  égaux,  et  il  j  a  beau- 
coup  de  manières  d'obtenir  cette  égalité  :  on  peut  prendre 
les  8  premiers  et  8  derniers  nombres,  les  8  suWans  et  les 
8  avant-derniers,  et  ainsi  de  suite.  On  va  choisir  des  pro- 
gressions différentes ,  pour  donner  une  idée  plus  complète 
de  la  méthode;  mais  il  Êiut  toujours  qu'un  carré  partiel 
contienne  les  complémens  des  8  nombres  choisis.  Soient 
donc  les  progressions  r 


1.  2.  3.  a 
13.14.15-16 
49-50.51 .52 
61.62.63.64 


6.  8.10.12 
17.19.21.23 
42.44.46.48 
53.55.57*59 


5.  7.  9.11 
18.20.22.24 
41.43.45.47 
54.56.58.60 


25.26.27.28 
29.30.31.32 
33.34.35*36 
37.38.39.40 


On  Toit  des  progressions  qui  n'ont  pas  la  même  diffé- 
rence que  celles  d'un  autre  groupe.  Il  y  en  a  de  continues 
et  d'interrompues  ;  mais  chaque  groupe  contient  8  couples: 
elles  ont  donc  la  seule  condition  exigée  indispensable.  On 
peut  alors  placer  les  carrés  partiels  à  fantaisie.  L'on  aura 
pour  chacun  d'eux  12640  combinaisons,  j  compris  les 
positions  différentes,  dont  il  faut  tenir  compte,  et  en  sup- 
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posant  que  Ton  ait  bien  obtenu  ailleurs  tontes  les  com<- 
binaisons  du  carré  de  4.  Il  viendra  donc  12640^  pour  les 
4  carrés.  Ce  nombre  doit  être  multipliépar  (1*2*  3  •  ft)= 
2^ ,  qui  est  le  nombre  de  manières  dont  on  peut  disposer 
ces  4  carrés*  Ainsi  24  •  12640^  est  le  nombre  total  des  com- 
binaisons pour  le  seul  cas  particulier  que  l'on  considère, 
et  seulement  3*  12640^ ,  si  l'on  ne  Teut  pas  iaire  entrer  en 
compte  les  8  positions  du  carré  total.  Mais  si  ce  carré 
était  sous  bordure ,  il  &udrait  retenir  le  &cteur  24  au  lieu 
du  Êicteur  3.  Le  résultat  est  considérable ,  et  cependant  l'on 
n'a  examiné  qu'un  seul  des  cas.  Les  carrés  partiels  ont 
été  construits  par  la  méthode  expéditiye. 

Le  carré  se  trouve  (^gure  73,  planche  XIII). 

Si  l'on  avait  choisi  les  premiers  et  derniers  nombres, 
les  suivans  et  les  précédens,  on  aurait  eu  le  carré  {figure 
76 y  planche  XIU). 

ARTICLE    IL 

CÀIUIÉ    DS   12« 

Puisque  l2=3*4=2*6>on  peut  former  le  carré  à  corn" 
partimens  en  prenant  9  carrés  de  16  cases ,  ou  16  carrés 
de  9  cases,  ou  4  carrés  de  36  cases.  Si  l'on  choisit  16  car- 
rés de  9  cases ,  il  ûiut  que  ces  carrés  soient  composés  de 
nombres  en  progressions  ayant  entr'elles  même  intervalle. 
Ces  intervalles  peuvent  être  différens  entre  deux  progres- 
sions ,  mais  revenir  les  mêmes  dans  l'autre  moitié  de  toutes 
les  progressions,  ainsi  qu'A  a  été  dit  ailleurs.  On  pourrait 
prendre,  par  exemple, 
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1.    3.    5 17         2.    a.    6 f8 

19*  21.  23 35        20*  22.  2« 86 

37.  39.  41 53        38*  40.  42 54 

55.  57.  59 71        56.  58.  60 72 

73.  75.  77 89        74.  76.  78 90 

91.  93.  95 107        92.  94.  96 108 

109.111.113 125      110.112.114 126 

127.129.131. . ...  143  128*130.132. ....  144 

On  pourrait  choisir 

1.5...   33      2.6.. .34      3.  7.. .35      4.8. .86, 
37.41...   69    38.42... 70    89.43... 71    40-44... 72 
73.77.  ..105,  etc., 

et  ainsi  des  autres  :  on  aurait  toujours  870  pour  la  somme 
de  chaque  ligne  du  carré* 

Si  l'on  yeut  4  carrés  de  36  cases,  chacun  des  carrés  doit 
ayoir  même  somme:  ainsi  il  Êiudra  18  couples  à  chacun* 
On  Terra  ailleurs  comment  se  composent  les  carrés  des 
nombres  impairement  pairs,  comme  6 ,  racine  de  36. 

Enfin  pour  9  carrés  de  16  cases  on  peut  prendre  8 
couples  pour  chaque  carré,  et  avoir  ou  2  séries  seulement, 
ou  4,  savoir  :  2  pour  les  nombres  simples,  et  2  pour  les 
complémens.  On  peut  aussi  prendre  9  progressions  de  16 
cases  et  ayant  même  interrallBy  et  arranger  ces  9  canes 
par  la  méthode  du  carré  de  3.  On  trouve  oes  deux  derniers 
carrés  {^figures  74  et  75,  planche  XIII>  On  voit,  par  la 
figure  74,  qu'on  a  formé  le  carré  de  12  par  la  méthode  la 
plus  expéditive  :  on  a  pris  les  8  premiers  et  les  8  derniers 
nombres;  puis  les  8  suivans  et  les  8  précédons,  etc.  ;  les 
carrés  partieb  étant  égaux  entr'eux,  on  les  a  placés  arbi- 
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trairement.  Dans  la  fignre  75  on  a  chobi  la  progression 
des  nombres  natnrdb,  et  distribué  les  carrés  d'après  la 
méthode  dn  carré  de  3.  Chaque  carré  partiel  de  16  a  été 
composé  d'après  quelques-unes  des  méthodes  données  pour 
ce  genre  de  carré;  nuds  on  aurait  pu,  pour  arriver  plus 
ylte  à>  la  composition^  les  arranger  tous  par  la  méthode 
expéditive  du  carré  de  4. 

n  est  évident  qu'on  ne  peut  former  par  couples  le  carré 
de  3,  puisque  la  racine  est  impaire  :  on  a  donc  choisi  la 
méthode  expéditiye.  Le  carré  de  3  se  forme  aisément,  et 
chaque  carré  de  9  cases  a  été  composé  de  9  nombres  con- 
sécutifi.  Le  carré  total  a  été  aussi  composé  par  la  méthode 
expéditire  du  carré  de  4.  On  trouvera  ce  carré  [,  figure  77 y 
planche  XIT). 

On  verra  encore  {figure  78 ,  ptanche  XIV)  le  carré  de 
20=:4«5  par  16  carrés  de  25  cases.  Pour  chacun  de  ceux- 
ci  l'on  a  pris  l'ordre  naturel  des  nombres,  et  les  carrés 
partiels  ont  été  fiiits  par  la  méthode  expédîtive  des  impairs. 
Les  16  carrés  ont  été  considérés  comme  un  seul  nombre, 
et  dbtribués  par  la  méthode  expéditive  du  carré  de  4  ;  l'on 
voit  qu'il  n'y  a  qu'à  écrire ,  et  que  chaque  carré  est  ma- 
gique isolément ,  ainsi  que  le  carré  total. 


S  7- 

TABLEAUX  SYSÉTRIQUES  POUR  LES  RACINES  PAIREITENT 
PAIRES. 

Indépendamment  des  différentes  manières  de  former  les 
tableaux  pour  les  carrés  dont  la  racine  est  divisible  par  4 , 
et  que  l'on  a  précédenmient  données ,  il  j  en  a  beaucoup 
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d'autres.  On  peut  mettre  dans  la  première  ligne  deux  ou 

trois  et  davantage  de  couples;  < 

>n  peut  aussi  ne  point  avoit 

de  nombres  répétés  dans  les  lignes,  et  taire  varier  d'une 

foule  de  &cons  ce  genre  de  combinaisons,  ainsi  que  celles 

où  l'on  n'emploie  qu'un  couple 

par  ligne.  Toid  plusieurs 

exemples  de  composition  : 

18  18  18  18 

1  1884455 

63636363 

3  3661188 

272  72727 

55442277 

45454545 

22776633 

8  18  18  18  1 

6  6  3  3  8  8  1  1 

36363636 

88115544 

72727272 

77223366 

54545454 

44  55  7722 

118  8  18  36 

1188726  3 

66336381 

66  3  38  127 

55445427 

22774536 

77227245 

4  4551872. 

88118154 

33662754 

4  4554518 

55446381 

33663672 

88  1136  45 

22772763 

7  7  2254  18 

12345678       12345 

678        12345678 

56781234        87654321         34127856 

21436587       78563412        78563412 

65872143        21436587        56781234 

78563412        43218765        65872143 

34127856        56781234        87654321 

87654321        65872143        43218765 

43218765       34127856        21436587 

TABLEAUX    SYMÉTRIQUES. 


477 


Si  l'un  des  tableaux  prend  la  forme  du  premier  de  ces 
trois  derniers^  l'un  ou  l'autre  des  deux  autres  sera  celui 
des  multiples,  et  réciproquement*  Ce  l.^r  tableau  est  fiicîle 
à  former.  La  iJ^  ligne  comprend  tous  les  nombres  de  la 
racine;  la  2.®  commence  par  la  moitié  de  la  1 J^;  la  3.®  est 
la  1.1'e,  dans  laquelle  on  alterne  les  nombres  de  2  en  2;  la 
4.C  commence  par  la  moitié  de  la  précédente  :  yoilà  pour 
la  moitié  des  lignes.  La  5.^  ligne ,  ou  la  i.^^  de  la  2.^  moi- 
tié, commence  par  le  dernier  nombre  de  la  ij^  moitié  de 
la  U.^j  et  en  continuant  à  rebours,  la  6.^  par  la  2.^  moitié 
de  la  précédente.  La  7.^  se  compose  avec  la  5.®,  comme  la 
3.^  arec  la  L'^;  enfin  la  dernière  commence  par  la  moitié 
de  la  précédente. 

Tenant  aux  tableaux  symétriques,  ce  sont  ceux  dans  les- 
quels les  nombres  sont  symétriquement  placés;  c'est  par 
leur  moyen  que  les  diagonales  ont  des  nombres  répétés* 
Voici  un  exemple  pour  le  carré  de  8  {figures  79  et  80 , 
planche  XTV)  :  on  peut  mettre  en  diagonale  ft  fois  de  suite 
le  même  nombre,  et  ft  fois  son  complément,  comme  0  et 
56.  Ces  nombres  ne  peuyent  plus  se  répéter  dans  les  trois 
quarts  du  tableau  :  car  alors  ils  se  trouveraient  plusieurs 
fois  en  horizontajle  ou  en  verticale;  on  les  mettra  donc  dans 
la  4.e  partie  du  tableau,  et  à  la  diagonale  de  cette  partie  ; 
on  agira  de  même  pour  l'autre  diagonale,  qui  comprendra 
aussi  un  nombre  et  son  complément,  2A  et  32,  par  exemple, 
et  l'on  aura  le  tableau  commencé  de  la  figure  79.  On  place 
ensuite  symétriquement  un  autre  nombre  comme  16,  et 
son  complément  40  aussi  symétriquement;  le  carré  des 
multiples  s'acbève  en  mettant  dans  les  cases  restantes,  et 
toujours  symétriquement,  8  et  48,  comme  le  montre  la 
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figure  80.  H  est  clair  qu^Q  est  indifférent  de  répéter  en 
diagonale  ou  ailleurs  tel  on  tel  nombre  plutôt  qne  tel  on 
tel  antre ,  pourvu  qu'on  y  fiisse  entrer  le  nombre  et  son 
complément.  Les  deux  tableaux  réunb  donnent  celui  qu'on 
Toit  {figure  81,  planche  XIT). 

Ce  tableau  peut  se  joindre  à  une  partie  des  premiers  ta- 
bleaux donnés  ailleurs,  à  nombres  répétés  ou  non*  Lors- 
qu'il ne  convient  pas,  on  peut  changer  la  symétrie  en  une 
autre  qui  puisse  s'adapter  à  ces  premiers  tableaux. 

Toici  pour  1 6  un  tableau  analogue  à  celui  de  la  figure  81 
pour  8. 

1    2    3    a    5    6    7    8    9  10  11  12  13  14  15  16 
9  10  11  12  13  14  15  16    1 
21436587  10 

10  9  12  11  14  13  16  15    2 
16  15,  etc.,  I.re  renversée. 

8    7,  etc.,  2.e  renversée. 

15  16,  etc.,  3.^  renversée. 

7    8,  etc.,  4.®  renversée. 

5  6    7,  etc.,  2.©  quart  de  la  l.'*' 

13  14  15,  etc.,  2.e  qoart  de  la  2.e 

6  5    8,  etc.,  2.e  quart  de  la  3.® 

14  13  16,  etc.,  2.e  quart  de  la  4.« 

4    3    2,  etc.,  \ 

12  11  10,  etc.,  L      ,      ,  ,, 
3    4    1  >  les  4  précédentes  renversées. 

11  12    9,' etc.'  ) 

Ce  tableau  peut  se  combiner  avec  le  symétrique  (figure 
82  j  planche  XY)  et  avec  d'antres  indiqués  dans  les  para^- 


2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9  12  11 

n  13  16  15 

1 

4 

3 

6 

5 

8 

7 
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gpraphes  ci-dessus.  Ces  tableaux  symétriques  peuvent,  au 
reste,  varier  d'une  foule  de  manières,  et  les  deux  tableaux 
se  changer  l'un  dans  l'autre.' 

On  trouTera  (  figure  83,  planche  XY)  le  tableau  symé- 
trique entier,  dont  la  figure  82  ne  donne  qu'une  partie.  Il 
est  bon  d'examiner  avec  attention  cette  espèce  de  tableaux, 
qui  présentent  des  combinaisons  remarquables* 

On  Terra  (figures  84  ec  85,  planche  XV)  deux  autres 
tableaux  sjrmétriques  bien  différens  de  forme,  l'un  ayec 
les  multiples ,  l'autre  avec  les  nombres  simples.  Tous  ces 
tableaux  sont  à  considérer  avec  soin.  Pour  bien  aper- 
ceToir  la  sjrmétrie,  on  placera  d'abord  un  nombre  et  son 
complément,  surtout  en  diagonale ,  quoiqu'on  puisse  opé- 
rer autrement;  pub  successivement  un  autre  nombre  et 
son  complément.  La  seule  attention  est  de  ne  pas  mettre  2 
ou  plusieurs  nombres  pareils  en  horizontale  ou  en  verti* 
cale.  Hais,  comme  les  diagonales  auront  des  nombres  ré- 
pétés, il  est  clair  que  les  tableaux  symétriques  ne  peuvent 
s'ajouter  qu'autant  qu'il  n'en  résulterait  pas  pour  le  carré 
de  nombres  répétés. 

Lorsqu'on  fera  usage  de  ces  tableaux,  on  cherchera  quel 
est  le  tableau  qui  peut  convenir  à  l'un  d'eux.  H  faut  que 
chaque  nombre  du  tableau  symétrique  puisse  s'ajouter  à 
tous  ceux  de  l'autre  tableau.  Il  est  inutile  cependant  de 
s'occuper  des  complémens  à  raison  de  la  symétrie,  ce  qui 
abrège  l'opération ,  laquelle,  d'ailleurs,  se  Mi  à  l'œil.  Le  ta- 
bleau de  la  figure  85  présente  des  nombres  simples  ou  in- 
dique des  multiples,  et  l'ordre  du  multiple  est  désigné  par 
le  nombre  simple  :  ainsi  10,  par  exemple ,  désigne  le  10.<^ 
multiple,  y  compris  0.  Ce  sera  donc  9*1 6  =144,  et  non 
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16*10=t60.  L'on  a  employé  des  nombres  simples,  1**paroe 
que  l'un  des  tableaux  peut  remplacer  l'autre,  et  récipro- 
quement ;  2.^  parce  que  l'on  voit  mieux  la  sjrmétrie. 

On  trouvera  (figure  87,  planche  XYI  )  le  carré  fait  avec 
le  tableau  symétrique  de  la  figure  83,  et  le  premier  tableau 
composé  par  un  nombre  et  son  complément,  alternative- 
ment placés.  Les  horiiontales  sont  : 

116|  2  15|  3  14  1413  116  1  |  15  2|143|13ft 
12   5|11    6|10   7|9   8|    512|    6 11  |  7 10 1    8  9 


S  8- 

COMBINAISONS  DE  CARRÉS  A  RACINE  DIVISIBLE  PAR  4. 

On  n'a  dessein  ici  que  de  mettre  sur  la  Toie  de  ces 
combinaisons;  ce  que  l'on  va  dire  sur  le  carré  de  8  servira 
pour  les  autres. 

Chaque  ligne  du  l.^r  tableau  vaut  36^  et  comme  36  n'est 
pas  divisible  par  8 ,  il  suit  qu'on  ne  peut  avoir  un  nombre 
répété  8  fob  dans  aucune  ligne  :  on  ne  peut  donc  commen- 
cer la  2.^  ligne  par  le  2.^  terme  de  la  t/^,  ni  par  le  dernier, 
puisqu'une  diagonale  serait  répétée  8^  fois.  On  ne  peut 
d'ailleurs  commencer  la  2.e  ligne  par  le  1 .«'  terme  de  la  1  .«•«  : 
il  n'y  a  donc  pas  à  s'occuper  de  ces  3  termes, le  1.^,  le  2.^ 
et  le  dernier  de  la  \j^  ligne  9  en  tant  que  l'on  continuerait 
l'ordre  de  cette  1.''e  ligne. 

Quant  au  2.^  tableau,  qui  aurait  224  pour  chaque  ligne , 
ces  224  se  divisent  bien  par  8,  mab  le  quotient  28  n'est 
pas  multiple  de  8:  il  ne  fait  donc  pas  partie  des  multiples 
que  l'on  considère,  et  par  conséquent  la  2.^  ligne  ne  peut 
commencer  par  les  l.^»',  2.^  et  dernier  termes  de  la  1.'^ 
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Que  cette  2.^  ligne  da  1.®'  tableau  commence  par  le  3.^ 
terme  de  la  1.^^,  les  mêmes  horizontales  reyiennent  une 
ibis  y  à  commencer  de  la  5.^  :  il  faut  donc  que  les  i.^^,  3.% 
5.6  et  7.^  nombres  de  la  1.^^  horizontale  donnent  une 
somme=18,  moitié  de  la  valeur  d'une  ligne  ;  on  trouve 
qu'il  j  a  8  manières  de  faire  18  avec  4  des  8  premiers 
nombres ,  et  cela  doit  être ,  puisqu'U  y  aura  8  séries  dans 
ce  1.^  tableau;  elles  sont  les  suivantes  : 
1278|1368|1458|146712358| 

2367|2457|3456 

On  voit  aussi  que  chacune  d'elles  a  sa  correspondante 
ne  contenant  aucun  de  ses  nombres^  En  effet ,  si  4  termes 
font  18,  il  faut  bien  que  les  4  autres  donnent  la  même 
somme.  Ainsi,  soient  les  nombres  1,  2,  7,  8  aux  1.^'',  S.^ 
5.C  et  7.C  rangs  de  la  l.i'^  horizontale  :  on  aura  nécessaire* 
ment  3,  4',  5, 6,  aux 2.%  4.6,  6.^  et  8.^  rangs  de  la  même 
ligne,  et  ainsi  des  autres (1*^^  cas.) 

Si  la  2.e  ligne  commence  par  le  4.e  terme ,  la  1  .^^  diago- 
nale n'aura  que  2  nombres  4  fois  répétés,  dont  b  somme 
sera  9;  et  la  seconde  aura  4  nombres  2  fois  répétés ,  dont 
la  somme  sera  18.  Or  on  peut  faire  9  de  4  &çons  avec  les  8 
premiers  nombres ,  savoir  :  1,  8.  • .  2 ,  7. . .  3,  6. . .  4, 5;  et/ 
pour  chacune  la  2.^  ligne  diagonale  aura  3  groupes  pour 
fiiire  18  :  car,  sur  les  8  séries  ci-dessus ,  il  y  en  aura  tou- 
jours 5  où  se  trouve  l'un  des  nombres  choisis  pour  la  1.'® 
diagonale.  Il  n'y  en  aura  donc  plus  que  3  à  employer  pour 
la  2.6  diagonale.  Les  nombres  qui  les  composent  doivent 
être  aux  2.e,  4.^,  6.e  et  8.e  rangs,  et  les  2  de  la  U^^  diago- 
nale aux  l.^r  et  5.  ^  rangs (2.®  cas.) 

Si  l'on  commence  par  le  5.c  terme,  les  mêmes  horizon^ 
^^ » 

TOX.    I.  31 
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taies  reviennent  4  fois*  Il  &ot,  dans  ce  cas,  qae  les  tfi^ 
et  5.^  termes  fessent  9,  ce  qui  donne  quatre  manières  de 
former  la  ij^  horizontale (3.^cas.) 

Que  l'on  commence  par  le  6.®  terme  :  la  1.i^  diagonale 
aura  période  de  4  nombres ,  et  la  2.®,  période  de  2.  Il  fen- 
dra donc  que  les  4.®  et  8.^  termes  aient  9  pour  somme,  et 
que  les  i.^^y  3.%  5.^  et  7.^  termes  aient  18  pour  somme* 
Ce  cas ,  analogue  au  2.®,  devient  le  4.® (4.^  cas.) 

EnjSn  si  l'on  commence  par  le  7.Q  terme  de  la  1*^^  hori- 
zontale «  les  horizontales  se  répètent  comme  au  1«^  cas  : 
ainsi  les  l.w,  3.®,  5.«  et  7««  termes  doivent  avoir  18  pour 
somme,  et  de  même  les  %%  4»e,  6.«  et  8,e  termes.  (5.*  cas.) 

Toici  le  calcul  pour  les  différens  cas. 

Dans  le  premier,  comme  il  y  a  4  nombres  qui  doivent 
se  trouver  aux  cases  fixées ,  l'on  aura  24  manières  de  les 
arranger ,  et  autant  pour  les  4  autres  :  donc  24*.  Mais  il 
y  a  8  séries,  dont  l'une  bntratne  une  autre  :  de  sorte  qu'une 
série  étant  choisie ,  il  y  en  a  une  seconde  qui  est  forcée , 
ce  qui  donne  4  combinaisons;  et  comme  la  seconde  peut 
prendre  la  place  de  la  première ,  ce  sera  encore  2  manières 
de  placer  ces  séries  :  il  viendra  donc  2«4.24*=8«24*. 

Dans  le  second  cas,  la  1 J^  diagonale  n'ayant  que  deux 
nombres,  ils  ne  peuvent  avoir  que  deux  combinaisons; 
et,  comme  il  y  a  4  manières  de  feire  9,  on  aura  8 
sortes  de  composition.  La  seconde  diagonale,  composée 
de  4  nombres,  en  aura  24;  et  comme  U  y  a  S  séries  qui 
conviendront ,  on  obtiendra  3  •  24.  Enfin  les  deux  nombres 
restans  auront  2  combinaisons  :  donc  il  viendra  en  tout, 
pour  ce  cas,  2.8.3.24=2.24". 

Pour  le  3.®  cas  il  y  a  2  combinaisons  pour  les  deux  nom- 
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bre8;et9  0oniiiie  9  se  kài  de  4  manières, ce  sera  2»liz=S 
combinaisons;  les  6  autres  nombres  se  combinent  de 
24.30:donc8>2ft-3.10=10-24*. 

Le  4.C  cas  rentre  dans  le  second  :  ainsi  2«  2&*. 

Le  5.e  cas  rentre  dans  le  premier  :  ainsî  il  yient  8  •24** 

En  tout,  30.24'=1728a  combinaisons. 

n  s'agit  moins  de  connaître  ces  combinabons  que  celles 
qui  résultent  du  premier  tableau  combiné  airec  le  second. 

Examinant  le  i.^^  cas,  le  second  tableau  peut  être  le 
même  que  le  premier  renversé ,  et  l'on  aurait  alors  8*24'* 
8.24% 

Xe  second  tableau  peut  encore  ayoir  la  forme  du  2.^ 
cas,  et  l'on  aura  2.8.24«.24% 

Enfin  le  2.^  tableau  peut  être  de  la  forme  du  4.^  cas, 
et  l'on  aurait  2.8.24»  .24». 

II  viendra  donc,  en  tout, 96* 24'=  ai ,850,496, pour 
le  t.er  cas (  l.e^cas.) 

Si  le  1.«r  tableau  a  la  forme  du  2.e  cas,  on  ne  peut  8up« 
poser,  pour  le  2.e  tableau,  le  1.^  renversé  :  car  lis  se  res- 
sembleraient, et  pur  conséquent  point  de  carré  magique, 
à  raison  des  nombres  répétés;  mais  on  peut  prendre  les 
tableaux  des  l.®*",  3.®  et  5.«  cas,  et  l'on  aura, 

Pour  le  2.6  tableau  du  l.er  cas,  2*8.24*.24'; 

Pour  celui  du  3.ecas,  2*24'  .10  «24*  ; 

Pour  celui  duS.^»  cas,  2.24^8 .24',  et  en  tout,  52*24\ 
=17,252,352. (2.«cas.) 

Que  le  l.er  tableau  ait  la  forme  du  3.^  cas  :  le  second 
pourra  être  le  l.er  renversé ,  ce  qui  donnera  10**  24\ 

n  peut  être  de  la  forme  du  2.ecas,  et  l'on  di>tient20*24% 
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Enfin  il  peut  avoir  la  U.^  forme ,  ce  qoi  donne  encore 
20 .24*,  et,  en  tout,  U0.24*=46,W8,640. . . .  (3.«cas.) 

Pour  le  /l.ccas  du  l.^^*  tableau  il  Tient,  si  le  2.<^  tableau 
prend  la  forme  du  3.®,  20  •  24^ 

S'il  a  la  forme  du  5.^  cas,  on  a  16  •24^. 

S'il  prend  la  forme  du  1  .«i^  cas ,  il  Tient  encore  16*24^* 
U  ne  peut  y  avoir  de  tableau  reuTcrsé  :  donc,  en  tout, 
52 •  24*=  1 7,252,352 (4.e  cas.) 

Si  le  1.^1^  tableau  a  la  forme  du  5.®  cas,  le  second  peut 
prendre  celle  de  ce  cas  renversé ,  ou  6ft  •  24^. 

Il  peut  avoir  la  forme  du  2.«  cas  :  d'où  16 «24^ 

Enfin  celle  du  4.^  cas,  ce  qui  donne  encore  16*24*,  et , 
en  tout,  96  •  24* = 31 ,850,496  combinaisons. . .   (S.^'  cas.) 

Ajoutant  toutes  ces  combinaisons ,  on  aura  1 44,654,336 , 
et  ce  nombre  doit  être  doublé  si  Tun  des  tableaux  prend 
la  forme  de  l'autre* 

On  observera  qu'on  ne  s'est  occupé  que  du  cas  où  la 
1.f®  horizontale  de  chaque  tableau  n'avait  pas  de  nombre 
répété,  à  moins  que  l'un  ne  fût  l'inverse  de  l'autre;  mais 
il  7  avait  des  répétitions  en  diagonale  ou  en  verticale , 
parce  que  les  nombres  conservaient  l'ordre  de  la  première 
ligne;  c'est  même  la  seule  condition  apportée  à  l'examen 
qui  vient  d'être  fait.  Mais  on  a  vu  qu'il  j  avait  phisîears 
manières  d'obtenir  le  tableau  de  8  sans  nombres  répétés, 
et  sans  suivre  l'ordre  de  la  première  ligne.  Dans  ce  cas 
cette  première  ligne  aurait  (1  •  2  •  3. .  •  8)  combinaisons 
=  40320*  Le  second  tableau  en  aurait  autant;  et  en 
changeant  l'un  dans  l'autre ,  il  viendrait  2  (  40320)'= 
3,251,404,800  combinabons.  Il  y  aura  autant  de  fois  ce 
nombre  qu'on  aura  de  tableaux  sans  nombres  répétés; 
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lesquels ,  deux  à  deux,  pourront  s'ajouter  pour  aroir  un 
carré  magique. 

n  y  a  plus:  les  tableaux  sans  nombre  répété ,  et  que  l'on 
a  donnés,  ainsi  que  les  autres  qu'on  pourrait  former  sans 
cette  condition,  peuvent  se  combiner  arec  d'autres  à  nom- 
bres répétés  en  horizontale ,  verticale  ou  diagonale;  et  ce 
serait ,  pour  le  seul  carré  de  8 ,  une  opération  asses  dif- 
ficile à  exécuter,  que  de  trouver  toutes  les  combinaisons  de 
ces  tableaux,  sans  s'occuper  de  bordures  ni  de  comparti- 
mens»  Ge  serait  un  autre  problème  encore  plus  difficile  a 
résoudre ,  que  de  trouver  toutes  les  combinaisons ,  dans 
dans  tous  les  cas  de  ce  carré  de  8,  s'il  y  avait  bordures 
et  compartimens.  Que  serait-ce  s'il&Ilait  s'occuper  d'une 
racine  plus  considérable,  comme  32?  On  se  contente  donc 
de  mettre  sur  la  voie;  et  ceux  qui  aiment  ce  genre  de 
recherches ,  ont  da  quoi  s'occuper.  Il  suffisait,  pour  le  but 
qu'on  se  propose  ici,  de  £dre  voir  comment  on  trou- 
verait les  combinaisons  pour  chaque  cas  particulier  qui 
se  présente;  mab  on  n'avait  pas  dessein  de  trouver  tous 
ces  cas,  qui  varient  à  la  volonté  de  celui  qui  opère. 

En  résumé,  il  y  a  deux  manières  d'opérer  pour  former 
un  carré  par  compartimens,  lorsque  la  racine  est  divisible 
par/l; 

On  peut  prendre  des  nombres  et  leurs  complémens  de 
manière  à  avoir  une  même  somme  pour  chaque  carré 
partiel.  Alors  ces  carrés  se  placent  à  volonté ,  et  il  n'est 
plus  possible  de  se  servir  de  tableaux,  dont  la  forme 
échapperait  à  toute  perspicacité. 

En  second  lieu,  on  peut  prendre  des  progressions  pour 
chaque  carré  partiel,  de  manière  que  les  sommes  de  ces 
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progressions  présentent  nne  même  diâiSrenoe  :  alors  ces 
carrés  sont  considérés  comme  de  simples  nombres ,  et 
arrangés  d'après  les  méttiodes  connaes. 

U  y  a  beanconp  de  manières  de  clioisir  ces  |»rogres- 
sions;  on  en  a  donné  des  exemples,  en  voici  d'antres. 

Le  carré  de  12,  formé  par  9  carrés  de  16  cases ,  arran- 
gés d'après  la  méthode  expéditive  du  carré  de  4,  a  été 
composé  de  9  progressions  interrompues,  dont  la  moitié 
renfermait  les  nombres  simples ,  et  l'antre  moitié  leurs 
complémens.  Toici  ces  progressions  : 


1. 

9. 
17. 
25. 
33. 
41. 
49. 
57. 
65. 


8 
16 
24 
32 
40 
48 
56 
64 
72 


137. 
129. 
121. 
113. 
105. 

97. 

89. 

81. 

73. 


144 

136 

128 

120 

112 

104 

96 

88 

80 


On  n'a  mis  ici  que  le  premier  et  le  dernier  terme  de 
chaque  moitié  des  nombres  qui  composent  les  carrés  par- 
tiels; et,  comme  ils  sont  tous  égaux,  ils  sont  placés  à 
fimtaisie.  C'est  la  méthode  la  plus  e^téditive  de  toutes  : 
Toir  ifigure  86,  planche  XIY  > 

Quant  aux  carrés  de  16  par  progressons  ayant  même 
différence ,  et  sans  aToir  égard  aux  complémens,  <m  pofor- 
rait  prendre  1*5*9. . .  61  pour  la  première;  2>6*10. . .  etc. 
pour  la  2.«;  3*7'11...  etc.;  4>8'12...  etc.;  pois 65«69...  etc., 
et  ainsi  de  suite,  ou  d'autres  progressions  de  cette  na- 
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ture*  On  peut  mâine  interrompre  ces  progressions  par  le 
milieu, par  quart,  et  même  par  huitième,  pourvu  qu'eUes 
le  soient  toutes  également*  Il  suflSt  toujours  que  les 
sommes  de  ces  progressions  aient  une  même  diSërence: 
elles  seront  convenables,  et  on  emploiera  les  tableaux, 
ou  h  méthode  expéditiye  pour  arranger  ces  carrés  par- 
tiels comme  de  simples  nombres. 

Soient  prises  les  progressions  suivùites,  par  exemple, 
dont  les  sommes  ont  la  même  différence  16  que  celle  qui 
règne  entre  les  termes  de  ces  progressions. 

M7. . .  241 2.18. . .  242 3.19. . .  24$,  etc. 

16.32.  ..256. 

On  peut  arranger  ces  16  carrés  partiels,  considérés 
comme  desimpies  nombres,par  la  méthode  expéditiye  du 
carré  de  4,  et  chacun  d'eux  par  la  même  méthode.  Le 
carré  est  promptement  achevé.  (Planche  Vf i,  figure  88.) 

Si  l'on  &it  le  carré  au  moyen  de  carrés  partiels  com- 
posés de  nombres  et  de  leurs  complémens ,  cela  est  en- 
core plus  expéditif,  conmie  on  L'a.  dit  ci-dessus.  Il  n'est 
pas  nécessaire  que  toutes  les  progressions  aient  la  même 
différence,  si  ce  n'est  dans  un  même  carré  partiel.  Ainsi, 
pour  le  carré  de  12,  à  compartimens  par  9  carrés  de  1^, 
on  pourrait  prendre  les  progressions 
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1.  2.  S.  4.  5.  6.  7.  8||137.138.iS9.U0.  i4i.U2.1U.UI 
9.H.13J5  I  49.51.53.55  ||  90.  92.  94.  96  |  190.1  S2.iS4.lS6 
10.16.22.28  I  S8.44.50.56  II  89.  95.101.107  |  i17.12S.129.lS5 
t2.18.24.S0  I  84.40.46.52  ||  OS.  99.105.111  |  115.121.127.1SI 
14.20.26.S2  I  36.42.48.5411  91.  97.tOS.109  |  113.11 9.125.131 
17.19.21.23  I  41.43.45.47  ||  98.1  Oo!l  02.1 04  |  122.124.126.128 
25.27.29.31.  33.35.37.39  H  106.108.110.112.  114.116.118.120 
57.58.59.60  |  69.70.71.72  jj  73.  74.  75.  76  (  85.  86.  87.  8S 
61.62.63.64.   6*5.66.67.68  jl    77.  78.  79.  80.     81.  82.  83.  84 

On  Toit  la  diversité  de  ces  progressions  et  leurs  diffé- 
rences t  tantôt  il  n'y  en  a  que  denx ,  tantôt  on  en  a  pris 
q[aatre,  les  différences  sont  1 ,  2,  6;  mais  dans  chaqae 
ligne  on  a  toujours  un  nombre  et  son  complément  Alors 
les  carrés  partiels  s'arrangent  entr'eux  à  Êmtaine. 

Chaque  carré  partiel ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  carré 
de  Hy  peut  s'arranger  de  126<i0  manières  au  moins  :  on 
aurait  donc  (  12640  )*,  puisqu'fl  y  a  9  carrés  partiels ,  et 
que  la  position  de  chacun  d^eux,  isolément,  doit  entrer 
dans  le  calcul.  Mais  ces  9  carrés  peuvent  se  placer  dé  (1 , 
2,  3. . .  9)  manières  différentes  dans  le  carré  total,  puis- 
qu'ils ont  tous  même  somme  :  on  aura  donc  (  12640  )•• 
362,880 ,  nombre  prodigieux ,  et  pour  un  seul  cas  de  com- 
partiment, fl  n'y  aurait  qu'à  diviser  ce  nombre  par  8,  si 
l'on  ne  veut  pas  avoir  égard  aux  positions  différentes  du 
carré  totaL 

On  peut  ûiire  varier  d'une  foule  de  manières  les  progres- 
sions propres  aux  carrés  partiels*  Yoiçi,  pour  16  de  ra- 
cine ,  l'un  de  ces  choix  : 


A 

RAGINB    DIVISIBLE    PAB    A.                  1|89 

ggg 

s  ^  o  s  s  3 

1  251 -252 -253 < 
1  235-236-237 
219-220-221 • 

ÉiÉÉÉÉ 

245-246 
'229-230 
213*214  1 

197-198 
172.176 
•171-175 
'170- 174 < 
•169-173< 
•150-152 

ii^m 

gg 

g 

§ 
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Ici  tout  est  arbitraire,  sauf  la  diiférence  des  progressions 
pour  un  même  carré  partiel.  On  voit  qu'on  en  a  2  ou  4 
pour  chacun,  et  que  les  différences  ne  sont  pas  les  mêmes, 
pas  plus  que  les  intenraQes  d'un  carré  à  l'autre;  mais  seu- 
lement pour  un  même  carré;  l'intervalle  du  milieu  des 
progressions  est  toujours  arbitraire.  On  trouvera  (  figtire 
89 ,  planche  IX  )  le  carré  résultant  des  progressions  ci- 
dessus. 

On  aurait  pu  &ire  les  carrés  partiek  par  tableaux  à 
nombres  répétés  ou  non  dans  quelques-unes  des  lignes. 
Par  exemple,  soit  la  progression  8*1 6. . .  .64  |  193*201. . .  • 
249,  qui  est  l'une  de  celles  ci-dessus,  on  peut  construire 
les  tableaux  : 


81624  32^ 
|32  24  16  8  9 
116  83224^ 


0  32185  217 

185  217  0  32^' 

217185  32  0| 

32  0  217  185 


8  48209249 
217  241  16  40 
233  193  64  24 
56  32  225  201 


24  32   816^ 

Le  l.*'  tableau  se  construit  avec  la  1.'«  partie  de  la  1.^ 
progression.  Quant  aux  multiples,  on  a  toujours  0  pour  le 
premier.  Mais  le  5.®  terme  de  la  Ij»  progression  est  40  s 

ainsi  40—8=32  sera  le  2.e  multiple 193—8=185 

sera  le  3.<»;  et,  comme  225  est  le  5.^  terme  de  la  2.®  pro- 
gression, 225—8=217  sera  le  4.^  multiple.  Mais  il  sen 
toujours  plus  expéditif  de  construire  ces  carrés  partieb  par 
la  méthode  expéditive,  puisqu'on  les  pboe  i  volonté,  et 
par  conséquent  sans  aucune  difficulté,  comme  on  voit 
{fifSure  89).  Chaque  ligne  d'un  carré  partiel  doit  avoir 
deux  couples  de  257  chacun ,  et  chaque  ligne  du  carré 
total,  5144=2056. 
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S  1-^ 

MÉTHODE    DE    d'oNS    EN    BEAY. 

Cette  métliode  est  cnrietise,  mais  très-circonscrite. 
D'abord  on  suppose  toujours  que  le  carré  centra]  a  4  pour 
racine^  ou  un  multiple  de  A.  On  suppose  en  second  lieu 
qu'il  j  a  autant  de  petits  nombres  que  de  grands  par  ligne; 
ce  qui  restreint  beaucoup  les  combinaisons  :  car  pour  le 
carré  le  plus  simple,  celui  de  6,  on  peut  avoir  4,  et  même  5 
petits  nombres  dans  une  même  Kgnc  En  effet,  soit  le  carré 

central  composé  par  1, 2,  3,  4 9,  10,  11,  12,  et  les 

complémens  de  ces  nombres:  on  peut,  avec  les  différences 
restantes,  faire  Hiorûontale  4,5  +  3,5  +  2,5  + 1 ,5  +  0,5— 
12,5,  et  la  verticale  1,5+12,5+13,5—5,5—11,5—10,5; 
or  les  5  premières  différences  de  l'horizontale  ayant  le 
signe-frépondent  à  de  petits  nombres«Enfin  on  emploie  des 
nombres  de  suite,  ce  qui  Yéduit  encore  les  combimûsons. 

Soit  le  cas  le  plus  simple,  cehii  de  la  racine  6,  qui  est  la 
plus  petite  racine  paire  susceptible  de  bordure. 

On  choisit  les  10  premiers  petits  nombres,  ou  les  10  du 
milieu;  ici  l'on  prendra  les  10  premiers;  les  c(Hnplémens, 
en  regard  de  ces  petits  nombres,  achèvent  la  bordure.  On 
place  deux  des  petits  nombres  aux  angles  de  la  1  J«  hori- 
lontale;  on  supposera  que  le  phis  petit  est  à  l'angle 
gauche;  les  autres  se  mettent  à  volonté  dans  les  cases  ixt- 
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termédiaires,  de  sorte  que  chaque  ligne  ait  trois  petits 
nombres,  y  compris  ceux  des  angles,  qui  répondent  à  3 
lignes.  On  ne  met  rien  aux  angles  de  la  dernière  horizon- 
tale ,  qui  doivent  être  remplis  par  les  complémens  des 
nombres  aux  angles  de  la  première  ;  les  petits  nombres  se 
placent  aux  cases  opposées  à  celles  qui  sont  restées  vides 
à  la  1  je  horizontale*  On  agit  de  même  en  verticale,  comme 
on  voit  {figure  90,  planche  XVI). 

On  suppose  que  les  petits  nombres  de  chaque  ligne  » 
sans  être  les  mêmes,  ont  une  même  somme.  Ces  petits 
nombres  sont  représentés  en  conséquence  par  les  mêmes 
lettres.  Il  est  aisé  de  Toir  qu'après  avoir  composé  une 
horizontale  ou  une  verticale*,  la  place  des  petits  nombres,, 
dans  les  lignes  de  même  dénomination,  est  forcée* 

Maintenant,  pour  le  cas  dont  on  s'occupe,  la  somme  des 
10  premiers  petits  nombres  est  55  :  on  aura  donc,  puis- 
que aeib  sont  supposés  aux  angles,  3a  -f  36  +  4c  =55. 
Cette  somme  doit  donc  pouvoir  se  partager  en  deux  par*- 
ties  telles  que  l'une  se  divise  par  3,  et  l'autre  par  ft.  On 
remarquera,  1.°  qu'il  est  inutile  de  supposer  des  multiples 
de  3  qui  seraient  pairs  :  car  3  {a+h)  étant  pair ,  Ac  serait 
impair,  et  ne  pourrait  se  diviser  par  4.  D'ailleurs  Hc  est 
nécessairement  pair  :  donc  3  (a  +  5)  est  impair,  ainsi  que 
a+b;  2."*  a-|-6  ne  peut  être  <que  3,  et  par  conséquent  3 
(a+fc)<9  :  car  a+b  serait  alors  auplus=:2,  ce  qui  n'est 
pas  possible,  puisqulk  seraient  au  plus  l'un  et  l'autre 
égaux  à  l'unité  ;  3.°  c  ne  peut  être  plus  grand  que  le  plus 
grand  des  nombres  choisis;  A.*»  on  aura  à  fiiûre  des  re- 
marques analogues  si  le  nombre  des  lettres  est  plus  con* 
sidérable;  S.^"  enfin  on  voit,  parce  qui  suit,  que  lesmul- 
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tiples  de  3  convenables  se  succèdent  de  12  en  12,  à  partir 
du  premier  multiple  dont  on  peut  faire  usage. 

On  ne  peut  avoir  de  multiples  de  3  que  par  ]|^,  ^,  H> 
U  ^  U  j  îf  5  ff ,  îo  j  T*  ^^  nombres  inférieurs  sont  les  com- 
plémens  à  55  des  multiples  de  3 ,  ou  bien  les  valeurs  de  c 
quadruplées;  mais  46, 3A,22et  10  ne  se  divisent  pas  par  4, 
et  par  conséquent  ne  peuvent  représenter  4c.  Il  ne  reste 
que  les  combinaisons  ^,  Jf ,  î|,  ff,  ^.  On  les  obtient  en 
ajoutant  12  au  numérateur  précédent,  et  en  soustrayant 
12  du  dénominateur  aussi  précédent.  Il  suffit  donc  des 
deux  premières  combinaisons  pour  obtenir  les  autres,  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  recherches. 

n  feut  d'abord  rejeter  3  :  car  on  ne  peut  avoir  3  (a + ^)  =3» 

Soit  donc  3  (a+fc)=15,  et  par  conséquent  a+fc=5:  il 
viendra  4c=40,  et  c=10.  On  peut  Éaire  5  par  1  +4  et  2+3. 

Soient  choisis  1  et  4  pour  les  angles,  et  soit  mis  10 
dans  une  des  cases  intermédiaires  de  la  1  .r^  horizontale. 
Pubque  a+6+c=15,  il  fout  encore  11  à  la  6.®  verti- 
cale, où  se  trouve  4  à  Fangle  ;  or  11  peut  se  faire  par 
2, 9.  - .  3,  8. . .  5,  6.  On  ne  peut  se  servir  de  1 ,  10,  ni  de 
4, 7,  puisque  1  et  4  sont  déjà  employés.  Maintenant  soient 
choisis  2 ,  9  :  il  fout  à  la  1  .^e  verticale  encore  1 4  ,  et  il  reste 
3,  5,  6,  7,  8  ;  or  il  ne  peut  s'obtenir  que  par  6,  8.  Il  reste 
en  définitif  3, 5,  7=:  15  pour  la  dernière  horizontale.  On 
agirait  de  même  en  prenant  pour  les  mêmes  angles ,  et 
successivement,  3,  8  et  5,  6  à  la  6.^  verticale.  On  met- 
trait ensuite  d'autres  nombres  aux  angles ,  et  l'on  obtien- 
drait de  nouvelles  combinaisons.  On  n'aurait  pas  de  peine 
à  les  trouver  toutes  dans  les  suppositions  dont  il  s'agit. 
Ici  on  verra  [figure  91 ,  planche  XYI). 
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Si  Ton  didtiâ>ae  les  16  nombres  du  milieu  par  la  mé- 
thode expéditiTe ,  on  aura  le  carré  {fig.  92,  planche  XYI). 

Soit  le  carré  de  8  à  construire,  arec  2  bordures,  d'après 
la  méthode  de  d'Ons  ea  Bray;  que  Ton  commence  parla 
bordure  extérieure,  et  que  l'on  choisisse  les  1A  premiers 
petits  nombres,  dont  la  somme  est  105:  il  &udra  donc 
partager  105  en  deux  parties,  dont  Tune  soit  dirisible 
par  3 ,  et  la  seconde  par  U  :  car  on  aura  3  (a+b)'\'fi  (c+^t) 
pour  la  somme  des  14  petits  nombres  =:  105.  Or,  puîs^ 
qa'on  ne  peut  prendre  de  multiples  pairs  de  3,  et  qœ 
a+b  est  au  moîns=3,  le  plus  petit  multiple  sera  9;  etsi 
l'on  n'a  égard  qu'aux  nombres  divisibles  par  ft ,  et  qui  ré^ 
pondent  aux  multiples  de  3,  on  verra,  ainsi  qu'on  l'a  déjà 
tait  observer,  que  ces  multiples  procèdent  de  12  en  12: 
ainsi  il  viendra  X,  jj,  fî,îi,S,||,  îi,Ft.  SoU  cbobi  g: 
il  viendra  a+b=zi5. . .  c+d=i\5i  a+b+c+d=30.  On 

peut  prendre  a=\ ,  b=iH a=2,  b=i3 tf=3, 

fc=12. ....  fl=a,  fc=1 1. . . .  a=5,  fc=10. . . .  a=6,  b=â 
....  ac=:7,  5=8  :  il  est  clair  qu'il  est  inutile  d'aller  plus 
loin  :  car  a  deviendrait  b,  et  réciproquement.  Qu'on  choi- 
sisse a=6,  5=9  :  on  pourra  avoir  c=.l ,  db=:1ft. . .  •  c=â, 

^=13 c=3,  rf=12....  c=4,€i  =  11 c=5, 

€2=10. . . .  c=7,  d=8.  Qu'on  prenne  c=2,  €t=:13:il res- 
tera 1,  3,4,5,7,8,  10,11,12.14. 

Dans  la  1 J^  verticale ,  qui  a  déjà  6  à  l'angle,  il  &ut  en.^ 
core  24  pour  foire  30  :  donc  24  doit  se  composer  avec 
trob  des  nombres  restans,  ce  qui  peut  s'effectuer  par  14^ 
7,3...12, 11,1...12,8,4...12,7,  5...11,10,8.... 
11,8,5.  Qu'on  choisisse  12, 8,  4  :  il  restera  1 ,  3, 5,  7, 
10, 11,14;  dans  la  dernière  verticale  il  fout  encore,  pois- 
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qae  bs^,  ùàre  2t  avec  trois  de  ces  derniers  nombres  res* 
tans, ce  qui  peutse  Cure  parll,  7,3.  Il  resterai,  5, 10,14 
=s30  poorla  dernière  horizontale.  Les  complémens  achè- 
Tent  la  bordore,  qoe  l'on  voit  (figure  93 ,  planche  XTI  > 

Passant  à  la  2.^  bordure ,  si  l'on  voulait  prendre  les  10 
nombres  suivant  les  14  plus  petits ,  il  suffirait  de  substi- 
tuer à  la  bordure  de  6  ces  10  nombres ,  à  commencer  par 
15,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'ajouter  14  à  tous  les 
petits  nombres  de  la  bordure  de  6  précédemment  donnée, 
et  de  mettre  dans  les  cases  opposées  leurs  complémens 
à  65, et  mieux  d'ajouter  14  à  ces  complémens,  ce  qui  se 
réduit  à'ajonter  1 4  à  tous  les  nomln^es  de  la  bordure  de  6. 
On  verra  (figure  94,  planche  XYI)  le  carré  fait  d'après 
ces  données.  Le  carré  central,  avec  les  16  nombres  du 
milieu,  a  été  construit  par  la  méthode  expéditive. 

11  laut  avoir  soin  de  ne  jamais  mettre  deux  petits  nom- 
bres aux  cases  <q>posées  :  car ,  quoique  les  lignes  de  bor- 
dure soient  magiques,  le  carré  total  ne  le  serait  pas. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  faire  remarquer 
que  la  méthode  que  l'on  vient  de  donner  ne  peut  s'appli- 
quer aux  racines  impaires. 

Soit  m  le  nombre  qui  représente  ce  qu'il  &nt  de  petits 
nombres  à  chaque  Hgne  de  bordure  :  on  aura  pour  les  deux 
horizontales  2m  i  quant  aux  deux  verticales,  puisque  les  an- 
gles sont  déjà  comptés,  chacune  aura  m— 1 ,  et  pourles  deux, 
2/71—2  :  donc  4m— 2  représente  ce  qu'il  y  aura  de  petits 
nombres  aux  4  lignes  de  bordure.  Soit  n  le  nombre  de 
cases  de  la  bordure  totale  :  on  aura  ^  pour  les  petits  nom*- 
bres,  puisqu'il  y  a  la  moitié  des  cases  qui  les  contiendront. 
Ainsi  4/»— 2=5:  or  4i»=2f*,  et  ms^j  ^m  est  en- 
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tier  :  donc  ^  serait  aussi  entier;  mais,  pnisqae  la  radoe 
est  impaire,  une  ligne  de  bordure  contient  un  nombre 
inipair  de  cases.  Soit  i  ce  nombre  impair  :  on  aura  2i  pour 
les  deux  horizontales;  les  verticales  auront  chacune  ^—2, 
et  par  conséquent  2i— /I  pour  les  deux*  En  tout,  le  nom- 
bre de  cases  sera  /ili— 4*  Substituant  ce  nombre  au  lieu  de 
n,  il  viendra  m=*i^^=*=*=^=j5  or  m  est  un  entier,  et 
j  est  une  fraction  :  donc  on  ne  peut  mettre  en  usage  la 
méthode  de  d'Ons  en  Bray  pour  les  racines  impaires;  mab 
elle  s'applique  à  tous  les  pairs. 

Smt  la  racine  10  à  3  bordures  :  on  aura  3  (a  -f-  &)  -{-  il 
(c+<2-f-^)=:171  =la  somme  des  18  premiers  petits 
nombres.  Mais  171 — ^9==:162  ne  se  divise  pas  par  4.  Ainsi 
le  premier  multiple  de  3  convenable  sera  15,  puisque 
171 — 15=156  est  divisible  par  4;  ensuite  de  12  en  12,  en 
diminuant  ou  augmentant  le  dénominateur  et  le  numéra- 
teur de  la  fraction  précédente.  On  aura  donc  ràtu^f  n?> 
et  il  viendra,  pour  les  valeurs  de  a+by  5^  9,  13,  etc., 
de  il  en  4  ;  et  pour  celles  correspondantes  de  c-|-  d+e ,  39, 
36, 33,  etc.,  de  3  en  3.  On  ne  pourra,  pour  a-f  by  excéda 
33  :  car  la  valeur  suivante  serait  37,  et  37  est  plus  grand 
que  17+18,  qui  sont  les  deux  plus  grands  petits  nombres. 
II  y  aura  donc  8  manières  d'obtenir  a+b^  Que  l'on  ait 
choisi  a+bz=i  3  :  on  aura  pour  correspondant  c  +  d+  e 
=33,  et  a+6-f  c-f  £;?+ e=46  :  ainsi  chaque  ligne  de  bor- 
dure doit  contenir  46  en  petits  nombres.  On  peut  faire  13 
de6manières :par  1,12.  •  .2, 1 1. .  •  3, 10.  • .  4, 9.  • . 5, 8.  •  • 
6, 7.  Soient  choisis  a=:6, 6=7.  Il  restera  les  nombres  1 , 2, 3, 
4,  5,  8,9, 10, 11,12, 13, 14, 15, 16,17, 18,avec  trois  des- 
queb  il  faut  faire  33,  ce  qui  peut  avoir  lieu  par18,14,1..-  • 
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18,18,2... 18,12, 3... 18,11, 4... 18, 10, 5... 17, 15,1... 
17,  14,  2...  17,  13,  3...  17,  12,  4...  17,  11,  5... 
16,15,2. . .  16, 14, 3. .  .16, 13,  4.  ..16,12, 5. .  .16, 9,8.  .• 
15,14, 4. . .  15,13,5.. .  15,10,8. . .  14,11,8. . .  14,10,9. . . 
13, 12, 8. . .  13, 1 1,9. . .  12, 11, 10,  ou  de  28  manières. 
Qu'on  choisisse  13, 12 ,  3  :  on  aura  la  l.r«  horizontale ,  et 
il  restera  1,2,  k,  5,8,  9, 10, 11, 13, 14,  15, 16, 17,ayec 
lesquels  on  doit  composer  les  trois  autres  lignes.  Passant 
à  la  \j^  yerticale,  qai  a  déjà  6  à  l'angle,  il  lui  &ut  en- 
core 40  pour  valeur  de  c+d+e+b.  Or  on  peut  faire  40 
avec  quatre  des  nombres  ci-dessus  par  17, 16,  5 ,  2. . .  • 
17,14,8,  1...  17, 14, 5, 4... 17, 13, 8,  2... 17, 13, 9,1... 
17,10,11,2.,  .17, 8, 11,4... 17, 10, 9,  4... 17, 10, 8,5.., 
16, 15, 8,1...  16, 15,  4,5...  16,14,9, 1...  16,14,8,2... 
16,13, 10,1. . .  16, 13,9,2. . .  16, 11,9,  4. . .  16, 11, 8, 5. . . 
16,10, 9, 5.. .15,14,10,1... 15, 14, 9,2... 15, 13, 11,1... 
15,13, 10, 2.. .15,13,8, 4...  15,11, 10,4.. .15,11,9, 5... 
14,  13,  11,  2....  14,  13,  9,  4....  14,  13,8,  5.... 
14,11,10,5. . .  13,10,9,8,  oude  30  manières.  Si  Pon  prend 
2,5,  16,  17,  il  restera  1,4, 8,  9,10,  11,13,14,15.  La 
dernière  verticale  ayant  déjà  7,  il  £siut  encore  39,  qu'on 
peut  faire,  arec  les  nombres  restans,  par  15, 14,  9,  1. . . 
15, 13,10,1. . .  15, 11,  9,  4,14,13,8,4. .  .14, 13, 11,1- Soit 
pris  1, 9, 14, 15:reste  4,  8,10, 11, 1 3=46  pour  la  demîèro 
horizontale.  La  bordure  extérieure  faite,  si  l'on  ajoute  18 
aux  nombres  de  la  bordure  de  8,  et  32  à  celle  de  6,  on 
aura  obtenu  rapidement  les  3  bordures*  Yoir  {planche 
XVII,^re95). 

Pour  la  bordure  de  14  on  aura  26  petits  nombres  à 
employer;  leur  somme  est  351  ;  chaque  Ugne  aura  7  de 
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ces  petits  nombres  :  donc  3(a+&)-f  4(c+i{-f-e-f-/*-f  g) 
=5351  «  La  plus  petite  fraction  sera  ^,  puisque  351  — 9= 
342  n'est  pas  dÎTisible  par  ft«  Il  Tiendra  pour  les  valeurs 
de  a+b  les  numérateurs  5, 9, 13^  etc.,  de  4  en  4,  et  pour 
c+d+e+f+g^  les  dénominateurs  84, 81, 78,  de  Sen  3s 
on  aura  donc  12  séries,  puisque  a+b  ne  peut  surpasser 
26+25=51.  La  dernière  sera  donc  {f.     • 

On  trouve  toujours  &cilement  le  terme  oit  l'on  doit  s'ar- 
rêter, pubqu'on  connaît  la  difiërence  constante  4,  et  le 
premier  terme  :  car  soit  »  le  plus  grand  des  petits  nom» 
bres,  a  le  premier  terme,  et  x  le  ncMnbre  de  fois  qu'on 
peut  ajouter  la  différence  4:  on  aura  4j?  +  «<=«  +  « 
•^1,  c'est-à-dire,  le  nombre  déterminé  comme  le  premier 
couTenable  à  la  valeur  de  a  +  fr,  et  a?  fob  la  différence 
constante  4>  doivent  être  plus  petits  que  les  deux  plus 
grands  des  petits,  ou  au  plus  les  égaler.  Ainsi  4x=:<2dP 
— «— 1=<2  (»-<«+1),  et  a:=<tSt=^,  Ici£ic=36. . . 
«e=35  :  donc  jî=<^<**<12:  donc  x  ne  peut  sur- 
passer 11  :  ainsi  Q  y  aura  12  nombres  pour  a-^b  ,  et  le  der- 
nier sera  4*11  +  5  =  49 ,  conmie  on  l'a  tronvé. 

Soit  choisie  la  combinaison  ff =8t=î^  :  alors  a+i=S3, 
et  c+rf+e-f/+g=63;  la  sommes 96.  Il  ne  ÉBint  pas 
prendre  pour  a  on  b  ua  nombre  >•  que  »  :  ainsi  on  ne 
pourrait  &ire  a=:6 ,  b=Sl7  :  car  27  est  >  26  ;  ainsi  la  plus 
petite  valeur  de  a  sera  7,  et  la  plus  grande  de  6=26,  ce 
qui  est  possible*  La  plus  grande  de  a1sera=:16,  à  laquelle 
répond  b=:17  :  d'où  il  suit  qu'il  y  a  dix  manières  de  Cure 
33  avec  deux  nombres. 

Soit  pris  i2=:10 ,  b=23 ,  ce  qui  exige  encore  63 ,  qu'on 
peut  faire  par  2,  4,  6,  25,  26,  pour  la  U^  horixontale  et 


ATBG    BOEDUBrES.  499 

«ntre  les  ang^;  11  but  encore  86  en  1**^  Terticale,  et  il 
Êuit  6  nombres  pour  les  composer.  SoienI  ces  6  nombres 
3,  7, 9, 21^22, 24.  Il  fant  encore  6  nombres  poor  la  2.^ 
verticale;  et,  comme  elle  a  déjà  23 ,  il  lui  manque  79,  qu'on 
peutbire  par  1, 5, 12, 16, 19,20.  Il  ne  reste  que  8, 1 M3, 
Ift,  15, 17, 18=96  pour  h  dernière  horÛEontale. 

La  totalité  des  petits  nombres  à  employer  est  2  (r— 1), 
r  étant  la  racine  d'un  caiïé.  Ici  r=:14i  donc  2  (r^1)=26. 
La  2.6  bordure  aurait  pour  racine  12 ,  et  par  conséquent 
22  petits  nombres  seraient  nécessaires*  U  est  clair  qu'on 
aura  pour  chaque  ligne  f  •  Ici  §= V  ^==^^-  ^^  ^'^°  ^^  d'abord 
la  1.1'e  horiaontale,  il  faudra  '^  pour  la  quantité  des  petits 
nombres  entre  les  angles,  "^-^  pour  chaque  yerticale ,  angle 
non  compris ,  et  ^  à  la  dernière  horisontale. 

Examinant  encore  la  bordure  pour  12,  on  aura  pour 
dernier  terme  «=2  (r— 1)=22.  Or  (22+1)  11=253 
pour  la  somme  de  tous  les  petits  nombres;  il  en  budra 
f =6  pour  chaque  ligne:  donc  3  (rt+^)4-*  iP+^+^+f) 
=253.  Si  a+fc=3,  on  aura  3  (a+t)=9,et 253— 9=2W, 
dirisible  par  4.  Ainsi  3  est  la  plus  petite  valeur  de  a+tj 
et  il  viendra  c -f  <i -f- c  4-/=  H*  =^  61  ^  et  puisque  x 
est=  <«fc^,  et  que  «=3,  on  aura  2ûh-(ii+1)=40, 
et  a:=:10  :  donc  il  y  aura  11  séries,  dont  la  première 
est  A.  BDes  sont  donc  ^,  fe,  u,  .4,  H,  H.  S.  îè.  1?»  H,  fî- 
La  dernière  se  trouve  aisément;  la  valeur  du  numérateur 
est  4.104. 3=43;  celle  du  dénominateur  est  61— 3*10=31. 
Si  l'on  choisissait  {|,  il  est  clair  que  a  ne  pourrait  étre<5: 
car  s'il  était  seulement  4,  on  aurait  ^=23,  et  le  plus  grand 
des  petits  nombres  est  22.  D'un  autre  côté,  a  ne  sera  pas 
plus  grand  que  la  petite  moitié  de  27,  nombre  impair  :  donc 
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il  ne  passera  pas  13;  il  n'y  aura  par  conséquent  pas  phn 
de  neuf  manièEes*de  &ire  27.  Lorsqu'on  dit  que  a  ne  sur- 
passe pas  1 3,  on  entend  que  s'il  est  plus  grand ,  alors  &  dé- 
croît pour  prendre  les  valeurs  de  a,  et  l'on  retombe  sur 
les  précédentes  combinaisons;  et,  comme  on  a  supposé 
que  le  plus  petit  des  deux  noiftbres  était  i  l'an(^  gauche 
de  la  U">  borisontale,  ce  serait  b  qui  serait  à  cet  angU»,  ce 
qui  n'apporte  pas  de  nouTelles  combinaisons. 

Si  la  bordure  de  12  était  renfermée  dans  celle  de  14,  il  7 
aurait  i-ajouter  264  tous  les  petits  nombres  de  cette  bw- 
dure  de  12,  en  supposant  que  l'on  prenne  les  22  petits 
nombres  venant  après  les  26  premiers.  Les  oomplémens 
seraient  à  197=3l4*-{-1,  ou  bien  il  faudrait  reinmdier  26 
de  ceux  de  ces  22  nombres. 

On  va,  pour  ce  carré  de  12,  techercher  les  combinai- 
sons qui  résultent  d'un  des  cas  de  la  méthode  de  d'Ons 
en  Braj. 

Soient  supposés  a=1  et&^2anxan{^;puisqu'il&at 
encore  61,  on  peut  faire  ce  dernier  nombre  de  109  ma- 
nières, savoir: 


22  21  15  3 

14  4 
13 
12 
11 
10  8 

22  20  16  3 

15  4 
14  5 


5 

6 

7 


22  20  13  6 
12  7 
11     8 


10 
22  19  17 
16 
15 
14 
13 


22  19  12    8 

11     9 
22  18  17    4 

16 

15 

14 


5 
6 

7 


13  8 
12  9 
11  10 


AVEC 

BOKOUHBS. 

501 

22  17  16 

6 

21 

18  16    6 

20  17  16    8 

15 

7 

15    7 

15    9 

H 

8 

14    8 

14  10 

13 

9 

13    9 

13  11 

12  10 

12  10 

2016  15  10 

22  16  15 

8 

21 

17  16    7 

14  M 

n 

9 

15    8 

13  12 

13  10 

14    9 

20  15  14  12 

12  11 

13  10 

19  18  17    7 

22  15  14  10 

12  11 

16    8 

13  11 

21 

16  15    9 

15    9 

22  14  13  12 

14  10 

14  10 

21  20  17 

3 

13  11 

13  11 

16 

4 

21 

15  14  11 

19  17  16    9 

15 

5 

13  12 

15  10 

14 

6 

20  19  18    4 

14  11 

13 

7 

17    5 

13  12 

12 

8 

16    6 

19  16  15  11 

11 

9 

15    7 

14  12 

21  19  18 

3 

14    8 

19  15  14  13 

17 

4 

13    9 

18  17  16  10 

16 

5 

12  10 

15  11 

15 

6 

20  18  17    6 

14  12 

14 

7 

16    7 

18  16  15  12 

13 

8 

15    8 

14  13 

12 

9 

14    9 

17  16  15  13 

11 

10 

13  10 

21  18  17 

5 

12  11 

Soit  choisie  la  t 

.re  combinaison  3 , 

15,  21,  22.  11  reste 
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les  nombres  4 , 5, 

6,7,8 

,9.10,11, 

12,13, 

14,  16.  17, 

18,19,20,. 

iTeo  lesquek  il  bat  &ire  63  pour 

lal.reTcrti- 

cale ,  et  avec  5  nombres  ; 

ce  que  l'on 

peut  obtenir  de  162 

façons,  savoir: 

20  19  14 

64 

20  17  U   8  4 

20  14  13  12  4 

13 

6  5 

14    7  5 

13  11  5 

t3 

7  4 

13    9  4 

13  10  6 

12 

84 

13    8  5 

13    9  7 

12 

75 

13    7  6 

12  11  6 

11 

9  4 

12  10  4 

12  10  7 

11 

85 

12    9  5 

12    9  8 

11 

6  7 

12    8  6 

11  10  8 

10 

9& 

tl  10  5 

20  13  12  117        II 

10 

86 

11    9  6 

12  10  8 

9 

8  7 

11    87 

11  10  9 

20  IS  16 

54 

10    9  7 

19  18  17    5  4         II 

14 

7  4 

20  16  14    9  4 

16    6  4 

14 

65 

14    8  5 

14    8  4 

13 

8  4 

14    76 

14    7  5 

13 

75 

13  10  4 

13    9  4 

12 

94 

13    9  5 

13    8  5 

12 

85^ 

13    8  6 

13    7  6 

12 

76 

12  11  4 

12  10  4 

11 

10  4 

12  10  5 

12    9  5 

11 

95 

12    9  6 

12    8  6 

11 

8  6 

12    8  7 

11  10  5 

10 

9  6 

11  10  6 

11    9  6 

10 

87 

11     97 

11    8  7 

20  17  16 

64 

10    9  8 

10    9  7 
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19  17  16  7  4 

19  14  13  10  7 

18  16  12  11 

6 

16  6  5 

13  9  8 

12  10 

7 

n   9  H 

12  11  7 

12  9 

8 

14  8  5 

12  10  8 

11  10 

8 

14  7  6 

11  10  9 

18  14  13  12 

6 

13  10  4 

19  13  12  11  8 

13  11 

7 

13  9  5 

12  10  9 

13  10 

8 

13  8  6 

18  17  16  8  4 

12  11 

8 

12  11  4 

16  7  5 

12  10 

9 

12  10  5 

14  10  4 

18  13  12  11 

9 

12  9  6 

14  9  5 

17  16  14  12 

4 

12  8  7 

14  8  6 

14  11 

5 

11  10  6 

13  11  4 

14  10 

6 

11  9  7 

13  10  5 

14  9 

7 

10  9  8 

13  9  6 

13  12 

5 

19  16  14  10  4 

13  8  7 

13  11 

6. 

14  9  5 

12  11  5 

13  10 

7 

14  8  6 

12  10  6 

13  9 

8 

13  11  4 

12  9  7 

12  11 

7 

13  10  5 

11  10  7 

12  10 

8 

13  9  6 

11  9  8 

11  10 

9 

13  8  7 

18  16  14  11  4 

17  14  13  12 

7 

12  11  5 

14  10  5 

13  11 

8 

12  10  6 

14  9  6 

13  10 

9 

12  9  7 

14  8  7 

12  11 

9 

11  10  7 

13  12  4 

17  13  12  11 

10 

11  9  8 

13  11  5 

16  14  13  12 

8 

19  14  13  12  5 

13  10  6 

13  11 

9 

13  11  6 

13  9  7 

12  11. 

10 
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Que  l'on  prenne  la  1 J^  combinaison  A,  6,  14,  19,  20i 
il  reste  les  nombres  5, 7,  8,  9, 10,11, 12, 13, 16, 17, 18, 
avec  lesquels  il  &ut  faire  62  à  la  dernière  verticale,  ce  qui 
peut  s^effectuer  de  20  manières,  savoir  : 

18  17  13  9  5  18  16  12  11  5  17  1Ç13  9  7 

12  10  5  12  9  7  12  10  7 

12  8  7  11  10  7  12  9  8 
Il  9  7  11  9  8  11  10  8 
10  9  8  18  13  12  11  8  17  13  12  If  9 

18  16  13  10  &       12  10  9   1«^t3  12  1110 

13  8  7   17  16  13  11  5 

Prenant  la  1 J^  de  ces  combinabons ,  il  reste  7,  8, 1 0, 1 1 , 
12, 16=64,  pour  la  dernière  horizontale* 

Maintenant  les  4  nombres  de  la  iJ^  horizontale,  entre 
les  angles,  peuvent  se  combiner,  dans  les  10  cases ^  de 
10«9«8*7=5040  manières  :  car  ces  combinaisons  rentrent 
dans  le  cas  où  il  s'agit  de  combiner  10  lettres  4  à  4  ;  et  la 
formule  est  m  {m — 1)  (m— 2). . . .  [m — (n — 1)],  lorsque 
m  représente  le  nombre  des  lettres ,  et  n  le  nombre  de 
lettres  de  chaque  combinaison*  Ici  in=;10. . . .  ii^=:4  :  donc 
10.9..,.  10— 3c=10.9.8.7. 

Qu2Uit  à  la  dernière  horizontale ,  la  place  des  6  petits 
nombres  est  fixe ,  et  il  ne  ûiut  considérer  que  les  combi- 
naisons de  6  lettres  6  à  6,  ce  qui  donne  1  •2«3*4*5*6=720. 
La  1.1*®  verticale  a  5  nombres  à  placer  dans  les  10  cases 
entre  les  angles.  On  aura  donc  1 0  •  9  •  8  •  7*  6=30240  dans 
la  2.®  verticale.  Il  reste  5  nombres  à  combiner  5  à  5,  ce 
qui  dooine  l«2«3«4«5=t20:  on  aura  donc,  pour  le  cas 
particulier,  5040*720*302â0*120.  En  faisant  abstraction 
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des  8  positions  dont  chaque  cas  est  susceptible,  et  dont 
on  est  obligé  de  faire  état  lorsque  la  bordure  est  com- 
prise dans  une  autre ,  etc. ,  le  prodiût  ci-dessus  donne 
13,1 68,1 89,4aO,000.  Maintenant,  pubqu'on  a  109  ma- 
nières de  remplir  la  l*^»  horizontale  pour  les  deux  angles 
choisis,  et  qu'il  y  a  11  manières  de  composer  ces  angles, 
puisque,  de  plus,  il  y  a  162  Êiçons  de  &ire  la  première 
verticale ,  et  20  manières  de  composer  la  deuxième ,  on 
aura  109*11  -20  •162 =3,884,760,  pour  le  fiieteur  qui 
doit  nniltiplier  13,168,189,440,000.  On  suppose,  il  est 
yrai ,  que ,  pour  chaque  combinaison  de  la  première 
horizontale,  les  angles  étant  fixes,  on  aura  le  même 
nombre  de  combinaisons  que  pour  celle  qui  a  été  choisie» 
Cette  supposition  est  hasardée  :  car  ce  nombre  peut  être 
plus  grand  ou  plus  petit,  mais  il  no  s'éloignera  pas  beau- 
coup de  la  réalité.  Ce  serait  un  travail  considérable'  que  de 
faire  cette  recherche  :  il  suffisait  d'indiquer  le  moyen  d'y 
parvenir.  On  voit,  par  exemple,  qu'en  prenant  la  2.^  com- 
binaison de  la  l.re  verticale ,  qui  est  5,  6,  13,  19,  20,  il 
reste  4,  7, 8, 9, 10, 11,  12, 14, 16,  17, 18,  avec  lesquels  on 
peut  Eure  encore  62  de  20  &çons,  comme  pour  la  1J^ 
combinaison.  L'on  a  en  effet  : 

18  17  16  7  4   18  16  12  9  7   18  14  11  10  9 


14  9  4 


11  10  7   17  16  14  11  4 


12  11  4  11  90 

12  8  7  17  14  12  11  8 

«97  12  10  9 

10  9  8  18  14  12  11  7 

18  16  14  10  4  12  10  8 


14  8  7 
12  10  7 
12  9  8 
11  10  8 
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Resterait  à  Toir  si  pour  toute  autre  première  Tertieale 
on  aurait  toujours  20  combinaisons  pour  la  seconde;  en- 
suite si  pour  une  autre  horizontale  première  on  aurait  le 
même  nombre  de  premières  verticales ,  et  enfin  si  pour  les 
autres  angles  il  Tiendrait  le  même  nombre  dlioriaontales» 

Le  but  est  moins  ici  d'avoir  le  nombre  exact  de  combi- 
naisons que  de  Eure  voir  la  prodigieuse  quantité  de  ces 
combinaisons,  et  pour  un  cas  extrêmement  circonscrit* 

S'il  est ,  en  général ,  nécessaire/  pour  la  méthode  de  d'Chia 
en  Brajy  que  les  nombres  se  suivent ,  il  n'est  pas  indien- 
sable  que  la  bordure  extérieure  comprenne  les  premiers 
nombres,  et  les  bordures  intérieures  les  suivans  par  ordre. 
On  peut  donc  intervertir  cet  ordre.  Qu'on  suppose ,  pour  le 
carré  de  14,  par  exemple,  que  la  bordure  de  8  se  com- 
pose avec  les  14  plus  petits  nombres  :  ceDe  de  12,  avec  les 
22  suivans;  le  carré  central,  avec  les  8  qui  viennent aprè^i 
la  bordure  de  14,  avec  les  26  nombres  en  suivant;  celle  de  6, 
avec  les  10;  cdle  de  10,  avec  les  18,  toujours  par  ordre. 
Chaque  couple  vaut  197,  puisque  le  carré  de  14  est  196. 
En  conséquence  le  plus  petit  nombre  de  la  bordure  exté- 
rieure sara144-22-f  8+  1r=:  45.  n&udradonc  ajouter  44 
à  tous  les  petits  nombres  de  la  bordure  de  14,  dnlessus 
donnée.  On  ajoutera  14  à  ceux  de  la  bordure  de  12;  80 
aux  nombres  de  la  bordure  de  10;  celle  de  8  retient  les 
premiers  petits  nombr^  celle  de  6  aura  ses  petits  nombres 
augmentés  de  70.  G'es^'après  ces  bases,  et  les  bordures 
données  de  6,  8,  10,  12  et  14,  qu'a  été  &it  le  carré 
{figure  96,  planche  XVII). 

On  peut  obtenir  un  nombre  bien  plus  considérable  de 
combinaisons  si  Ton  ne  veut  pas  s'astreindre  à  prendre 
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des  petits  nombres  de  suite.  Soit,  par  exemple ,  pour  la 
bordure  de  6,  fiât  le  choix  des  6  plus  petits  et  des  4  der-^ 
iiiers.0naura1,2,  3,4,5,6.  ..15,169  17, 16;  la  somme 
est  87.  On  aura  donc  3  (a-f  ^)-|-4c=:87;  mais  on  ne 
pourrait  prendre  a-^b  parmi  les  grands  :  car  les  plus  pe- 
tits sont  15  et  16=  31 ,  et  3 «31  =93 >  87.  H  fiiut  donc 
que  3  (a  -f  ^)  soit  partie  des  6  fiua  petits;  et,  comme  a  +  b 
ne  peut  être  <  3,  la  plus  petite  valeur  serait  a  -f-  ^=3; 
ainsi  on  aurait  »(a  +  *)=9,  et  87—9=78;  mais  78  ne 
se  diyise  pas  par  ft.  D'une  autre  part  A-f  &  ne  peut  être 
pair,  puisque  3  (a-f  friserait  aussi  pair,  et  que,  retranché 
de  87,  il  resterait  impair  non  divisible  par  4.  Soit  donc 
a  +  fc=5.nvient87— 15=72,  et  c=18.  Ainsi  18+5 
=3  23  sera  la  somme  des  petits  nombres  de  chaque  ligne. 
Actuellement,  connaissant  la  plus  petite  râleur  àea  +  b, 
les  autres  s'obtiennent  en  ajoutant  4  à  la  ^^édente,  et 
l'on  aura  ^,  ^.  On  ne  peut  AToir  pour  {a  +  b)  d'autres 
valeurs  que  5  et  9  :  car  13  ne  pourrait  se  fiûre  arec  deux 
des  i^us  petits  nombres,  puisque  5  +  6  =  1 1 ,  qui  est  la 
plus  grande  somme.  jOn  peut  obtenir  5  par2  +  3  et  par 
1  +  4.  Si  l'on  met  aux  angles  2+  3,  on  aura  pour  la  pre- 
mière verticale  23—2=21 ,  qu'il  fiiut  bire  avec  un  des 
plus  petits  et  l'un  des  4  plus  grands,  comme  4  et  17.  De 
même,  23  —  3=20  se  construira  par  5  et  15.  Il  reste 
1,6^  16=223  pour  la  dernière  horizontale:  il  n'est  pas  dif- 
ficile de  voir  si  une  supposition  renferme  qudque  contra- 
diction. 

n  n'eM  pas  même  nécessaire  que  les  deux  suites  de 
nombres  soient  coiÀposées  de  petits  nombres  par  ordre. 
Ainsi,  pour  le  carré  de  8,  soient  choisb  S,  4,7, 8,  9, 10, 
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25,26,27,28,29,30,31,  32,  en  réservant  1,2,5,6p<mr 
&ire  partie  de  la  bordure  de  6.  La  somme  des  nombres 
choisis  est  269.  Soit  a  +  b  =7  ;  et  il  ne  peut  être  plus  petit , 
puisque  3-1-4  sont  les  deux  plus  petits  nombres  de  la  bor- 
dure de  8.  On  aura  3.7=21 ,  et  269—21  =248,  dont  le 
quart  est  62,  qu'on  peut  faire  par  30+ 32:  on  aura  donc 
7  +  62=69  pour  valeur  de  chaque  ligne.  La  pvemière  ver- 
ticale doit  avoir  encore  69 — 3=66,  qui  peut  s'obtenir 
par  7  +  28  +  31 5  la  seconde  verticale,  à  laquelle  il  fiiut 
69  — 4  =  65, peut  se  former  par  9  +  27+29  :  il  restera 
8, 10, 25, 26 , dont  la  somme  est  69,  comme  cela  doit  être, 
pour  la  dernière  horiiontale. 

Passant  à  la  bordure  de  6,onadéjà  1 , 2,5, 6.  Que  l'on^ 
prenne  encore  15, 16, 17,  IS,  19,20  pour  les  six  autres 
petits  :  la  somme  est  1 19.  Que  l'on  choisisse  pour  les  angles 
15+18=33;  iiviendra  3  •  33=9»,  et  1 19— 99=20,  dont 
le  quart  est  5,  qui  est  l'un  des  quatre  plus  petits,  et  con^ 
vient  :  donc  5  +  33=38  est  la  valeur  des  petits  nombres 
de  chaque  ligne.  Maintenant,  38  — 15=23,  valeur  des  2 
petits  à  ajouter  à  l'angle  de  la  l.re  verticale.  On  peut  iaire 
23  par  6 +  17;  ensuite  38— 18  =  20;  qu'on  peut  effectuer 
par  1  +  19  pour  la  2fi  verticale;  il  reste  2,  20,  16  qui 
donnent  38  pour  valeur  des  3  petits  nombres  de  la  der- 
nière horizontale.  Le  carré  de  4  se  bit  par  les  deux  séries 
11 ,  12, 13, 14 21 ,  22 ,  23,  24  et  complémens. 

Cet  exemple  montre  qu'on  peut  donner  de  l'extension  à 
la  méthode  de  d'Ons  en  Braj;  mais  eDe  suppose  toujours 
que  le  carré  central  est  4  ou  un  multiple  de  4,  et  que  la 
somme  des  petits  nombres  est  la  même  pour  chaque  ligne, 
n  n'j  a  que  les  différences  qui  pourraient  donner  toutes 
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les  combinaisons ,  d'autant  mieux  qae  les  progressions  ponr 
le  carré  central  peurent  varier  à  fantaisie.  Gomme  on  s'est 
asses  étendu  dans  la  première  partie,  sur  la  manière  d'ob- 
tenir les  diflférences  pour  les  bordures,  on  ne  donnera 
que  peu  d'exemples  pour  les  bordures  paires. 

On  a  dit  que  la  méthode  de  d'Ons  en  Braj  supposait 
le  carré  central  de  4  ou  son  multiple;  mais  il  fiiut  entendre 
le  carré  à  toutes  bordures,  sauf  ce  carré  central  de  4  ou 
son  multiple  :  car  on  pourrait  très-bien  ne  prendre  qu'une, 
deux,  etc. y  bordures,  et  le  carré  central  aurait  sa  racine 
divisible  seulement  par  2.  Ainsi  pour  8  de  racine  on  au- 
rait le  carré  central  de  6 ,  si  l'on  ne  veut  qu'une  bordure, 
-et  la  méthode  est  applicable* 

S  2. 

«ORDURES    PAR    LES    DIFF^RENCBS» 

Puisque  chaque  terme  d'une  progression  vaut ,  l'un  dans 
l'autre,  un  demi-couple,  et  qu'un  couple  est  un  nombre 
impair  lorsque  la  racine  est  paire,  il  suit  que  le  demi- 
couple  est  composé  d'un  entier  et  de  la  fraction  {• 

Il  est  clair  qu'on  suppose  une  progression  composée  de 
nombres  alternativement  pairs  et  impairs  :  car  s'ib  étaient 
tous  pairs  ou  impairs,  chaque  couple  serait  pair,  et  par 
conséquent  chaque  terme  vaudrait  un  entier;  mais  dans  ce 
qui  suit  on  suppose  la  progression  naturelle  commençant 
par  l'unité,  puisqu'on  peut  y  rapporter  toutes  les  autres. 

Chi  a  déjà  dit  qu'il  était  plus  ûicile  de  composer  les 
bordures  qui  avaient  un  grand  nombre  de  termes  que  celles 
qui  en  exigent  moins  :  c'est  pourquoi  il  est  bon  de  com- 
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mencer  par  ces  dernières  lorsqu'on  peni  choisir  saf  Ions 
les  termes*  Par  exemple,  qa'il  &ille  fiiire  la  bordure  de  6 
au  carré  de  A,  et  que  Topération  se  termine  là;  cette  bor- 
dure y  contenant  moins  de  combinaisons ,  s'obtiendra  moins 
Êicilement  que  si  l'on  ami  à  la  construire  aTec  eeHe  de  8^ 
ou  de  8  et  10)  etc.  :  car  dans  ce  dernier  cas  on  peut  choi- 
sir sur  tous  les  nombres  réservés,  après  la  formation 
préalable  du  carré  de  4. 

ARTICLE  PREMIER. 

BORDORB    DB    6. 

Qu'on  ait  choisi  pour  le  carré  oentral  les  progressions 

1  «StS*? 10*12*14«16  et  complémens  :  il  restera 

2,  4, 6,  8,  9,  11 ,  13, 15,  17,  18.  Chaque  couple  vaut 

36+l=37;chaqueterme,^  =  18,5.  Soit  le  tableau  des 

différences  en  plus  et  en  moins ,  des  nombres  ci-dessus  : 

2+16,5—85  11+7,5—26 

4+14,5—33  13+5^—24 

6+12,5—31  15  +  3,5—22 

8+10,5—29  17+1,5—20 

9+  9,5—28  18+0,5-19 

On  peut  fiiire  l'horizontale  par 

16,5+14,5— 12,5— 10,5— 7,5— 0,5=d0 
La  première  verticale  peut  être 

16,5— 14,5— 9,5+5,5+3>-,1^=« 
Il  &ut  toujours,. comme  on  l'a  fiiit  observer ,  qu^  j  ait 
deux  différences  communes,  dont  une  avec  changement 
de  signe*  Celle  qui  conserve  le  sien  est  à  l'angle  commun 
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des  deux  lignes  y  et  ceUe  dont  le  signe  est  ebangé  se  place 
à  l'autre  angle  de  l'horizontale ,  et  le  complément ,  indi- 
qué par  le  changement  de  signe  ^  à  l'angle  inférieur  de  la 
Terticale.  Ces  deux  lignes  une  fois  formées,  les  complé- 
mens  achèrent  la  bordure.  Si  l'on  substitue  les  nombres 
aux  différences ,  ayant  égard  aux  signes,  on  aura  le  carré 
ifigure  97,  planche  XVII). 

ARTICLE  II. 

CARRi    DB    10    ▲    3    BORDUBBS. 

Soit  supposé  le  carré  central  formé  par  les  progressions 
5-9*13«17. . .  19*23*27«  31,  et  complémens  à  101. Cha- 
que terme  Tant  50,5.  Soit  composée  la  bordure  de  6  par 
les  différences  :  les  suivantes,  19,%  23,5;  27,5;  31,5;  33,5; 
37,5;  41,5;  45,5,  étant  celles  des  nombres  du  carré  cen- 
tral,  ne  seront  pas  employées. 

—46,&— 47,5— 44,5+49,5+48,5+40,5. . .  horiïontale. 

—46,5+47,5+36,5+  34,5—39,5—32,5. . .  yerticale. 

n  j  a  une  foule  d'autres  manières  de  former  ces  diffé- 
rences égales  à  0 ,  parce  que  l'on  choisit  sur  un  grand 
nombre.  Substituant  les  nombres  aux  différences,  il  Tiendra 

97  98  95    1     2  10  horicontale. 
97    3  14  16  90  83  verticale. 

97  est  l'angle  commun;  98  est  l'autre  angle  de  l'hori- 
zontale ;  son  complément  3  est  l'autre  angle  de  la  rerti' 
ticale.  Le  complément  4  de  97  serait  au  4.®  angle. 

Il  est  devenu  inutile  de  former  le  tableau  entier  des 
différences  et  des  nombres  correspondans.  On  peut  en- 


512 


GAKKé   DE   10   A    3    BORDVBBS. 


GOie  s'en  dispenser  pour  la  bordure  de  8,  qui  serait  &  vo- 
lonté, 
«3^  +  42,5+38^—35,5—30,5—29,5—» 

17,5—11,5 i 

43,5-/112,5  +  28,5+26,5—25,5—24,5—1 

22,5+16.5. j 

Les  nombres  correspondans  sont 

7    8  12  86  81  80  68  62. . .  horuontale. 
7  93  22  24  76  75  73  34. . .  verUcale. 

Les  nombres  et  les  difiTérences  non  employés  sont  : 


horisontale. 


Terticale. 


29+21,5—72 
80+20,5—71 
32+18,5—69 
35+15,5—66 
36+14,5—65 
37+13,5—64 
38+12,5—63 
40+10,5—61 
41+  9,5-60 


42+8,5-59 
43+7,5—58 
«8+6,5-57 
a5+5,5__56 
46+4,5—55 

48+2,5—53 
49+1,5—52 
50+0,5-51 


Qu'on  prenne  an  hasard,  pour  fhorisontak  de  la  3.< 
bordure, 
21,5+20,5+18,5-10,5-12,5-13,5->  bori«,ntale : 

14,5-15,5+9,^-3,5 J 

on  pourra  Ëiire  la  verticale  arec  les  différences 
21,5—20,5+8,5  +  6,5+2,5+0,5—7,5—1 

5,5— 4,5;— 1,5 j 

Les  nombres  correspondans  sont: 
29  30  32  61  63  64  65  66  41  54. . .  horisontale. 
29  71  42  44  48  50  58  56  55  52. ..  verticale. 


verticale. 
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On  v<Ai  qu'on  est  arrivé  assez  promptement  à  trouyer 
les  3  bordures;  et  en  même  temps  on  peut  se  convaincre 
de  l'avantage  immense  qu'offre  ce  procédé  sur  celui  de 
d'Ons  en  Braj  :  car  il  est  au  moins  aussi  expéditif ,  et  d'une 
tout  autre  étendue» 

n  est  inutile  de  s'appesantir  davantage  sur  les  bordures  sé- 
parées. La  marche  est  sûre,commode,sans  exception,surtout 
si  l'on  agit  comme  on  l'a  déjà  fait  observer,  et  si  l'on  con- 
serve les  pi  us  petites  différences  pour  la  dernière  bordure 
à  construire.  On  va  d'ailleurs  en  fkire  des  applications  plus 
importantes  dans  les  carrés  à  compartimens  et  bordures. 

S  3. 

CARUlSs   A   GOMPAETIHENS   ET   BORDURES, 


ARTICLE  PREMIEB. 

€ARRi    J>B    iH. 

Quoique  Ift  de  racine  ne  se  divise  que  par!2,  ou  soit 
pairement  impair^on  ramène  facilement,  au  moyen  de  bor-^ 
dures,  ce  carré  à  ceux  dont  la  racine  se  divise  par  U  :  ainsi , 
faisant  une  bordure,  il  reste  le  carré  central  de  12,  qu'on 
peut  partager  en  A  carrés  de  36  cases ,  qui  seront  égaux 
en  prenant  1 8  nombres  et  leurs  complémens.  Qu'on  choi* 
sisse  donc  à  fantaisie  les  progressions: 

5*  7.  9. . .    39, et  complémens  158*1 60. . .  192  l.^-e série. 

2.  6*10.  • .   70,  et  complémens  127*1 31. . .  195  2.e  série. 

a-  8.12. . .  72,  et  complémens  125.129. . .  193  3.«  série. 
43.47.51 ...  1 1 1 ,  et  complémens    86.  90. . .  1 54  4.e  série. 

TOH.    I.  33 
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On  voit  que  la  1/«  progression  n'a  pas  la  même  diffé- 
rence qae  les  trois  antres.  Il  reste  &  former  la  bordnre 
générale.  Comme  on  connaît  les  nombres  qui  ne  doirent 
pas  en  Ëdre  partie,  et  que  chaque  terme  vaut  *-f-=98^, 
on  aura  tellement  le  tablean  des  différences. 

1  +  97,5  —  196  77  +  21^  —  120 

3  +  95,5  _  194  78  +  20,5  —  119 

41  +  57;i  —  156  80  +  18,5  —  117 

45  +  53,5  —  152  81  +  17,5  —  116 

49  +  49,5  —  148  82  +  16,5  —  115 

53  +  45,5  _  144  84  +  14,5  —  113 

57  +  41,5  —  140  85  +  13,5  —  112 

61  +  37,5  —  136  88  +  10,5  —  109 

65  +  38,5  —  132  89  +    9,5  —  108 

69  +  29,5  —  128  92  +    6,5  —  1(6 

73  +  25,5  —  124  93  +    5,5  —  104 

74  +  24,5  —  123  96  +    2,5  —  101 
76  +  22,5  —  121  97  +    1,5  —  100 

La  l.i'e  horizontale  peut  se  former  à  Tolonté ,  comme 

25,5—29,5+57,5+49,5-1-18,5+14,5+) 
10,5+  5,5  —45,5  -^  37,5—21,5  — 17,5— >=« 
16,5—13,5 J 

25,5+29,5+97,5-95,5—53,5+41,5—) 
33,5+  24,5 —22,5  +  9,5—6,5+  2,5+ 1,5[=0  rerticale. 
-20,5 ) 

Les  nombres  correspondans  sont 

73  41  49  80  84  88  93  1M  136 120  116i       .      .  , 
115  112  128  angle ) 
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73  1  194  t52  57  132  74  121  89  105  96)      ,.    , 
*x«  ^^^  /»^        .  > verticale. 

97  119  69  angle ) 

Tous  ces  nombres  9  à  l'exception  des  angles  73,  128, 
69 ,  peuvent  se  placer  dans  les  12  cases  de  leur  ligne,  à 
iantabie,  ce  qui  donnerait,  pour  cette  seule  bordure,  d'a- 
près le  choix  arbitraire  des  différences ,  et  les  angles  fixes, 
le  carré  central  à  volonté  (1.2.3. . .  ia)«=(  479,001 ,600)* 
combinaisons. 

Dans  les  séries  réservées  pour  les  carrés  partiels  de  6 , 
on  a  choisi,  pour  le  1«^'  carré  central, les  progressions 
5.  9.13.17....23»27*31*   35 
Pour  le  2.^. .     2 .  14  .  26  *  38. ... 22.  34  •  46*  58 

Pourle3.e...     4*   8*12.16 48.52.56*  60 

Pour  le  4.e...  47  .55 .63. 71.. ..83  .91 .99.107 

Les  complémens  achèvent  les  carrés,  qui  sont  arrangés 
d'après  la  méthode  expéditive.  On  voit  que  ces  progres- 
sions n'ont  pas  la  même  différence  :  celle  du  1  .^r  carré  est  4; 
celle  du  2.e  est  12;  le  3.^  a  la  différence  4;  et  le  4.e  la  dif- 
férence 8.  La  bordure  de  chacun  se  compose  avec  les  nom- 
bres restans,  et  choisis  pour  chaque  carré  partiel. 

Voici  ces  nombres  et  les  différences  pour  chaque  carré 
de  6  avec  bordure  : 

l.resÉRiB.  29  +  69,5—  168 

7  +  91,5-190  33  +  65,5-164 

11  +  87,5  —  186  ^  +  6*'^  ""  ^^® 

15  +  83,5  —  182  39  +  59,5  —  158 

19  +  79,5  —  178  2.e  SÉRIE. 

21  +  77,5  —  176  6  +  92,5  —  191 

25  +  73,5  —  172  10  +  88,5  —  187 
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18  +  80^  — 179  M  +  54,5  —  153 

30  +  68,5  —  167  64  +  34,5  —  133 

42+56,5  —  155  68  —  30,5  —  129 

50  +  48,5  —  147  72+26,5  —  125 
54+44,5  —  143  4.»  si  ait. 

62+36,5-135  43  +  55,5-154 

66  +  32,5-131  5t +47,5-146 

70  +  28,5-127  59  +  39,5-138 

3.esiRiE.  67  +  31,5  —  130 

20  +  78,5—177  75  +  23,5  —  122 

2a  +  74,5  —  173  79  +  19,5  —  1 18 

28  +  70,5  —  169  87  +  11,5  —  110 

82  +  66,5  —  165  95+    3,5  —  102 

36  +  62,5  —  161  94+    4,5  —  108 

40  +  58,5  —  157  86  +  12,5  —  111 
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Gomme  il  est  moins  fiicile  de  fidre  les  bordures  lors- 
qu'il j  a  peu  de  différences,  qu'eOes  sont  grandes,  et  à 
des  interralles  éloignés ,  on  a  chobi  à  dessein,  pour  les 
carrés  partiels,  et  pour  la  bordure  générale,  des  progres- 
sions qui  ofiraient  ce  genre  de  difficulté,  La  méthode  n'est 
pas  moins  directe,  quoiqu'on  puisse,  dans  certains  cas, 
être  obligé  de  changer  quelque  différence  adoptée  d'abord; 
mais  ouToit  bientôt  par  quelle  autre  elle  doit  être  rem- 
placée pour  avoir  0 ,  qui  est  la  somme  de  toutes  les  diffé- 
rences d'une  même  ligne* 

Ainsi,  par  exemple  t  que  l'on  ait  choisi  pour  horizontale 
de  la  bordure  du  1.^  carré  partiel  ci-dessus  les  différences 
91,5+87,5  — 83,5— 79,5— 77,5  +  61,5:  il  resterait  les 
quatre  différences  59,5;  69,5;  65,5;  73,5.  Il  s'agit  de  savoir 
si  l'on  peut  &ire  la  yerticale  dans  cette  supposition.  C'est 
un  des  cas  les  plus  compliqués,  puisqu'il  y  a  peu  de  diffé- 
rences, que  ces  différences  sont  grandes,  et  les  interralles 
très-inégaux,  n  faut  alors  ajouter,  deux  à  deux,  les  diffé- 
rences de  l'horisontale ,  en  changeant  le  signe  de  l'une 
d'elles,  de  manière  à  se  contenter  d'un  résultat  positiC  II 

viendrait  91 ,5— 87,5=4 91,5+88,5=175 

91,5  +  79,5=171 91,5+77,5=169 91,5  — 

61,5=30. 87,5+83,5=171 87,5  +  79,5= 

167. ....  87,5+77,5=165 87,5—61,5=26 

83,5— 79,5=a 88,5—77,5=6 83,5+61,5 

=145 79,5—77,5=2 79,5  +  61,5=141 

77,5+61,5=139. 

Il  faut  voir  maintenant  si,  en  i^outant  les  différences  res- 
tantes ou  les  quatre  ensemble ,  ou  trois  seulement  en  sons- 
trajant  la  4.® ,  ou  enfin  deux  en  étant  de  leur  somme  celle 
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des  deux  autres,  3  y  a  qudiju'un  de  ces  résultats  qui  soîl 
égal  à  l'un  de  ceux  ci-dessus.  U  ne  but  s'occuper  que  de 
résultats  positifs* 

n  est  d'abord  claLr  qu'on  ne  peut  ajouter  les  quatre  diffé^ 
rences ,  puisque  leur  somme  268  est  plus  grande  qu'aucun 
des  nombres  trouvés  ci-dessus. 

Ajoutant  3  différences ,  et  soustraction  laite  de  la  4«® ,  on 

aura  59,5+  65,5+73,5—69,5  =  129 59,5  +  73,5 

+  69,5— 65,5=:137. 59,5+69,5  +  65,5—73,5= 

121 73,5+69,5  +  65,5—59,5  =  149,  ce  qui  ne 

donne  aucun  des  résultats  cherchés. 

Si  l'on  n'ajoute  que  deux  différences,  et  qu'on  soustraie 
les  deux  autres,  il  viendra  73,5  +  65,5  —  5d!,5  —  69,5  =: 

10. 69,5  +  65,5—59,5—73,5=2 73,5  + 

69,5 — 59^ — 65,5=:  18.  fln'y  a  que  2  qui  convienne,  et 
la  verticale  peut  et  doit  être  : 

—77,5+79,5  +  59,5  +  73,5— 69,5 --6^,5. 

(hi  agira  de  même  dans  tous  les  cas  analogues;  et  cette 
manière  d'opérer,  qui  est  la  seule  directe,  donnera  le 
moyen  d'obtenir  toutes  les  combinaisons,  lorsqu'on  aura 
choisi  arbitrairement  usa  horizontale,  pour  arriver  aux 
verticales  qui  y  r^K>ndent. 

L'opération  ci-dessus  repose  sur  le  seul  principe  que  la 
somme  des  différences  pour  chaque  ligne  est=:0.  En 
ajoutant  donc  les  différences  deux  à  deux  de  l'horisontale, 
en  changeant  le  signe  de  l'une  d'elles,  on  obtient  tous  les 
systèmes  d'angles  de  la  verticale  :  il  iaut  donc  que  les  diffé- 
rences restantes  donnent  une  somme  laquelle,  avec  la 
différence  de  différence  des  an^es,  soit  =:  0. 

Au  reste  ce  n'est  guère  que  pour  la  bordure  de  6  qu'on 
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peat  rechercher  la  yerticale  par  ce  moyen ,  à  moins  qa'on 
ne  renille  avoir  tontes  les  verticales  ponr  nn  système 
chobi  d'horizontale. 

ARTICLE  IL 

gàee£  bb  20. 

Si  Fon  vent  avoir  ce  carré  avec  deux  bordures  gêné* 
raies  et  quatre  carrés  égaux  de  8  avec  deux  bordures,  on 
arrivera  promptement ,  et  avec  un  peu  d'attention,  au  ré- 
sultat par  le  moyen  suivant» 

Qu'on  laisse  les  72  premiers  nombres  et  les  72  derniers 
pour  les  deux  bordures  générales;  qu'on  prenne,  par  ordre 
et  en  suivant,  de  73  à  86  pour  la  bordure  de  8  de  l'un  des 
carrés  partiels,  ensuite  de  87  à  96  pour  celle  de  6  du 
môme  carré,  enfin  de  97  à  104  pour  le  carré  central.  On 
aura  l'un  des  carrés  de  8  à  deux  bordures;  et,  comme  ils 
sont  tous  quatre  égaux ,  on  placera  ce  carré  où  l'on  vou- 
dra. Quant  aux  trois  autres,  il  n'y  aura,  tant  pour  les  bor^- 
dures  que  pour  le  carré  central  de  ft,  qu'à  les  former 
comme  le  précédent  Ainsi,  pour  celui  qui  comprendra  les 
nombres  de  105  à  136,  on  l'obtiendra  sur  le  champ  en 
ajoutant  32  aux  termes  do  précédent  :  car  32  +  73= 105, 
etc.,  et  de  même  encore  32  aux  termes  de  celui-ci;  enfin 
32  aux  termes  de  ce  dernier,  ce  qui  se  réduit  à  ajouter  32 
au  termes  du  l.^»*,  pour  avoir  le  second;  puis  6ft  pour 
obtenir  le  trobième;  enfin  96  pour  arriver  au  quatrième. 

n  résulte  de  ce  qui  précède,  qu'il  suffit  de  fiiire  les  deux 
bordures  générales  et  les  deux  du  premier  carré  oentral; 
le  reste  s'ensuit. 
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La  première  horizontale  de  la  bordore  extérieure  a  été 

construite  par  les  différences. 

199^  +  191^+  190,5  +  189,5+188,5+172,5+171,5 
+ 170,5  + 169,5  +  166,5  — 162,5—163,5— 164,5— 
165,5—183,5  —  195,if*— 196,5— 197,5— 198,5;  angle 

—  182,5. 

La  première  yerticale,  par  les  différences. 
199,5+  192,5  +  193,5  + 194,5  +  167,5  + 168,5  + 160,5 

+  161,5  + 179,5—173,5—174,5—175,5— 176,5  — 

177,5— 178,5—184,5—185,5  — 186,5  — 187,5;  angle 

+  182,5. 

La  première  bordare  générale  a  eu  pour  korizontale 
—181,5—129,5—128,5—134,5—137,5—138,5—133,5 

—180,5+156,5+157,5+158,5+159,5+145,5+146,5 

+  130,5  + 131,5  +  132,5—154,5  angle. 

La  première  verticale  aété  formée  par 
—181,5+139,5  +  140,5+141,5+148,5+150,5+151,5 

+  152,5  + 155,5—135,5—136,5  — 142,5  — 143,5  — 

144,5—147,5—149,5—153,5+154,5  angle. 

Quant  à  la  bordure  extérieure  du  premier  carte  de  8, 
lixorizontale  est 
127,5  +  124,5+115,5  —  116,5  —  119,5—125,5—126,5 

+  120,5  angle. 

La  verticale  est  composée  par 
127,5+  122,5  +  118,5+  114,5—117,5  —  121,5—123,5 

—  120,5  angle. 

La  première  bordure  dudit  carré  partiel,  ou  la  bordure 
du  carré  de  6,  est ,  pour  l'horixontale , 
113,5+ 109,5— 107,5— 1 11,5— 112,5+108,5  angle. 
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Pour  la  première  yerticale  : 

113,5+106,5  +  104,5— 105,5— 110^— 108,5  angle. 

n  est  inutile,  comme  on  Toit,  de  former  le  tableau  des 
diflërences ,  et  Ton  a  opéré  immédiatement  et  arec  promp- 
titude» II  ne  reste  qu'à  substituer  les  nombres  aux  di£fé« 
renées,  et  Ton  aura  le  carré  {fi^rt  100,  planche  XYIL) 

ARTICLE.  III. 

CÂERi  Dl   30. 

Indépendamment  des  bordures  générales ,  on  peut  avoir 
des  carrés  partiels  avec  bordures  générales,  et  divisés  en 
d'autres  carrés  avec  bordures.  Ainsi,  pour  le  carré  de  30, 
si  Ton  (ait  une  bordure  générale ,  il  restera  quatre  carrés 
de  14, lesqueb  peuvent  être  égaux.  Si  on  leur  donne  à 
chacun  une  bordure  générale,  on  pourra  partager  chaque 
carré  de  12  en  quatre  carrés  de  6 ,  et  donner  à  chacun  de 
ces  derniers  une  bordure;  il  restera  le  carré  de  ft  centrai. 
Pour  arriver  promplement  au  résultat,  que  Von  prenne 
les  1 16  nombres  du  milieu  de  la  progression  pour  la  bor- 
dure générale  :  il  restera  les  392  premiers  petits  nombres. 
Soient  choisis  les  26  premiers  et  complémens  pour  la  bor- 
dure de  1 4 ,  les  26  suivans  pour  que  autre  bordure  de  1 4,  et 
ainsi  de  suite:on  aura  pris  104  petits  nombres  sur  les  392 
restans  :  on  en  aura  donc  encore  28&  Qu'on  prenne  les  dix 
suivans  pour  une  des  bordures  de  6  :  comme  ona  16  carrés 
de  6,  on  aura  pris  160  petits  nombres;  il  restera  128  pour 
les  16  carrés  centraux  de  4. 

U  est  aisé  de  voir  qu'après  avoir  construit  la  bordure 
générale,  et  l'un  des  carrés  de  14,  les  trob  autres  s'obte- 
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naîent  sans  calcul,  en  ajoutant  à  tous  les  nombres  de  ce 
carré  de  14  des  nombres  constans^  que  l'on  détermine  fisb- 
cilement.  Il  est  entendu  que  cette  addition  n'a  lieu  qu'à 
l'égard  des  petits  no0d)res;il  jaurait,au  contraire,  à  sous- 
traire des  oomplémens. 

H  suit  de  ce  qui  précède  que  la  décomposition  en  com- 
partimens  fecilite  singulièrement  la  construction  des  car- 
rés; et,  qudque  admirable  que  soit  cette  forme  de  carrés 
magiques,  c'est  la  plus  commode  et  la  plus  expéditive  de 
toutes  les  méthodes  pour  les  composer.  On  trourera  le  carré 
de  30  (  planche  Wm^figure  101.) 

ARTICLE  ly. 

ClR&i   DB   40. 

On  terminera  par  le  carré  de  AO  ce  que  l'on  avait  à  dire 
sur  les  carrés  dont  la  racine  se  divise  par  4  ;  on  parait  com- 
pliquer ce  carré,  mais  il  est  &cile  de  voir  qu'il  ne  s'agit 
que  de  procéder  avec  ordre  et  un  peu  d'attention. 

On  a  formé  deux  bordures  générales;  il  est  resté  le 
carré  de  36;  et,  comme  ce  nomlnre  =  3«  12,  on  peut  Êdre 
neuf  grands  carrés  de  12  de  cdté,  et  de  même  valeur.  Il 
suffit  de  prendre  pour  chacun  72  nombres  et  leurs  cont- 
plémens.  Il  deviendra  dès-lors  indifférent  de  placer  ces 
carrés  comme  l'on  voudra.  Pour  j  mettre  de  la  sjmétrie 
{ planche 'JuX  ^  ^gure  102),  on  a  composé  ces  grands 
carrés  comme  on  le  voit  à  la  figure,  et  cette  combinaison 
adoptée  n'est  qu'une  des  innombrables  manières  de  dispo- 
sition de  ces  carrés. 

Puisque  12=;3«4,  on  peut  laireouO  carrésde  16cases, 
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OU  16  carrés  de  9  cases.  lies  premiers  peuvent  être  égaux, 
en  chobissant  8  nombres  et  leurs  complémens;  quant  aux 
seconds,  puisque  le  nombre  des  cases  est  impair,  on  ne 
peut  les  rendre  égaux  au  mojen  des  complémens;  maïs  il 
peut  y  avoir  huit  de  ces  carrés  composés  de  petits  nombres , 
et  huit  autres  des  complémens., Alors  ces  carrés  seront 
consid^és  comme  de  simples  nombres,  et  arrangés  par 
la  méthode  du  carré  de  ft.  Les  complémens  suivront  la 
progression  des  petits  nombres.  On  a  fonné  deux  canrésde 
1 2  d'aprôs  Fun  des  systèmes ,  et  deux  carrés  d'après  l'autre. 
Un  cinquième  carré  a  été  £dt  avec  deux  bordures ,  et  carré 
central  de  8;  un  sixième  sans  bordure  ni  compartiment; 
deux  autres  ont  deux  bordures  avec  carré  central  de  8  par- 
tagé en  quatre  carrés  de  1 6  cases  tous  égaux;  enfin  le  neu- 
vième carré  a  quatre  bordures ,  et  carré  central  de  ft.  Tous 
ces  carrés  ont  été  disposés  avec  symétrie  dans  le  grand 
carré  de  36. 

Yoici  les  progressions  choisies  pour  les  carrés  de  12. 


6.   a.  jo.. 

..148 

1595.1593....  1453 

11.  13.  15.. 

..153 

1590. 1588....  1448 

155.156.157.. 

..226 

1446.1445....  1375 

236.238.240.. 

..878 

1365. 1363.. ..1223 

380.381.382.. 

..451 

1221. 1220....  1150 

460.463.466.. 

..673 

1141.1138....  928 

462.465.468.. 

..675 

1139.1138....  926 

679.680.681.. 

..750 

922.  921....  851 

237.239.241.. 

..379 

1364. 1362....  1222 

Les  progressions  à  gauche  sont  celles  des  petits  nombres, 
celles  de  droite  sont  celles  des  complémens.   Les  diffé- 
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reooes  ne  sont  pas  les  mêmes, 

ce  qui  est  indifférent  :  car 

U  soflSt  que  chaque  cane  soit  composé  de  deux  séries,  dont 

l'une  des  petits  nombres,  et  l'autre  deknrs oomplémens, 

pour  que  ces  carrés  aient  une 

même  somme  à  chaque 

ligne. 

L'inspection  de  la  figure  montre  les  progressions  parti- 

culières pour  chaque  carré  central  on  de  compartiment; 

les  bordures  particulières  se  composent  des  nombres  res- 

tons; quant  aux  différences  pooi 

r  les  deux  bordures  géné- 

raies,  en  Toici  le  tableati.  Le  couple  vaut  1601 ,  chaque 

terme  l'un  dans  Fautre  est  800,5. 

1+799,5  —  1600 

235  +  565,5  —  1366 

2  +  798,5—1599 

452+348,5  —  1149 

8  +  797,5  —  1598 

453  +  847,5  -  1148 

4  +  796,5  —  1597 

454  +  846,5  -  1147 

5  +  795,5  —  1596 

455  +  345,5  -  1146 

7  +  793,5—1594 

456  +  344,5  —  1145 

9  +  791,5—1592 

457  +  343,5  —  1144 

150  +  650,5  —  1451 

458  +  342,5  —  1143 

152  +  648,5  —  1449 

459  +  341,5-1142 

154  +  640,5  —  1447 

461  +  839,5  —  1140 

227  +  573,5  —  1374 

464+836,5  —  1137 

228  +  572,5—1373 

467  +  333,5  —  1114 

229  +  571,5  —  1372 

470  +  830,5  —  1131 

230  +  570,5  —  1371 

473  +  827,5  —  1128 

231  +569,5  —  1370 

476  +  324,5  —  1125 

232  +  568,5  —  1369 

479+321,5-1122 

233  +  567,5  —  1368 

482+318,5  —  1119 

334  +  566,5  —  1367 

485  +  315,5  -  1116 
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«88  +  812,5- 

•  1113 

678  +  222,5  — 

1028 

Ml  +  809^~ 

-1110 

581  +  219,5  — 

1020 

494 +  306,5 - 

-1107 

584  +  216,5  — 

1017 

497  +  303,5  - 

-1104 

587  +  213,5- 

101« 

500  +  300,5  - 

-1101 

590  +  210,5  - 

1011 

503  +  297,5- 

-1098 

593  +  207,5- 

1008 

506  +  294,5  - 

-1095 

596  +  204,5  — 

100!» 

509  +  291,5- 

-1092 

599  +  201,5  — 

1002 

512  +  288,5  - 

-1089 

602  + 198,5  — 

999 

515  +  285,5- 

-1086 

605  +  195,5  — 

996 

518  +  282,5- 

-1083 

608  +  192,5- 

993 

521  +  279,5  - 

-1080 

611  +  189,5  — 

990 

524  +  276,5- 

-1077 

614  +  186,5  — 

987 

527  +  273,5- 

-1074 

617  +  183,5  — 

984 

530  +  270,5  - 

-1071 

620  +  180,5  — 

981 

533  +  267,5  - 

-1068 

623  +  177,5  — 

978 

536  +  264,5- 

-1065 

626  +  174,5  — 

975 

539  +  261,5  - 

-1062 

629  +  171,5  — 

972 

542  +  258,5  - 

■1059 

632  +  168,5  — 

969 

545  +  255,5  - 

-1056 

635  +  165,5  — 

966 

548  +  252,5  - 

-1053 

638  +  162,5  — 

963 

551  +  249,5  - 

•1050 

641  +  159,5  — 

960 

554  +  246,5- 

-1047 

644  +  156,5  — 

957 

557  +  243,5  - 

-1044 

647  +  153,5  — 

954 

560  +  240,5  - 

-1041 

650  +  150,5  — 

951 

563  +  237,5- 

-1038 

653  +  147,5  — 

948 

566  +  234,5- 

-1035 

656  +  144,5  — 

945 

569  +  231,5  - 

-1032 

659  +  141,5  — 

942 

572  +  228,5  - 

■1029 

662  +  138,5  — 

939 

575  +  225,5  - 

■  1026 

665  +  135,5  — 

936 
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627 

668  +  132,5-' 

983 

773  + 

27,5  — 

828 

671  +  129,5  — 

930 

774  + 

26,5  — 

827 

674+126,5  — 

927 

775  + 

25,5  — 

826 

676  +  124,5  — 

925 

776  + 

24,5  — 

825 

677  +  123,5  — 

924 

777  + 

28,5  — 

824 

678+122^  — 

923 

778  + 

22,5  — 

828 

751+   49,5  — 

850 

779  + 

21,5  — 

822 

752+    48,5  — 

849 

780  + 

20,5  — 

821 

753+   47,5^ 

848 

781  + 

19,5  — 

820 

754+   46,5  — 

847 

782  + 

18,5  — 

819 

755+    45,5^ 

846 

783  + 

17,5  — 

818 

756+    44,5  — 

845 

784  + 

16,5- 

817 

757+    43,5  — 

844 

785  + 

15,5  — 

816 

758+    42,5  — 

843 

786  + 

14,5  — 

815 

759+   41,5  — 

842 

787  + 

13,5  — 

814 

760+    40,5  — 

841 

788  + 

12,5- 

813 

761  +    89,5  — 

840 

789  + 

11,5- 

812 

762+    38,5  — 

839 

790  + 

10,5  — 

811 

763+    37,5  — 

838 

791  + 

9,5- 

810 

764+    36,5  — 

837 

792  + 

8,5  — 

809 

765+    35,5- 

836 

•      793  + 

7,5- 

808 

766+    34,5  — 

835 

794  + 

6,5  — 

807 

767+    33,5  — 

834 

795  + 

5,5  — 

806 

768+    32,5  — 

833 

796  + 

4,5- 

805 

769+    31,5  — 

832 

797  + 

3,5- 

804 

770+    80,5  — 

831 

798  + 

2,5- 

803 

771  +    29,5  — 

830 

799  + 

1,5- 

802 

772+   28,5  — 

829 

800  + 

0,5  — 

801 

On  voit  par  ce  tableau  que 

les  différences  ne  se  sairent 
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pas  régulièrement,  excepté  depuis  751 ,  et  ce  i  raison 
des  séries  arbitrairement  choisies  pour  les  carrés  partiels. 
Il  est  inutile  de  donner  les  bordures  pour  les  carrés  par- 
tiels :  on  les  trouve  &cilement  au  moyen  des  séries  em- 
ployées aux  carrés  centraux. 

Voici  pour  lliorizontale  de  la  bordure  générale  exté- 
rieure. 

793+570+336+300+297+216+204+156+158 
+  147+141  +  124+123+122+20+12  +  10+9+ 
8—566—565—650—333—306—219—207—201 
-189—165—144—138-129—126—43—80—22 
—19—18—14  +  343  angle. 
La  verticale  est 
793+648+571+567+348+346  +  339+324+321  + 
309+294  +  291+285+276+273-795—791—572 
—569—318—234—222—270—213—186-180— 
168—162—159-150—210—135—132—49—47 
— 45— 17  — Il  _2— 343  auÉ^es. 
L'horizontale  de  la  première  bordure  on  de  38  est  : 
347+ 568+799+646  +  573+282+279  +  249+240+ 
237+  39+37  +  29—27—798—342—38-  40—344 
-345-341  —330—315—288—252—243—225— 
192—174—36—32—171—83—34—28—13—6 
+  327  angle. 

La  verticale  se  compose  des  différences  restantes  comme 

suit  : 

347  +  797+303+255  +  246+267+231+195  +  183 
+  48+46  +  35+31+25  +  23+16  +  4—796—312 
—264  —  261—258—228  —  198—41  —  177  —  26 
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*^24^21-^15— 7— 5—3— 1-0—42— M-- 327 

n  est  à  remarqaer  qtie  fontes  les  différences  ci-desdus 
doivent  être  augmentées  d'un  deûiL  On  ajngé  convenable 
de  le  snpprimet ,  po\ir  éviter  confosion. 

le  carré  construit  d'après  ce  qui  précède ,  comprend 
92  carrés  magiques^  savoir  : 

tiC  carré  central  de  8  avec  2  bordures 3 

Le  carré  central  de  4  avec  4  bordures 5 

Le  carré  de  f  2  sans  bordure  ni  compartiment.  • .  •    1 

Chacun  des  16  carrés  de  3,  et  le  carré  total  qui 
les  rassemble,  17y  et  pour  les  deux ..•  34 

Chacun  des  9  carrés  de  16  cases,  et  le  carré  total 
qui  les  rassemble,  10,  et  pour  les  deux 20 

Pour  ces  mémos  oarrés ,  si  l'on  en  prend  4  pour  en 
former  un  seul,  il  viendra  4  nouveaux  carrés, et  pour 
les  deux • 8 

Chacun  des  carrés  composé  de  4  carrés  de  4  et  2 
bordures  en  donnera  7,  et  pour  les  deux 14 

Le  carré  total  sans  les  deux  bordures,  si  l'on  prend 
quatre  carrés  de  suite  pour  en  former  un  seul,  on 
aura  4  nouveaux  carrés 4 

Le  carré  total  sans  bordure ,  et  avec  une  ou  deux 
bordures ,  en  donne 3 

Total .....92 

Quelle  multitude  de  carrés  n'obtiendrait-on  pas  en  con* 
servant  les  mêmes  nombres  pour  chaque  bordure  géné- 
rale et  pour  les  carrés  partiels;  mais  en  composant  di^ 
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lêTemment  soit  ces  bordures  générales,  soUles  boidues 
partieUes! 

On  peut  être  cnrieox  de  connaître  les  combinaisons  ré- 
sultantes des  carrés  partiels  et  du  carré  total,  en  conser- 
Tant  les  bordures  et  ces  carrés ,  c'estnà-dire  en  laissant 
toutes  choses  telles  qu'elles  sont,  à  l'exception  de  la  po- 
sition. 

D'abord,  les  neuf  grands  carrés ,  étant  égaux,  peuTent 
s'arranger  de  (1*2*3...  9)  manières. 

Le  carré  de  12,  sans  bordure  ni  compartiment,  a  8 
positions* 

Celui  de  12  avec  deux  bordures  en  a  8  pour  le  carré 
central-,  et  autant  pour  chaque  bordure  :  donc  en  tout  8'. 

Le  carré  arec  4  bordures  aura  8'  positions. 

Chacun  des  carrés  composés  de  9  carrés  de  4  égaux, 
donnera  (  1  •  2  •  3. . .  9  )  combinaisons  de  ces  carrés  en- 
tr'eux,  et  pour  les  deux  (1*2*3. . .  9)';  mais  chaque  carré 
partiel  a  8  positions;  et  comme  il  j  en  a  9,  c'est  8*,  et 
pour  les  deux  8^':  donc, pour  ce  cas, l'on  aura  8^*  C^'^i 
3.  • .  9)*. 

Pour  les  carrés  composés  de  2  bordures  et  4  carrés  de  4 
égaux,  ces  4  carrés  s'arrangent  entr'euxde  1*2*3 «4  ma^ 
nières,  ou  de  24,  ce  qui,  pour  les  deux,  donne  (24)'. 
Chacun  de  ces  4  carrés  a  8  positions,  ce  qui  fera  8*^ et , 
comme  chaque  bordure  en  a  aussi  8,  il  Tiendra  8^  et  pour 
les  deux  8^'  :  donc ,  en  tout  pour  ce  cas,  8^'  •  24*. 

Chaque  carré  composé  de  16  carrés  de  9  donnera  d'à- 
bord,  pour  les  arrangemens  de  ces  16  carrés  considérés 
comme  de  simples  nombres,  12,640  manières,  ainsi  qu^ 
a  été  aiUeurs  expliqué  en  détaillant  les  carrés  de  4.  Chaque 
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curé  de  9  cases  a  8  positieiis;  et,  comme  il  j  en  a  16» 
ce  sera  8'%  et  pour  les  deux^  8":  donc,  pour  le  cas  acluel» 
l'on  aura  12,640^8'>. 

Le  carré  total,  sans  bordure,  a  ^posîlîens,  et  chaque 
bordure  autant,  ce  qui  fidt  8'. 

Toutes  ces  valeurs  multipliées  entr'dles  donnent  (1*2*. 
3...9)*.2ft*«42,640'*8^S  nombre  énorme;  et  l'on  n'a 
considéré  que  les  cbangemens  de  position ,  laissant  les 
bordures  générales  et  particulières  dans  leur  ordre  de 
composition,  ne  touchant  rien  aux  carrés  partiels.  D  n'y 
aurait  qu'à  diviser  le  nombre  ci-dessus  par  8 ,  si  l'on  vou« 
lait  n'avoir  que  les  valeurs  rédlement  difiérentes  du  carré 
total. 

Cette  quantité  de  combinaisons  est  peu  de  chose  com- 
parativement à  ce  qu'on  obtiendrait  si,  conservant  les 
mêmes  bordures,  on  &isait  varier  les  noBibres  entre  les 
angles  fixes  :  car  la  bordure  la  plus  extérieure  donnerait 
(1.2.3. . .  38)*;  et  la  première  (1.2. 3. . .  36)».  Les  bor- 
dures partielles  produiraient, savoir:  celles  qui  ont  carré 
central  de  8,  et  qui  sont  doubles  (1.2.3...  8)*  (1.2*  3 
...10)»  :  donc,  pour  les  trois  carrés  centraux  de  8, 
il  viendrait  (1.2.3. . .  8)»(1.2.3. . .  10)«5  et  pour  le  carré 
central  de  4  à  4  bordures,  (1.2.3.4)»  (1.2.3. ., 6)» (1. 
2.3.. .  8)»(1 .2.3. . .  10)»:  ce  qui  donnerait,  en  tout,  le 
produit  (1.2. 3. 4)»  (1.2. 3... 6)»  (1.2.3.  ..8)« (1-2. 
3...10)«(1.2.3,..36)»(1.2.3-.-38)».C'estparceder- 
nierproduit  qu'Ufaudrait  multiplier  (1.2.3...  9)'  (12640)» 
(24)»  (8)''\  Celui-ci  est  plus  petit  que  le  précédent  :  il  ne 
serait  donc  qu'une  fraction  extrêmement  petite  du  produit 
de  ces  deux  produits;  et  cependant  on  n'aura  rien  changé 
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ni  aux  nombres  adoptés  pour  chaque  tigne  de  bordure, 
ni  auK  progressions,  ni  aux  carrés  centraux;  mais  on  peut 
prendre  d'autres  angles,  d'autres  progressions,  changer 
une  ou  phisieurs,  ou  toutes  les  bordures,  et  le  produit 
défini  tif  ci-dessus  ne  serait  lui-même  qu'une  fraction  presque 
inappréciable  du  nombre  total  des  combinaisons,  tout  en 
conservant  la  forme  des  carrés  partiels  de  la  figure*  Mais 
que  serait-ce  si  l'on  examinait  les  autres  compositions  du 
carré  de  ftO,  qui  peut  avoir  jusqu'à  18  bordures;  qui  peut 
se  décomposer  d'une  foule  de  manières  en  compartimens 
dont  les  carrés  partiels  peuvent  prendre  une  quantité  con- 
sidérable de  formes ,  etc. ,  etc.  ? 

Cela  suflSt  pour  donner  une  idée  de  la  prodigieuse  quan- 
tité de  foçons  de  composer  ce  carré,  sans  s'occuper  de 
celles  qui  seront  présentées  dans  la  3,e  partie;  mais  que 
sont  toutes  ces  combinaisons  par  rapport  au  nombre  d'ar- 
rangemens  des  1600  premiers  nombres,  lequel  est  (l*2» 
3...  1600)1 
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La  racine  ne  se  divUe  qu'une  fois  par  S* 


S    l.er 

CARRiiS    A    NOMBRES   RÉPÉTÉS. 

Toi  CI.  la  méthode  que  donne  Poignard,  etqm  s'ap- 
plique à  tous  les  carrés  paÎFement  impairs. 

On  partage  les  cases  du  carré  proposé  en  quatre  par- 
ties par  deux  lignes,.  l'une  verticale,  l'autre  horizontale , 
ce  qui  donne  quatre  carrés.  Le  premier,  à  gauche,  se 
construit  par  la  méthode  expédltive,  mais  par  là  gauche. 
Il  est  dair  que  la  première  moitié  de  la  racine  sera  répé- 
tée une  fois  de  plus  que  la  seconde.  On  construit  le  se- 
cond carré  par  la  même  méthode  expéditive,  mais  par  la 
droite ,  et  en  commençant  par  la  seconde  moitié  des  n<Hn- 
bres  de  la  racine. 

Quant  à  la  seconde  partie  du  carré  proposé,  la  première 
ligne  est  toujours  la  première  renyersée  de  la  première 
partie;  la  seconde  est  la  dernière  renversée  de  cette 
première  partie;  et  les  suivantes  sont  celles  qui  suivent 
cette  dernière  en  remontant,  et  toujours  renversées  :  de 
sorte  que  la  seconde  ligne  de  la  première  partie  est  tou- 
jours la  dernière  de  la  seconde  partie ,  mais  renversée. 
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ARTICLE  PREMIEIL 

CARRi    DB    6    ▲    NOMBRES    r£p^t£s. 

Les  nombres  donnés  peurent  être  on  non  en  progres- 
sion; on  les  arrangera  à  Tolonté  pour  la  division  en  deox 
parties.  Ainsi  soient  les  non^res  dans  l'ordre  naturel  1, 
2,  S,  A,  5,  6:  la  première  moitié  deviendra  1 ,  2,  3,  et 
la  seconde  4 ,  5, 6.  On  aura  alors  le  carré  {figure  103  tf, 
planche  XYUl).  Si  les  nombres  sont  7, 15,  3,8,12,5, 
la  première  moitié  serait  7, 15,  3;  et  la  seconde,  8, 12, 5: 
on  aurait  le  carré  (  planche  XTIU ,  ^figure  103  b).  Les 
carrés  partieb  ne  sont  pas  magiques. 

ARTIGLB^  IL 

CARR&S    SB    10    BT    14    ▲    NOMBRES    RÉPBTis. 

Les  nombres  sont  dans  l'ordre  naturel  I,  2,  3,  4,  5, 6, 7, 
8, 9 ,  10,  et  Pon  verra  le  carré  construit  d'après  les  prin- 
cipes précédens  {planche  XYIII,  figure  104  ). 

Quant  au  carré  de  14,  on  a  supposé  <pie  les  nombres 
sont  dans  l'ordre  Suivant  :  7, 1,  3 ,  10,  5 ,  4 ,  9,  6,  8 ,  2, 
14, 11, 13,  12.  La  première  moitié  est  en  conséquence 
7, 1 , 3,  10,  5,  4, 9,  et  la  méthode  proposée  lait  arriver 
rapidement  au  résultat  cherché. 

On  peut  sans  doute  avoir  des  carrés  répétés  par  d'autres 
combinaisons ,  mais  la  marche  indiquée  ci-dessus  est  la 
phis  commode  et  la  plus  directe. 
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CARRÉS  PAR  tableaux;  NOMBRES  NON  RÉPÉTÉS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

KÂTHOPR   DB   POIGNARJ)* 

On  partage  TerticaleuEient  en  deux  parties  égales  le  carré 
à  former;  on  ne  s'occupe  qoe  de  la  première  à  gauche; 
la  seconde  se  compose  des  complémens  placés  à  égale 
distance  de  la  ligne  séparatÎTC  que  les  nombres  de  llio- 
risontale  auxquels  ils  se  rapportent  Les  Terticales  ne  se 
composent  que  de  deux  nombres  complémens  l'un  de 
l'autre.  Parmi  ces  verticdM  la  première  el  la  dernière 
exigent  une  attention  parHIlière.  La  première  aura  le  pre- 
mier et  le  dernier  terme  égaux  ;  puis  on  alternera  ayec  le 
complément,  soit  en  descendant,  soit  en  montant,  et  jus* 
qu'aux  deux  cases  du  milieu,  qui  renfermeront  des  nom- 
bres différons ,  ce  qui  Ibumit  deux  nombres  consécutiis 
pareils  près  le  milieu ,  tandis  qu'ils  sont  les  mêmes  à  égale 
dbtance  des  extrémités  dans  tout  le  reste  de  la  ligne.  La 
démise  horizontale  doit  ayoir  les  deux  premiers  et  le 
dernier  nombro  égaux;  le  pénultième  est  différent*  On 
alterne  ensuite  ayec  le  complément,  en  partant  du  second 
nombro  supérieur  de  la  verticale ,  et  jusqu'à  la  moitié  des 
nombres  de  cette  verticale  ;  l'autro  moitié  est  égale  à  la 
supérieuro,  sauf  les  deux  dernières  cases ,  ainsi  qu'il  vient 
d'être  expliqué. 

Cette  première  partie  du  carré,  considérée  comme  par- 
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tagée  horizontalement  en  deux  autres ,  aura  une  diagonale 
pour  chacune  de  ces  dernières  parties.  Elles  seront  com- 
posées des  mêmes  nombres  et  dans  le  même  ordre  à  partir 
des  extrémités  de  la  première  verticale ,  ayant  soin  de  n'y 
pas  Êdre  entrer  un  nombre  et  son  complément.  H  suit  delà 
que  les  nombres  de  ces  diagonales  à  égale  distance  du  mi- 
lieu sont  égaux.  Quant  aux  horizontales  du  milieu,  elles 
sont  composées  des  mêmes  nombres ,  sauf  ceux  de  la  pie- 
nûère  yerticide  ^d'oii  il  suit  qu'abstraction  6dte  du  premier 
et  deniîer  nombre,  et  à  partir  des  deux  horizontales  du 
milieu,  ces  lignes  sont  égales  de  2  en  2  en  remontant,  et 
de  même  en  descendai^t ,  mais  seulement  jusqu'à  l'anté- 
pénultième :  car  les  deux  dernières  sont  toujours  égales  à 
la  seconde  ;  les  autres  horizontales  sont  aussi  égales  à  cette 
seconde,  laquelle  comprendJM  nombres  qui  ne  font  pas 
partie  de  la  première ,  pou^v  qu'on  n'y  place  pas  de 
nombres  ayec  leurs  complémens,  et  toujours  en  faisant  abs- 
traction du  premier  et  dernier  nombre  de  chaque  ligne. 
(Ici  l'on  entend  par  complément  ce  qu'il  &ut.  ajouter  à  un 
nombre  pour  ayoir  une  somme  égale  à  oeUe  provenante  de 
l'addition  du  premier  et  du  dernier  de  la  racine.  Il  en  est 
de  même  pour  les  multiples  du  2.®  tableau.)  Il.suffit  de  la 
règle  donnée  pour  avoir  le  1.«'  tableau. 

Le  2.e  tableau  n'est  que  le  l.er,  dont  les  horizontales  de- 
"viennent  les  verticales,  et  réciproquement.  U  est  dair 
qu'on  peut  renverser  les  deux  tableaux ,  ce  qui  n'est  qu'un 
changement  de  position;  U  est  également  évident  que  les 
tableaujc  peiivent  avoir  la  forme  l'un  de  l'autre,  et  réripro- 
quement.  Il  suffit  donc  d'opérer  comme  suit ,  ce  qui  dis- 
pense de  s'occuper  des  diagonales*. 
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La  l.'c  yerticale  se  forme  en  alternant  un  nonibre  avec 
son  complément,  jusqu'aux  deux  nombres  du  milieu,  dont 
le  premier  est  égal  au  précédent,  et  dont  le  second  est  dif- 
férent; à  partir  de  celui-^i ,  on  continue  d'alterner  jusqu'à 
la  fin,  Yoilà  pour  cette  ligne  une  méthode  très-£icile,  et 
qu'on  retient  aisément. 

La  seconde  yerticale  a  le  premier  ti  le  dernier  nombre 
différens;  mais  à  partir  du  premier,  les  nombres  alternent 
jusqu'aux  deux  cases  du  milieu,  qui  sont  égales ,  et  l'on  con- 
tinue d'alterner  de  manière  que  les  nombres  à  égale  dis- 
tance du  milieu  soient  égaux ,  sauf  le  premier  et  le  dernier* 

Les  autres  verticales,  jusqu'à  la  dernière;  se  forment 
comme  la  seconde  ;  la  dernière  a  aussi  les  nombres  extrêmes 
égaux  ainsi  que  le  second ,  mais  le  pénultième  est  diffé- 
rent; l'on  alterne  à  partir  du  second  comme  cirdessus  :  il 
résulte  qu'il  y  a  deux  nombres  égaux  à  l'extrémité  supé- 
rieure de  la  verticale ,  et  deux  à  l'extrémité  inférieure ,  sa- 
voir :  le  pénultième  et  l'antépénultième. 

Si  l'on  veut  opérer  par  horizontale  (et  il  ne  s'agit  tou- 
jours ici  que  de  la  moitié  d'une  horizontale),  la  première 
ne  doit  pas  contenir  de  complément  avec  le  nombre  au- 
quel il  se  rapporte  :  elle  se  forme  donc  à  volonté.  La  seconde 
a  pour  premiers  nombres  les  complémens  de  la  première; 
le  dernier  est  égal  à  celui  qui  lui  est  supérieur.  Ensuite  les 
3.e,  5.e,  7.C,  etc.,  jusqu'à  celle  qui  termine  la  première 
moitié,  sont  égales,  ainsi  que  celle  qui  commence  la  se- 
conde moitié;  elles  alternent  ensuite  jusqu'aux  deux  der- 
nières, qui  sont  égales  à  la  seconde. 

D  suffît  donc  de  la  première  horizontale  pour  détermi- 
ner tout  le  carré  :  carde  cette  première  se  tirent  la  seconde 
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et  tontes  les  autres;  il  n>  a  qw  le  pfenûer  et  le  denier 

nombre  de  chaque  figne  horizontale  auxquels  il  faifle^den- 

ner  de  l'attention  :  on  peut  donc  £adre  la  première  el  la 

moitié  du  carré  comprend  les  complémens  par  ordre,  et 

le  second  Ud)leau  dérive  du  premier. 

• 

ARTICLE  PREMIER. 

ClKHi  SK  10. 

Voici  les  tableaux  pour  le  carré  de  10  : 

PKBllItB    >AKI.BAV. 

19  376 

5  4  8  2  10 

10  2  8  4  6 

5739    1 

19  3  75 

6  4  8  2  10 

10  2  8  4  6 

57  39    1 

10  9  3  7  5 

6482    1 

19  875 

6  4  8  2  10 

10  2  8  4  6 

57891 

19  3  75 

6  4  8  2  10 

10  2  8  4  5 

67  39    1 

12846 

5  7  3  9  10 

CARRÉ   DE  6.  539 

2."    TlBLBlir. 

10  80  10  80  80  10  80  10  80  10 
3060  30  6030  30  6030G060 
90090090  90  09000 
20  70  20  70  20  20  70  20  70  70 
50  50  40  50  ftO  40  50  40  40  50 
40  40  50  40  50  50  40  50  50  40 
70  20  70  20  70  70  20  70  20  20 
090  0  90  0  090  09090 
603060306060  30  603030 
80  10  80  10  10  80  10  80  10  80 
On  verra  le  carré  {figure  106 ,  planche  XX). 

ARTICLE  IL 

GARKi  m  6. 
La  règle  s'apptiqae  à  ce  carré,  qaoiqa'il  n'y  ait  qu'une 
rerticale  entre  la  première  et  la  dernière  ;  cependant  l'ap- 
plication est  évidente. 


Yoici  les  tableaux  : 
1  4  2 
6  3  2 
16  4  5 
1  4  5 
6  35 
1  32 


M'^TixtAke. 


2fi  TABUlU. 


0  30  30  0  30  0 
24  624  24  6  6 
|l2  12  18  18  18  12 
lie  18  12  12  12  18 

6  24  6  6  24  24 
^30    0    0  30    0  30 


On  verra  le  carré  {planche  XX,  fi^re  107). 
ARTICLE   IIL 

CARRÉ  DR   14. 

On  va  terminer  l'application  de  la  méthode  de  Poignard 
par  le  carré  de  14. 
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I.er    XIBLKÂV. 

1  13    3  11    59  8 

7  6  10    4  12    2  14 

14    2  12    4  10  6  8 

79    5  11    8  13    1 

1  13    3  11    59  7 

8  6  10    4  12    2  14 

14    2  12    4  10  6  8 

7  9    5  11    3  13    1 

1  13    3  11    5  9  7 

8  6  10    4  12    2  14 

14    2  12    4  10  6  8 

7  9    5  11     3  13    1 

14  13    3  11    5  97 

8  6  10    4  12    2    1 

1  13    3  11    59  7 

8  6  10    4  12    2  14 

14    2  12    4  10  6  8 

7  9    5  11    3  13    1 

1  13    3  11    5  9  7 

8  é  10    4  12    2  14 

14    2  12    4  10  6  8 

7  9    5  11    3  13    1 

1  13    3  11    597 

8  6  10    4  12    2  14 

14    2  12    4  10  6  7 

8  9    5  11    3  13    1 

1    2  12    4  10  6  8 

7  9    5  11    3  13  14 

2.e    TABLIlU. 

0182     0182     0182182     0182     0182     0182     0 

28154   28154   28154   28   28154   28  154    28  154154 

42140   42140   42140  42   42140   42140   42140140 

14168   14168   14168  14  14168   14168    14  168168 

70112  70112  70112  70  70112   70112  70112112 

56126   56126   56 126   56   56126   56126   561261;» 

84   84   98  84   98  84   98   98  84    98   84  98   98   84 

98  98   84   98  84   98   84   84   98   84   98  84   84   96 

126  56126  56  126   56126126  56 126  56 126  56  56 

112   70112   70112   70112112   70112   70112   70   70 

168   14168   14  168    14  168168   14  168   14168   14   14 

140   42140  42140   42140140   42140   42140   42   42 

154   28154  28  154   28154154   28 154    28 154   28   28 

182     0182    0182     0     0182     0182     0182     0182 

On  tronrera  le  carré  {pUtache  XX,  figure  108>' 

— — — 
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CHAPITRE  IL 

MÉTHODB    DB    LA    HIEB. 

La  Hire  forme  les  tableaux  autrement  que  Poignard  :  il 
alterne  jusqu'au  milieu  les  nombres  des  yerticales  avec 
leurs  complémens;  la  seconde  moitié  des  horizontales  est 
égale  à  la  première  moitié  en  remontant;  par  conséquent 
les  lignes  à  égale  distance  du  milieu  sont  les  mêmes* 
Chaque  horizontale  est  partagée  en  deux  parties  :  l'une 
comprend  des  nombres  sans  complément  d'aucun  d'eux; 
la  seconde  moitié  se  compose  des  complémens  par  ordre. 
La  première  horizontale  formée ,  tout  le  reste  s'ensuit  ;  la 
seconde  se  compose  exactement  des  complémens  des 
nombres  de  la  première ,  ou  plutôt  c'est  la  première  ren-« 
versée.  Rien  n'est  donc  {dus  simple  que  ce  premier  tableau. 
La  première  moitié  de  la  première  horizontale  est  la  seule 
qui  exige  l'attention  de  ne  pas  la  composer  de  nombres 
avec  quelques  complémens ,  ceux-ci  devant  se  trouver  à  la 
seconde  moitié.  Le  second  tableau  n'est  que  le  premier 
dans  lequel  les  horizontales  deviennent  les  verticales  du 
second,  et  réciproquement. 
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n  est  Trai  que  les  tableaux  dt-dessus  sont  fr cQes  à  rete- 
nir, et  qu'il  ne  fiiut  point  une  attention  soutenue  pour  les 
former;  mais  le  carré  qui  en  proTÎent  a  besoin  de  correc- 
tion, et  l'avantage  qu'on  retire  de  la  simplicité  des  tableaux 
disparaît  par  la  nécessité  de  cette  correction* 

Si  l'on  examine  les  deux  tableaux ,  voici  les  observations 
que  fournit  cet  examens 

En  comparant  les  horizontales»  celles  du  premier  ta* 
bleau  comprennent  tous  les  nombres  de  la  racine;  mais 
le  second  présente ,  savoir  : 

Âla  1/«liori«>nta1e,  90  de  moins,  et  90  de  plusAla  der- 
nière; 

À  la  2.e  horicontale,  30  de  trop,  et  30  de  moins  à  la  9.»; 

A  la  3.e  horizontale,  70  de  moins,  et  70  de  trop  à  k  8.^; 

A  la  A.C  horizontale,  10  de  plus,  et  10  de  moins  à  la  7.«; 

A  la  5.<» horizontale,  50  de  moins,  et  50  de  plus  à  la  6A 

Gomme  les  diagonales  sont  exactes,  et  qu'en  consé*- 
quence  on  ne  doit  pas  toucher  aux  angles,  si  Ton  alterne 
les  nombres  de  la  1 J^  verticale  en  changeant  ceux  qui  sont 
à  égale  distance  des  angles,  on  aura  régularisé  les  hori- 
zontales ,  à  l'exception  des  première  et  dernière;  mais  si 
l'on  alterne  deux  des  nombres  extrêmes  de  IHme  des  verti- 
cales, et  dont  la  différence  est  90,  toutes  les  horizcmtales 
seront  exactes;  en  choisit  ordinairement  l'une  des  verti- 
cales du  milieu* 

Les  horizontales  étant  exactes,  il  fiiut  s'occuper  des  ver^ 
ticales ,  de  manière  à  ne  pas  altérer  ces  horizontales.  Gomme 
il  faut  505  à  chaque  ligne,  on  voit  que  la  2.®  verticale  aura  9 
de  moins,  et  la  9*®  verticale  9  de  plus;  la  S.»  verticale  t  de 
moins,  et  la  8.®  1  de  plus  ;  la  A.^  verticale  3  de  plus,  et  la  7.^ 
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3  de  moins;  la  5.®  yertioale  7  de  moins ,  et  la  6*^  7  de  pins, 
après  avoir  alterné  I  par  exemple,  les  deux  extrémités  delà 
5.e*  Il  faut  donc  changer  Tun  dans  l'autre  les  nombres  à 
la  première  horixontale,  et  à  égale  distance  des  angles, 
avec  cette  attention,  de  commencer  ce  changement  après 
celui  de  la  première  verticale ,  .puis  ensuite  alterner  les 
extrémités  de  l'une  des  verticales  da  milieu,  après  avoir 
préalablement  alterné  les  deux  nombres  du  milieu  de  la 
dernière  horizontale;  mais  comme  parce  moyen  on  aura 
7  de  trop  à  la  5.^  verticale,  et  7  de  moins  à  la  6.®,  on 
changera  de  place  les  deux  nombres  du  milieu  de  la 
2.e  horizontale.  Il  reste  à  agir  de  même  pour  la  i.^^  et 
la  dernière  verticale;  après  avoir  opéré  sur  la  première, 
le  changement  de  tous  les  nombres  entre  les  angles  ^  on 
alternera  les  deux  nombres  du  milieu  de  la  dernière  verti- 
cale, et  cela  fiadt,  on  alternera  les  deux  nombres  de  Tune 
des  horizontales  du  milieu;  et  comme  par  ces  derniers 
changemens,  les  deux  horizontales  du  milieu  auront  l'une 
50  de  trop,  et  l'autre  50  de  moins ,  on  alternera  les  deux 
nombres  du  milieu  de  la  2.^  verticale  :  le  carré  sera  alors 
pariait.  On  a  écrit  en  plus  gros  caractères  les  nombres  qui 
ont  subi  un  changement,  et  au  dessous  de  ceux  du  carré 
imparfiiit. 

Le  détail  dans  lequel  on  vient  d'entrer,  serait  difficile  à 
retenir,  mais  a  paru  nécessaire  pour  faire  sentir  la  raison 
des  changemens  à  (effectuer.  Voici  à  quoi  se  réduisent  ces 
changemens^  qu'on  peuffiiire  tous  à  la  fins  avec  un  peu 
d'habitude. 

On  ne  touche  pas  aux  angles  ni  aux  diagonales  du  carré 
impar&it  ;  on  alterne  tous  les  nombres  de  la  1  .^^  h<»ûontale 


MÉTHODE   DB   LA   HI&B.  545 

et  delà  iJ^  verticale,  à  égale  distance  des  angles;  ensuite 
cenx  da  milieu  de  la  dernière  verticale  et  de  la  dernière 
horizontale ,  ainsi  que  cenx  du  milieu  de  la  2.^  horizontale 
et  de  la  dernière  verticale*  Enfin  ^  ces  changemens  opérés, 
on  alterne  les  nombres  extrêmes  de  l'une  des  horizontales 
dn  milieu ,  et  de  même  pour  l'une  des  verticales  du  milieu. 

On  voit  aisément  qu'on  peut  effectuer  tous  ces  change- 
mens  au  fur  et  à  mesure  que  l'on  écrit  le  résultat  des  ta- 
bleaux* 

n  n'est  pas  indispensable  d'agir  sur  la  1  .^^  horizontale  et 
la  l.'e  verticale  :  on  peut  choisir  l'une  quelconque  des 
deux  horizontales  extrêmes  et  l'une  quelconque  des  deux 
verticales  extrêmes.  H  n'est  pas  plus  indispensable  d'agir 
sur  la  2.®  horizontale  et  sur  la  2.®  verticale.  Par  exemple 
{figure  109),  au  lieu  d'alterner  62  et  69^  on  peut^oisir 
59  et  52,  82  et  â9;  et  de  même,  au  Ueu  de  21  et  71 ,  on 
aurait  pu  prendre  27  et  77,  26  et  76;  on  aura  seulement 
attention  de  ne  pas  effectuer  de  changement  sur  les  diago- 
nales* 

Si  du  carré  parfidt  on  déduit  les  tableaux ,  ils  ne  seront 
autres  que  ceux  de  Poignard,  comme  on  peut  s'en  convain- 
cre ,  mais  ib  peuvent  être  renversés ,  ce  qui  est  indifférent. 

Lorsque  le  carré  est  exact,  on  peut  change  de  place 
plusieurs  bandes  sans  nuire  au  carré*  Ce  sont  celles  qui  se 
trouvent  semblablement  placées,  ou  à  égale  distance  des 
extrêmes^  ce  qui  occasione  une  foule  de  combinaisons 
dans  le  même  carré*  On  peut  aussi  alterner  deux  nombres 
dont  la  soDune  serait  égale  à  celle  de  deux  autres  nombres, 
pourvu  que  ces  nombres  soient  semblablement  placés, 
et  sans  toucher  aux  diagonales. 

TOH.   I.  35 
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Le  carré  de  14  {figure  \W^  planche  XX)  n'est  encore 
que  le  résultât  de  la  méthode  de  Poignard  :  ce  sont  ses 
tableaux  renversés. 

U  en  est  de  même  du  carré  de  18  (  planche  XXI , 
figure  \\\.) 

n  suit  de  ce  qui  précède  ^  qu'il  est  préftrable  d'emiplo jer 
la  méthode  de  Poignard^  parce  qu'on  obtient  directement 
le  carré  magique;  mais  comme  on  peut  oublier  la  forma* 
tion  de  ses  tableaux,  et  qu'on  retient  toujours  celle  des 
tableaux  de  La  Hire,  on  recourra  à  ceux-ci  toutes  les  fois 
qu'il  j  aura  incertitude. 

Quoique  l'arrangement  des  tableaux  de  La  Hire  soit  le 
plus  simple  de  tous,  il  présente  cependant  un  grand 
nombre  de  combinaisons,  et  il  peut  être  curieux  de  les 
connaître. 

Pour  cela,  que  l'on  écrive  la  moitié  des  nombres  de  la 
racine,  savoir  la  première  moitié  :  il  n'j  aura  pas  de  com- 
plémens.  Que  ceux-ci  soient  placés  sous  les  premiers ,  il 
sera  facile  d'arriver  au  résultat  cherché. 

Si  au  lieu  du  dernier  nombre  on  met  son  complément^ 
il  j  aura  deux  arrangemens;  et  si  l'on  substitue  le  complé- 
ment de  l'avant-demier  nombre  à  celui-ci,  il  j  aura  les 
deux  mêmes  arrangemens  du  dernier  nombre  et  de  son 
complément  :  ce  sera  donc  4=2*.  Maintenant,  qu'on  subs- 
titue l'antépénultième  complément  à  l'antépénultième 
nombre  :  il  viendra  les  mêmes  arrangemens  pour  les  deux 
derniers  nombres  :  on  aura  donc  2  •  4=2'.  En  remontant 
ainsi  jusqu'au  l.^r  nombre,  il  viendra  2|  manières  de  com- 
position pour  la  1 J^  ligne  du  1.^  tableau;  n  désignant  le 
nond)re  des  termes  de  la  racine,  il  n'j  a  pas  à  s'occuper 
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des  «atres  lignes,  qui  dépendent  tontes  de  h  première* 
Maintenant,  chaque  espèce  de  composition  emporte  (1  •  2  • 
3. . .  •  ~)  combinaisons,  puisqu'on  ne  doit  s^occuper  que 
de  la  première  moitié  de  la  première  ligne,  qui  com- 
prend n  nombres,  iinsi  l'on  awa  2f  (1  •2*3.  • . ||).  Le 
second  tableau  ofire  les  mêmes  combinaisons  t  on  aura 
donc  en  tout  2"  (I,  2,  3...  ;)>•  Pour  lOssn  il  Tien- 
drait 2"=^102a;  (1  •  2*3  *«•  5)*  =:120*=iaa00  :  donc  on 
d[>tiendra  1 4,745,600  combinaisons  pour  la  formation  des 
deux  tableaux. 

€HÀPITAE  IIL 
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n  existe  bien  d'autres  formes  à  donner  au  premier  ta- 
bleau que  celles  présentées  par  Poignard  et  La  Hire;  on  va 
en  donner  quelques-unes,  et  l'on  ajoutera  les  prihcipes 
généraux  sur  lesquels  eUes  reposent 

Pour  plus  de  facilité  on  appliquera  ces  principes  à  un 
exemple.  Soient  donc,  pour  le  carré  de  10,  les  tableaux* 
suivans. 

1087956:24;3    1  0909090   090   090  0  0 

13  4  9  5  6  2  7  8  10  30  60  60  30  30  30  60  60  60  30 

13  7  9  5  6  2  4  810  50  40  50  40  50  50  40  50  40  40 

18  4  2  6  5  9  7  310  80  80  80  10  10  10  10  10  80  80 

1087265943    1  20202070  70  702070  7020 

18  7  2  6  5  9  4  310  70  70  70  20  20  20  70  20  20  70 

10  3  4  25  697  8    1  101010  80  80  80  80  801010 

1  3726594810  40  50  405040  40504050  50 

1034965278    1  60  30  SO  60  60  60  30  80  3060 

T084956273    1  90  0  0  090   090  09090 
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On  voit  combien  ces  fonnes  di£Eèrent  de  cèDes  précé- 
demment données;  le  2.®  tableau  est  encore  ici  le  premier 
renversé  9  et  Toici  les  règles  à  observer  pour  construire 
celui-ci  : 

ifi  Les  nombres  en  horÛEontale  et  à  égale  distance  da 
milieu^  sont  complémens  l'un  de  l'autre;  les  yerticales  ne 
comprennent  diacune  qu'un  nombre  et  son  complément. 

2.0  Les  diagonales  sont  les  mêmes.  Pour  les  obtenir,  3 
faut  que  les  deux  nombres  extrêmes  de  la  ij^  rerticale 
soient  les  mêmes.  Dans  la  2.^  verticale  ce  seront  les  2.^  et 
avant-dernier  nombres  qui  seront  semblables;  dans  la  3.^ 
verticale  on  aura  les  3.^  et  antépénultième  nombres  égaux. 
En  général ,  dans  la  m.^  verticale  l'égalité  sera  entre  les 
m.«et  [«— .(m— 1)]*,/2  étant  la  racine.  Ainsi  pour  la  ver- 
ticale qui  termine  la  première  moitié,  on  aura  l'égalité 
entre  les  nombres  tenant  les  J  et  [n — (f — 0]  places , 
pubquedans  ce  cas  m=J;  mais  n—(J — l)=ia^^i±^= 
s  -t"  1*  Donc  pour  cette  verticale  les  nombres  sont  toujours 
égaux*  Gela  résulte  aussi  de  ce  que  les  diagonales  n'ont  pas 
de  nombres  répétés,  et  qu'elles  en  auraient  si  cette  verti- 
cale qui  termine  la  première  moitié  n'avait  pas  les  deux 
nombres  du  milieu  égaux. 

3.°  Il  est  clair  qu'il  suffit  de  considérer  la  première  moitié 
du  tableau,  puisque  la  seconde  moitié  comprend  les  com- 
plémens. Il  faut  bien  faire  attention  à  ne  pas  mettre  un 
nombre  et  son  complément  dans  cette  première  moitié. 

4.0  Si  les  deux  nombres  e^ctrêmes  de  la  J  verticale,  qui 
est  celle  qui  termine  cette  première  moitié,  sont  les 
mêmes ,  alors  les  deux  du  milieu  de  la  1  .'^  verticale  peuvent 


MÉTHODES    DITBKSBS.  5A9 

étre^ou  non,  les  mêmes;  mais  cenx-ci  sont  nécessairement 
les  mêmes  si  les  autres  sont  différ^.  Si  les  2.^  et  pénul- 
tième delaî  sont  les  mêmes ,  ceux  de  la  2.®  verticale,  au 
mifieu,  sont,  ou  non,  les  mêmes;  mais  ceux-ci  seront 
égaux  si  les  autres  sont  différens*  On  agira  de  même  sur 
les  3.®  et  antépénultième  nombres  de  la  f  yerticale^  pour 
déterminer  l'égalité  des  nombres  du  milieu  de  la  3*o  rerti- 
cale ,  et  ainsi  de  suite* 

5.0  Après  ayoir  lait  à  rolonté  la  1 J^  moitié  de  la  1  .^  ho- 
rizontale, et  par  conséquent  l'horizontale  entière ,  on  dispo^ 
sera  aussi  à  volonté  celle  de  la  1 J^  verticale,  ainsi  que  de  la 
f  ,  ce  qui  donnera  la  6.®  et  la  dernière.  On  aura  également 
les  deux  horizontales  du  milieu  au  mojen  du  Jïfi  A*  Quant 
à  la  dernière  horizontale^  elle  s'obtient  au  moyen  des  \J^ 
et  dernière  verticales  et  de  la  1.^^  horizontale,  comme 
suit. 

On  comparera  les  nombres  à  égale  distance  de  l'angle 
inférieur  de  la  première  verticale ,  et  de  l'amie  supérieur 
de  la  dernière  verticale,  en  remontant  la  première,  et  en 
descendant  la  dernière  :  si  ces  nombres  sont  différens, 
ceux  de  la  dernière  horizontale  et  de  la  première,  à  la 
même  distance  de  ces  angles ,  seront  égaux  ;  si  les  nom- 
bres en  verticale  sont  les  mêmes,  ceux  en  horizontale  se- 
ront différens.  Gela  donne  k  première  partie  de  la  der- 
nière horizontale,  et  par  conséquent  l'horizontale  entière* 
On  forme  à  volonté  la  moitié  de  la  1  *'^  diagonale ,  ce  qui , 
d'après  le  n.o  2,  donne  les  deux  diagonales  entières.  Lé 
reste  se  remplit  à  volonté. 

G.*"  Lorsque  le  premier  tableau  sera  formé-,  le  second 
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s«ra  son  ÛTerse;  et  il  sera  bon  de  vérifier  si  les  nombres 
de  ce  2.0  tablean  ne  se  combinent  pas  pins  d'une  fob  avec 
quelques-OQS  du  premier  :  car  alors  le  carré  serait  tmtiL 
Gett»  yérification  est  très-facile  et  très-expédilive  ;  die 
peat  s'effectner  à  PoeiL  Eu  effet,  comparant  la  f  .>«  horî- 
z<mtale  du  2,"  tableau  avec  ia.  i.">  horizontale  du  i."  ta- 
bleau, il  suffit  de  &ire  cette  comparaison  pour  Fan  des 
deux  nombres  de  cette  horisontale;  on  passera  à  la  der- 
nière horizontale  du  2.o  tableau,  et  à  la  dernière  du  pre- 
mier :  on  Terra  de  suite  si  le  nombre  est  comparé  avec 
tous  ceux  de  la  racine.  On  a^ra  de  même  pour  les  autres 
lignes.  Beprenant  le  premier  tableau  donné  ci-dessus 


iO  8  7  9  5 
1  3  .  .  5 
1.7.5 
1  .   .  26 

10  8  7  2  6 
18726 

10  .  .  2  5 
1.7.6 

tO  3  .   .   6 

10  8  4  9  5 


624  ï  1 
6  .  .  8  10 
6  .  4  .  10 
5  9  .  .  10 
594  3  1 
5  9  4  3  10 
69  .  .  1 
5  .  4  .  10 
5  .  .  8  1 
627  3    t 


la  première  horizontale,  les  première  et  cinquième  ver- 
ticales sont  formées  à  volonté,  avec  l'attention  d'avwr 
deux  nombres  égaux  au  milieu  de  la  5.«  verticale,  et  deux 
nombres  aussi  égaux  aux  extrémités  de  la  pronière.  On 
achève  les  deux  demi-diagonales  à  fantaisie.  Pour  obtenir 
fes  horizontales  du  milieu,  puisqn'eHes  dépendent  de  la 
5.6  verticale,  il  est  aisé  de  les  composer.  Le  premier  et 
le  dernier  nombre  de  cette  verticale  étant  égaux ,  les  pre- 
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nùers  des  horiiontaks  peareat  ^tre  égaux  oa  cBfférens  $on 
a  ici  10  et  1  :  le  2.«  et  le  9.*  nombres  de  la  5.'  Terticale 
étant  différons ,  les  seconda  nombres  des  horîcontales  se- 
ront éganx;  les  3.e  et  8.«  de  cette  5.»  verticale  étant  dif- 
férens,  les  3.^  nombres  des  horizontales  sont  éganx;  il  en 
en  est  de  même  des  4.^  nombres:  on  peut  donc  avoir  ces 
deux  horîcontales.  Quant  à  la  dernière,  puisque  10  et  10 
sont  des  nombres  égaux,  8  différent  de  3  sera  le  2."  nom- 
bre de  l'horizontale.  1  et  10  étant  différons,  le  3.« nombre 
de  l'horizontale  sera  4,  qui  est  le  3.e  de  la  l.'e  horizon- 
tale, &  partir  de  la  droite.  10  et  10^  égaux,  donneront  9 
pour  le  ifi  nombre  de  l'horizontale,  puisque  9  est  com- 
plément de  2,  qui  est  le  4.^  nombre  de  la  1  .'^  horizontale. 
Enfin  1  et  1  donneront  5 ,  complément  de  6 ,  pour  le  5.^ 
nombre  de  la  dernière  horizontale.  On  aura  ainsi  la  partie 
des  nombres  assujettie  aux  rèfjles  données;  et,  remplissant 
à  volonté  les  cases  vides,  pourvu  qn^  n'j  ait  que  5  fois 
le  même  nombre,  et  5  fois  son  complément  à  chaque  ver- 
ticale, on  fera  le  carré  [^Jigupe  113,  planche  XXI).  Toici 
d'autres  tableaux  pour  10  : 


10  8  7  9  5 

13  4  26 

18  4  2  5 

10  8  4  9  6 

10  3  7  9  5 

10  3  7  2  5 

1879  6 

18  4  2  6 

13  7  25 

10  3  4  9  6 


62431 

5  9  7  8  10 

6  9  7  3  10 
527  3  1 
6  2  4  8  1 
69481 
5  2  4  3  10 

5  9  7  3  10 

6  9  4  8  10 
5278    1 


10  8  7  9  5 
13  4  9  6 
4 
4 
7 
7 
7 
4 
7 
4 


1  8 
10  8 

1  8 
10  3 
10  3 

t  8 

1  3 
10  3 


26 
9  6 
25 
25 
96 
25 
9  6 
25 


6  2  4  3  1 
5  2  7  8  10 
5  9  7  3  10 

5  2  7  3    1 

6  9  4  3  10 
6948  1 
52481 
6  9  7  3  10 
5  2  4  8  10 
6978    1 
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On  Yoit  combien  ces  formes  diffèrent  l'irne  de  Fantre.  B 
faudrait  connattre  toutes  les  formes  que  peut  prendre  la 
première  mcHtié  dul*®^  tableau,  et  multiplier  leur  nombre 
par  14,7/^5,600;  mab  il  est  assea  difficile  d'acquérir  cette 
connaissance.  Yoici encore  une  forme  asseï  remarquable: 


452103 
462  18 
452  18 
4  6910  8 
769  1  3 
769  13 
759108 
752103 
769  18 
45  210  3 


8    1967  444477777/1 

310957  5656665565 

310967  33388   8  8383 

3  1  257  29   92992292 

810254  f  101010   1    tlO   1  10   1 

8^1025  4  10   1    1    1  1010   IfO   f  10 

3    1264  9229229929 

8   1  964  8883    333838 

310254  6565556656 

8   1967  7777444447 


On  peut  remarquer  ici  que  le  5 ,  nombre  de  la  dernière 
horizontale,  devrait  être  8,  comme  le  6.®  de  la  première, 
d'après  la  règle  nfi  5.  Cette  règle  n'est  donc  pas  absolue, 
mab  il  est  préférable  de  s'y  conformer  :  il  y  a  moins  à 
craindre  d'être  obligé  de  feire  quelque  changement  au 
i»^  tableau,  et  par  suite  au  second.  Ici,  au  lieu  des  mul- 
tiples, on  a  mb  les  nombres  qui  indiquent  l'ordre  de 
ces  multiples  :  ainsi  1  signifie  le  1  .^  multiple  on  0;  2 
signifie  le  2.®  multiple  ou  10,  etc. 

E  u'est  pas  nécessaire  d'avoir  formé  le  2.«  tableau  pour 
faire  la  vérification  dont  on  a  parlé  plus  haut  :  car,  pub- 
que  chaque  horizontale  de  ce  2.^  tableau  n'est  autre  chose 
que  la  verticale  du  pvemier,  et  par  ordre,  on  peut  effec- 
tuer la  vérification  d'après  le  l.^''  tableau  seulement.  Gomr 
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parant  donc  les  ft  de  la  1.^®  rerticale  avec  la  1.<«  horizon- 
tale, on  a  4, 5, 2, 10, 7;  et  la  dernière  rerticale  avec  la 
dernière  horizontale  donne  3,8,1,9,6:  ainsi  point  de 
nombre  répété.  Il  est  dair  que  si  l'on  comparait  les  7  de 
la  1  .re  et  dernière  yerticale ,  il  ne  pourrait  pas  jayoir  de 
nombres  répétés,  puisqu'on  trouverait  nécessairement  3, 
8, 1,9,  6  et  tt,  S,  2, 10,  7,  qui  sont  les  mèmesqueceux 
ci-dessus  :  ainsi  la  yérification  se  réduit  de  moitié.  Passant 
à  la  2.C  yerticale ,  et  comparant  les  5  avec  les  nombres  de 
la  2.0  horizontale,  il  Tient  A,  2, 10, 9, 7;  de  môme  la  9.®  yerti- 
cale, comparée  à  la  9.®  horizontale,  donnera ,  pour  les  5. . . 
6, 1 ,  8,  3,  5.  Si  l'on  compare  les  2  de  la  3.e  et  de  la  8.« 
yerticale  ayec  les  nombres  de  la  S.^  et  de  la  8.®  horizon- 
tale, on  a  a,  5, 2, 9,  7,  et  10,  3,  8,  1,  6.  De  même  les 
10  de  la  /l.o  et  de  la  7.®  yerticale,  comparés  ayec  la  4.®  et 
la  7.e  horizontale,  donneront  4 ,  10, 1 ,  2,  7,  et  5,  9 ,  8, 
3,  6.  Enfin  les  3  des  5.^  et  6.®  yerticales  ayec  les  nombres 
des  5.0  et  6.e  horizontales ,  produisent  7,  3,  8,  2,  4  et 
S,  9,  1,  10,5. 
Toici  le  carré  résultant  des  tableaux  ci-dessus  : 
34  35  32  40  63  68    61  69  66  37 
44  56  42  51  58  53    50  49  55  47 
24  25  22  71  78  73    80  29  76  27 
14  86  89  20  88  83    11  12  85  17 
7  96  99  91     3    8  100    2  95    4 
97    6    9    1  93  98    10  92    5  94 
87  15  19  90  18  13    81  82  16  84 
77  75  72  30  23  28    21  79  26  74 
57  46  59  41  48  43    60  52  45  54 
64  65  62  70  33  38    3t  39  36  67 
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Ponr  le  carré  de  f  4 ,  si  Ton  se  contente  des  sept  pre* 
mières  horizonUles ,  on  pourra  procéder  à  la  Térification 
sans  aroir  besoin  des  tableaux  complets. 

Soit  donc 


3 

11 

6 

5 

7 

13 

12 

11 

9 

5 

8 

2 

12 

4 

6 

5 

8 

13 

12 

4 

9 

10 

8 

2 

12 

11 

9 

10 

7 

2 

14 

12 

11 

9 

10 

7 

2 

3 

4 

6 

10 

8 

13 

3 

4 

6 

5 

7 

13 

3 

11 

9 

10 

7 

2 

14 

12 

11 

6 

10 

7 

13 

8 

4 

9 

10 

7 

2 

3 

4 

6 

5 

8 

13 

12 

11 

9 

5 

8 

2 

3 

4 

6 

5 

8 

13 

Ajantchoisilal.rehorisonlaleS,  11,  6,5,7,13,11, 
et  la  7.«  verticale  comme  ci-dessus ,  la  première  verticale 
aura  les  deux  nombres  du  milieu  égaux ,  puisque  11  et  1 
sont  différons;  la  seconde  et  la  trobième  seront  dans  le 
même  cas.  Mais  la  4««  pourra  les  avoir  égaux  on  différens, 
et  la  5.0  également;  la  6*®  est  dans  le  même  cas  :  on  aura 
donc  les  deux  horiaontales  du  nûlieu.  Gela  posé,  on  achè^ 
vera  la  l.^o  verticale,  dont  les  extrêmes  sont  égaux,  et 
cette  composition  est  arbitraire.  Les  deux  demi-diagonales, 
étant  égales,  se  forment  à  volonté,  ajant  déjà  les  angles 
égaux,  ainsi  que  les  nombres  du  mifieu  de  la  7.®  verti- 
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cale,  n  reste  à  obtenir  la  dernière  demi-horisoutale»  et  la 
règle  donnée  à  cet  égard  peut  s'énoncer  d'une  autre  ma- 
nière ^  savoir  :  si  deux  nombres  à  égale  distance  des 
angles  de  la  première  verticale  sont  les  mêmes, les  nom- 
bres à  égale  dbtance  de  ces  angles  dans  la  première  et 
la  dernière  horizontale  sont  différons»  Si  ks  premiers  sont 
différons,  les  seconds  sont  les  mêmes.  Ainsi,  les  second 
et  13««  nombres  de  la  1.»  verticale  étant  12  l'un  et  l'autre , 
les  seconds  nombres  des  horizontales  extrêmes  seront  dî^ 
iérens  :  les  3.®  et  i%^  de  la  1.^  verticale  étant  diffftrens» 
les  troisièmes  des  horizontales  seront  les  mêmes,  et  ainn 
de  suite.  Il  ne  reste  qu'à  remplir  les  cases  vacantes. 

Quant  à  la  vérification,  voici  les  observations  qui  ser- 
vent de  base  à  cette  opération. 

Puisque  le  second  taUeau  n'est  que  le  premier  renversé, 
il  s'ensuit  que  les  verticales  de  celui-ci  doivent  se  compa- 
rer  avec  ses  horizontales;  mais ,  comme  on  n'a  que  la  moi-- 
4ié  de  celles-ci ,  on  se  rappellera  que  l'autre  moitié  est 
composée  des  complémens  de  la  première  moitié  :  ainsi 
l'on  ne  sera  pas  embarrassé  pour  la  comparaison  à  effec- 
tuer entre  une  horizontale  et  la  verticale  correspondante. 
Maintenant,  puisque  chaque  verticale  en  a  une  autre  com- 
posée de  ses  complémens,  il  n'j  a  qu'à  comparer  le  se- 
cond nombre  de  la  première  verticale  avec  l'horizontale 
correspondante  à  la  verticale  composée  de  complémens  : 
ainsi ,  pour  exemple , 

La  première  verticale  du  demi  -  tableau ,  comparée 
avec  la  1  .M  horizcmtale ,  donnera  pour  le  nombre  3  les 
correspondans  3,  U,  et  les  complémens  I,  2,10,  9,12. 
Comparantle  nombre  12  avec  la  dernière  horizontale,  on 
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anra  A,  6,  5,  8,13,  et  les  complémens  7,  11 ,  ce  qui  ne 
donne  point  de  nombres  répétés* 

Passant  à  la  2*e  verticale ,  comparée  avec  la  2^  hori- 
Eontale,  on  aora  pour  11  les  nombres  12, 11 ,  8,  2,  et  les 
complémens  13,  7,  ft.  De  même  le  nombre  4,  comparé  à 
la  1  S.c'  horizontale ,  donnera  9 ,  5,1,  et  les  complémens 
14,  10,6,3. 

La  3*®  verticaTe,  comparée  avec  la  3.®  ]iorizontale,donne 
pour  6  les  nombres  12,  6, 1  A,  et  les  complémens  1,7, 
9 ,  3.  De  même  9,  comparé  arec  la  12.®  horizontale ,  offire 
les  nombres  4,  5,  8, 13,  et  les  complémens  2, 10, 11. 

La  4*0  Ycrticale  donne  pour  5,  comparé  à  la  4»®  hori- 
sontale,  les  nombres  12,  4 ,  9,  et  les  complémens  14,6, 
11 ,3*  De  même  10,  comparé  à  la  11. e  horizontale,  offire 
les  nombres  10, 7, 2, 1 ,  et  les  complémens  13,  8, 5« 

La  5«e  Terticale,  comparée  à  la  5.®  horizontale,  donne* 
poor  7  les  nombres  12, 7,  2,  et  les  complémens  1, 13,  8, 
5;  et  8  de  la  même  verticale ,  avec  la  10.®  horizontale, 
aura  1t,  6,10, 14,  et  les  complémens  9,  4,  3. 

Comparant  13  de  la  6«e  verticale  avec  la6*®  horizontale, 
il  viendra  12, 9, 14,  et  les  complémens  1, 8^,  6,  3.  On  an- 
ra pour  2 ,> comparé  avec  la  9.«  horizontale,  les  nombres 
11, 10, 7,  2 ,.  et  les  complémens  1 3,  5,  4. 

Enfin  la  7.^  verticale,  comparée  avec  la7.o  horizontale, 
donnera  pour  14  les  nombres  3,  4 ,  6, 8, 13 ,  et  les  com- 
plémens 2, 7.  De  même  1  ,avec  la  8.^  horizontale,  aura  5, 1 , 
et  les  complémens  14, 10, 9,  11, 12. 

n  n'y  a  aucun  nombre  répété  dans  les  comparaisons 
partielles  :  ainsi  la  forme  du  tableau  de  14  est  exacte,  et 
l'on  peut  Êdre  le  carré  sans  être  obligé  d'achever  le  l.®!" 
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tableau,  et  Pon  se  passera  également  du  second;  il  su^ 
fira  d'un  peu  d'attention.  Le  carré  se  troure  (planehe'SXy 
figure  112).  En  jetant  les  yeux  sur  la  figure,  on  toH  sur 
le  champ  le  multiple  choisi  pour  chaque  ligne  du  2.«  ta- 
bleau, et  son  complément 

Toici  le  carré  de  6  d'après  les  principes  établis*  On 
yerra  combien  il  diffère  des  méthodes  données  par  Poi- 
gnard et  La  Hire* 


421653 
4  5  6  12  3 
3  2  16  5  4 
3  5  1624 

3  5  6  12  4 

4  26153 


0  0  30  30  30  0 
12  18  12  18  18  12 

6  24  6  6  24  24 
24  6  24  24  6  6 
18  12  18  12  12  18 
30  30    0    0    0  30 


(  Planche  XXI ,  Jigure  114.) 

On  va  terminer  la  méthode  employée  ci-dessus  par  un 
dernier  exemple  sur  le  carré  de  18.  H  est  indispensable, 
lorsque  la  racine  est  considérable ,  et  qu'on  remplit  arbi- 
trairement un  grand  nombre  de  cases ,  de  procéder  à  la 
rérification*  Souvent  un  seul  changement  rend  convenable 
un  tableau  qui,  sans  cette  correction,  serait  fautif  On 
donnera  le  demi-premier  tableau  non  rempli,  pour  mieux 
Êdre  voir  les  lignes  fondamentales. 
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6  S 

4     7  10  U  18     S    8 

6    8     4    7  10  14  18    2     8 

n  s 

11 

18     8  15     7  10  14  18  17  H 

u  . 

X 11 

18  10     4     7  10     5     1   17  11 

e  . 

.      7     ....    Il 

6  16  15     7     0     5     1   17  14 

6  . 

..      9     ...    11 

0  16  15  12     9     5     1   17  11 

13  . 

...    14     ..    11 

18  16  15  12     9  14    i     2  11 

iS  . 

....    18    .    11 

13     8  15  12  10     5  18     2  11 

13  . 

2    8 

18  16     4     7  10     5     1     2     8 

6  8 

15  12     9  U  18  17     8 

6     8  15  12     9  14  18  17     8 

13  8 

4  12     9  14  18  17     8 

18     8     4  12     9  14  18  17     8 

6  . 

2  11 

6  16     4  12  19     5  18     2  11 
6  16  15  12  10  14  18     2  11 

6  . 

....    18     .    11 

1S  . 

.      .      .    14    .      .      8 

18     8     4  12     9  14    1     2     8 

18  . 

.      .      9     .      .      .      8 

18     8  15     7     9  14    1   17     8 

18  . 

.      7     ....      8 

18  16     4    7     9     5     1   17     8 

6  . 

4 11 

6  16     4     7     9     5     1     2  11 

6  8 

8 

6     8  15  12  10  14  i8  \7     8 

6  8 

4    7  10     5  18     2     8 

6847  fO'    5  18     18 

La  Térificatioa  se  &it  comme  pour  le  carré  de  10. 
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n  est  temps  de  passer  à  une  antre  méthode  pins  fiicBe 
que  les  précédentes,  et  qu'on  peut  appeler  la  méthode 
abrégée  des  nombres  pairement  impairs. 

Les  auteurs  ont  bien  donné  quelques  mojens  qui  se 
rapprochent  de  celui  que  l'on  propose;  maïs,  bute  d'avoir 
examiné  avec  attention  le  carré  primitif ,  que  l'on  ¥a  dé- 
tailler, ils  ont  bit  subir  à  ce  carré  des  changemens  qu'on 
ne  peut  retenir,  à  raison  de  leur  complication. 

On  formera,  comme  pour  les  carrés  divisibles  par  4  à  la 
racine,  celui  dont  la  racine  n'est  divisible  que  par  2,  sa- 
voir, en  partageant  le  carré  vide  en  quatre  parties,  et  en 
plaçant  les  nombres  du  carré  naturel ,  de  2  en  2,  et  en  al- 
ternant, sauf  près  des  lignes  de  séparation,  soit  verticale, 
soit  horizontale,  où  les  nombres  sont  placés  de  suite,  de 
part  et  d'autre  de  ces  lignes ,  ainsi  que  pour  les  carrés  à 
racine  divisible  par  4.  Yoici  cette  première  partie. 
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13            5            7 

8        10        12        14 

16       18       20 

23        25       27 

29        31        33        35 

36       38        40       42 

44        46       48 

51        53        55 

57        59       61        63 

64       66       68       70 

72       74        76 

79       81        83 

85       87        89        91 

92       94       96       98 

99      101      103      105 

106      108      110      112 

114      116      118 

121      123      125 

127      129      131      133 

134      136      138      140 

142      144      146 

149      151      153 

155      157      159      161 

162      164      166      168 

170      172      174 

177      179     181 

163      185      187      189 

190      192      194      196 

Après  avoir  acheré  cette  première  partie ,  ce  qui  est 
très-&cile  à  retenir,  on  opérera  de  même,  à  commencer 
par  le  bas ,  et  par  la  dernière  case,  en  comptant  de  nou- 
Teau,  de  droite  à  gauche,  et  ensuite  en  remontant,  ayant 
soin  de  rempUr  les  cases  yides  par  les  nombres  qui  y  au- 
raient place  s'il  n'y  avait  pas  de  cases  pleines.  Cette  se- 
conde opération  est  aussi  facile  à  faire  que  la  première,  et 
devient  presque  machinale.  Le  carré  plein  n'est  pas  préci- 
sément celui  que  l'on  cherche,  mais  il  y  aura  peu  de  mo- 
difications, et  surtout  point  de  tableaux  à  former.  Voici  ce 
carré  imparfait. 


TOM.     I. 


3G 
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99. 


85. 


1  195      S  198      5  191       7 

183    16  180    18  178    30  176 

39  167    31  165    33  163    85 

154    44153    46  150    48  148 

57  189    59  187    61  185    68 

126    73  134    74  123    76  120 

.  85  111     87  109    89  107    91 
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m 

8  188  10186  12  184  14 

175  38  173  25  171  27  169...  15 

86  160  88  168  40  156  43...168 

147  51  145  68  148  56  141...  48 

64  183  66  180  68  138  70...140 

119  79  117  81  115  88  118...  71 

93  104  94  102  96  100  98...112 


,.  99  97  101  95  108  98  105 
84  114  82  116  80  118  78 

137  69  139  67  181  65  188 
66  143  54144  52  146  50 

165  41  157  89  159  87  161 
28  170  26  172  84174  33 

.188  18  185  11  187   9  189 


106  90  108  88  110  86  113...  98 
77  121  75  128  73  125  71...118 

184  62  186  60  188  58  140...  70 
49  149  47  151  45  153  48...141 

162  84164  82  166  80  168...  42 

21  177  19  179  17  181  15...169 

190   6  192   4194   2  196 
11 

Il  est  clair  qu'avec  très-pen  d'attention  on  peut  fonner 
d'an  seul  coup  le  carré  ci-dessus.  En  effets  après  l'unité 
Tient  l'avant -dernier  terme  du  carré;  puis  les  petits 
nombres  augmentent  de  2  en  2^  tandis  que  les  grands 
diminuent  de  2  en  2.  Il  ùmi  cependant  remarquer  que 
près  des  lignes  de  division,  comme  il  se  trouve  deux 
nombres  de  même  espèce,  il  n'y  aura  qu'une  unité  d'aug- 
mentation ou  de  diminution  pour  ces  nombres ,  et  au  con- 
traire 3  unités  de  différence  entre  les  nombres  qui  ne  sont 
pas  près  de  la  ligne  verticale  de  séparation. 

Maintenant,  si  l'on  recherche  la  somme  deç  nombres  de 
chaque  ligne ,  U  sera  Êicile  de  connattre  les  modifications 
à  Eure  subir  au  carré. 

La  somme  des  nombres  du  carré,  en  appelant  r  la 
racine  ,  est  (  r*  +  1  )  i  :  celle   d'une  ligne  aura  donc 
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D'après  la  formation  du  carré  ci-dessus  la  1/^  yerti- 
cale  aura^  de  2  en  2,  à  partir  de  l'unité,  1 ,  29,  57, 85  = 
l4.(2r+1)+(4r+l)+  (6r+1);  puis,  au  dessous  de 
la  ligne  séparatire  horizontale ,  99,  127,  155,  183,  ou 
(7r+1)  +  (9r+1)+  (11r+1)+  (13r+1);  ensuite,  et  en 
remontant,  28,  56,  84,  ou  2r4-4r+6r;  et  au  delà  de  la 
ligne  horizontale,  126,  154, 182^ou9r+11r+13r:  on 
aura  donc  en  tout  (12r+4)+(40r+4)+  (12r)+(33r)= 
97r+8=98r— r+8;  mais  98=7r  :  donc  on  a  7r*+7 
— r+1=7  (r»+1)— (r— 1)=(r«+1)5— (r— 1):  car 
7=f  :  il  manque  donc  (r— 1)  unités  à  la  l.'»  yerticale.  Il 
laut  Yoir  la  dernière.  Elle  a  1 4 ,  42,  70, 98,  ou  r+3r+5r 
+7r;  ensuite  112, 140, 168, 196,  ou  8r+10r+12r+14r; 
et  en  remontant,  15,  43, 71,  ou  (r+1)+(3r+1)+(5r+1> 
enfin113,141,169,ou(8r+1)+00r+1)+(12r+1):en 
tout  99r+6=98r+7+(r— 1)=7r«+7+(r— 1)= 
(r*+1)5  +  ('' — ï)-  donc  la  dernière  rerlicale  aura  r— 1 
unités  en  trop,  tandi|  que  la  première  a  r— 1  unités  en 
moi^* 
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Les  horûontales  Yarient  donc  aussi  d'une  qaantité  cons^ 
t^pte  :  la  raison  de  la  progression  est  2  •  14 ,  ou  celle  des 
horizontales ,  dont  chaque  terme  est  mult^Iié  par  14.  Gela 
résulte  de  la  construction  même  du  carré  :  d'où  il  suit  qu'il 
suffirait  de  renverser  une  horizontale,  la  dernière,  par 
exemple 9  conmie  on  le  yoit  au  carré  ci-dessus*,  maôs,  ne 
pouyant  pas  toucher  aux  diagonales ,  qui  ont  la  somme 
Toulue ,  on  alternera  deux  nombres  extrêmes  de  l'une  des 
verticales^  comme  f  2  et  194  :  alors  toutes  les  horizontales 
seront  rectifiées.  En  effet  169 — 15=154=11  •  14,  pour 
les2.eet  13  horizontales;  168— 42=1 26=9 •  14,  pour  les 
3.C  et  12.®,  et  ainsi  de  suite;  on  a  aussi  194 — 12=182 
=  13*14,  pour  les  première  et  dernière,  fl  iaut  passer 
aux  yerticales. 

La  2.6  a  11  de  trop,  et  la  1 3.«  11  de  moins;  mais  167 
— 156r=:ll.  On  peut  donc  alterner  ces  deux  nombres,  ce 
qui  n'altère  len  rien  les  horizontales.  La  3.®  verticale  a  9  de 
moins,  et  la  12.^  9  de  trop.  On  aurait  bien  40 — 31=9; 
mais  on  ne  peut  toucher  aux  diagonales  :  îl  faut  donc  choi- 
sir d'autres  nombres,  comme  96  et  87,  que  l'on  alternera. 
De  même  la  4.^  verticale  a  7  de  trop,  et  lai  1.®  7  de  moins; 
mab^165 — 158=7.  La  5.^  verticale  ayant  5  de  moins,  et 
la  10.e  5  de  plus,  on  a  38--33  =5.  La  6.e  verticale  a  3  de 
plus,  et  la  9.e  3  de  moins;  mais  163— 160b=3.  Enfin,  la  7 fi 
ayant  1  de  moins,  et  la  8.^  1  de  plus,  on  changera  de  place 
36  et  35  :  cela  se  réduit  donc  à  renverser  une  horizontale , 
à  l'exception  des  extrémités  et  des  nombres  des  diago- 
nales. On  choisit  l'une  des  horizontales  qui  n'ait  subi  que 
le  changement  de  l'extrémité  par  le  renversement  de  la 
verticale.  Il  ne  reste  plus  que  la  première  et  la  dernière 
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Terticale,  dont  l'une  a  13  de  moins ,  et  Fantre  13  de  plus* 
On  alternera  les  deux  nombres  du  milieu  de  la  première , 
ceux  de  la  dernière  l'étant  déjà;  on  changera  ensuite  de 
place  les  deux  nombres  qui  terminent  actuellement  la  pre- 
mière moitié  de  ces  yerticales  :  par  ce  moyen  la  première 
aura  112+85=197,  au  tieu  de  85+99=184;  eHe  aura 
donc  13  de  plus;  la'  dernière  aura  également  99+98= 
197  au  lieu  de  1 12+98=^0  :  ainsi  elle  aura  1 3  de  moins; 
mais  par  ce  changement  la  8*^  horisontale^  qui  était  com- 
plète, et  qui  avait  98+99,  aura  98+85,  ou  1A  de  moins; 
et  la  7.e,  qui  avait  112+85,  aura  112+99,  ou  14  de  plus; 
mais  si  l'on  alterne  86  et  100  entre  ces  deux  horizontales, 
tout  sera  rétabli;  et,  comme  ces  changemens  sont  pos- 
sibles dans  tous  les  carrés  construits  comme  celui  de  14, 
d'après  la  méthode  des  carrés  de  racine  divisible  par  4, 
on  sera  certain  d'obtenir  le  carré  magique  par&it« 
Récapitulant: 
On  ne  doit  toucher  ni  aux  angles  ni  aux  nombres  en 
diagonale  :  d'où  il  suit ,  d'après  ce  qui  a  été  dit ,  qu'en 
choisissant  une  verticale,  par  exemple  la  dendère,  pour  la 
renverser,  on  conmiencera  par  changer  les  nombres  du 
milieu  des  première  et  dernière  verticales,  et  l'on  alternera 
les  extrémités  de  l'une  des  horizontales  du  milieu  après  le 
premier  changement  opéré.  Puis  on  renversera  l'une  des 
verticales,  la  dernière,  par  exemple,  à  l'exception  des 
angles;  et  au  lieu  de  ceux-ci,  deux  nombres  d'une  même 
verticale  qui  auraient  la  même  diflférence  que  les  angles ,  et 
qui  seraient  à  égale  distance  des  extrémités  de  cette  ver- 
ticale. On  renversera  enstdte  une  horizontale,  à  l'exception 
de  ses  extrémités  et  des  nombres  diagonaux.  On  alternera 
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ensuite  deux  ncnabres  des  Yerticales  où  sont  ces  nombres 
diagonaux,  et  sur  une  même  horiaontale ,  et  enfin  les  deux 
nombres  d'une  verticaie ,  ces  nombres  tenant  le  milieu  de 
cette  yerticale,  et  ayant  entr'eux  une  différence  =  r.  Ces 
changemens  se  font  partiellement ,  et  sont  Êiciles  âpréroir 
{planche  XXI,  figure  115).  On  a  mis  deux  nombres 
aux  cases  qui  ont  éprouvé  des  cbangemens  :  le  supérieur, 
ea  petits  caractères ,  est  celui  df}  carré  primitif;  l'inférieur, 
en  gros  caractères,  est  celui  du  carré  rectifié. 

Ce  procédé,  qui  Sût  ériter  l'emploi  des  tableaux,  est  le 
plus  expéditif  de  tous,  sans  exception.  Il  j  aurait  beaucoup 
d'autres  changemens  qu'on  pourrait  pratiquer  sur  le  carré 
imparÊdt.  Bn  général,  tous  ceux  qui  peuvent  satisfaire  à  la 
rectification  des  lignes,  d'après  les  différences  indiquées  , 
sont  bons ,  pourvu  qu'on  ne  touche  pas  aux  diagonales  , 
seules  lignes  qui  aient  la  somme  voulue.  Ici  c'est  1379* 

On  peut  être  curieux  de  connaître  les  tableaux  qui  ont 
fourni  le  carré  de  la  figure  1 15. 
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1  13  3  11  597 

8  6  10  4  12  2  14 

14  2  12  4  10  6  8 

7  9  5  11  3  13  1 

1  2  3  4  10  6  8 

7  9  5  11  12  13  14 

14  2  12  4  10  6  8 

7  9  5  11  3  13  1 

1  13  3  11  5  97 

8  6  10  4  12  2  14 

14  2  12  4  10  6  8 

7  9  5  11  3  13  1 

14  13  12  11  597 

8  6  10  4  3  2  1 

1  13  3  11  59  7 

8  6  10  4  12  2  14 

14  2  12  4  10  6  8 

7  9  5  11  3  13  1 

1  13  3  11  5  97 

8  6  10  4  12  2  14 

14  2  12  4  10  6  8 

7  9  5  11  3  13  1 

1  13  3  11  59  7 

8  6  10  4  12  2  14 

14  2  12  4  10  6  8 

7  9  5  11  3  13  1 

1  13  3  11  5  9  7 

8  6  10  4  12  2  14 

0182  0182  0182  0  0182  0182182182  0 

168  14  168  14168  14  168168  14  168  14168  14  14 

28154  28  154  28154  28  28154  28154  28154154 

140  42140  42140  42140140  42140  42140  42  42 

56126  56126  56126  56  56126  56126  56126126 

112  70112  70112  70112112  70112  70112  70  70 

98  98  84  98  84  98  84  84  98  84  98  84  84  98 

84  84  98  84  98  84  98  98  84  98  84  98  98  84 

70112  70112  70112  70  70112  70112  70112112 

126  56  126  56128  56126126  56126  56126  56  56 

42140  42140  42140  42  42140  42140  42140140 

154  28154  28154  28  154  154  28154  28154  28  28 

14  168  14168  14  168  14  14  168  14168  14168168 

182  0182  0182  0182182  0182  0  0  0182 
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On  Toit  que  le  deuxième  tableau  n'est  pas  le  premier 
renversé ,  comme  précédemment.  De  là  de  nouvelles  com- 
binaisons. 

On  donne  encore  le  carré  de  18  {planche  XXIH. ,  fi- 
gure 121  ),  pour  fiiire  voir  que  les  changemens  à  effectuer 
ne  sont  pas  subordonnés  à  tel  ou  tel  ordre  de  nombres, 
mais  qu'on  peut  Êdre  varier  à  volonté  la  manière  d'opérer. 
Il  suffit  que  les  lignes  du  carré  impar&it  aient  les  rectifi- 
cations exigées.  On  n'a  pas  mb  dans  la  figure  les  nombres 
primitif,  mais  seulement  ceux  qui  les  remplacent ,  et  en 
plus  gros  caractères  :  caries  nombres  primitife  se  supposent 
naturellement  d'après  la  manière  dont  est  composé  le  carré 
fautif  Qu'on  change  les  nombres  du  milieu  de  la  première 
verticale;  qu'on  £3isse  de  même  pour  la  dernière  de  ces 
lignes,  et  qu'on  alterne  les  deux  nombres  de  la  9.^  ou  de 
la  10.e  horizontale  :  ainsi  145  et  162  seront  à  la  place  de 
1 63  et  de  1 80,  qui  prendraient  leurs  places  ;  mais  on  alterne 
ces  deux-Hsi  ;  et,  les  extrémités  des  deux  horixontales  du  mi- 
lieu ainsi  régularisées,  les  prenùère  et  deinière  verticales 
sont  exactes.  On  change  ensuite  de  place  deux  nombres 
au  milieu  de  l'une  des  verticales,  comme  173  et  155,  et 
les  deux  horizontales  du  milieu  sont  exactes.  Qu'on  ren- 
verse la  dernière  verticale  sans  toucher  aux  angles  ni  aux 
nombres  du  milieu,  et  toutes  les  horizontales,  sauf  la  pre- 
mière et  la  dernière,  sont  exactes.  Quant  à  celles-ci,  il 
manque  à  la  première  17 •  18=306,  et  la  dernière  a  306 
de  trop.  Si  l'on  change  de  place  les  deux  nombres  à  chaque 
extrémité' des  verticales  du  milieu,  et  qu'ensuite  on  id- 
teme  les  deu]|:  nombres  extrêmes  de  l'une  d'elles ,  la  pre* 
mière  horizontale ,  qui  avait  9+10  au  milieu  =19,  et  la 
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dernière,  315+316=:631,  auront ,  savoir  :  la  première, 
316+9=325;  or 325— 19=306,  qailui  manquaient.  La 
dernière  aura  10+315=325;  mais  631—325=306,  ou 
306  qu'elle  avait  de  trop  :  elles  seront  donc  exactes.  Mais 
par  ce  changement  la  9.^  verticale,  à  laquelle  il  manquait 
une  unité,  en  a  gagné  deux  :  elle  en  a  donc  une  de  trop,  et 
la  10.C  une  de  moins.  Changeant  de  place  27  et  28,  ces 
deux  verticales  seront  régulières.  Il  est  clair  que  le  chan- 
gement aurait  pu  porter  sur  deux  autres  nombres  à  volonté, 
présentant  Funité  pour  différence.  Il  &ut  examiner  les 
autres  verticales;  on  a  déjà  les  deux  extrêmes  et  celles  du 
milieu  régulières. 

La  2.«  a  15  de  trop,  et  la  17.®  t5  de  moins:  qu'on  change 
de  place  146  et  161. 

La  3.6  a  13  de  moins,  et  la  16.<^  13  de  trop:  on  peut  chan- 
ger 178  et  165. 

Laft.ea  lldetrop,  etlalS.®  11  de  moins  :  qu'on  change 
148  et  159. 

La  5.C  a  9  de  moins,  et  la  14.«  9  de  trop  :  on  peut  chan- 
ger 149  et  158. 

La  6.6  a  7  de  trop,  et  la  1 3.®  7  de  moins  :  qu'on  change 

150  et  157. 

La  7.6  a  5  de  moins,  et  la  1 2.®  5  de  trop:  on  peut  changer 

151  et  156. 

La  8.6  a  3  de  trop,  et  la  1 1 .6  3  de  moins  :  qu'on  change 
314  et  317. 

Ces  changemens  opérés,  le  carré  est  par&dt.  On  voit 
que  le  tableau  des  différences  que  l'on  a  donné  est  indis- 
pensable pour  indiquer  les  changemens  à  effectuer.  On 
voit  également  qu'on  a  grande  latitude  pour  Eure  ces  opé- 


572 


MÉTHODES    DIVERSES. 


rations  :  elles  peuvent  avoir  lien  sur  telle  ligne  que  Ton 
voudra. 

Voici  les  (ableaus  qui  donneraient  le  carré  exact  de  la 
figure  121. 


i    il     3 

15  6  13  7 

8 

10 

9  11  12  6  14  il  16  2  18 

18  3  16 

4  14  6  12 

8 

10 

9  11   7  13  5  15  3  17  1 

i   il     8 

15  5  13  7 

9 

10  8  12  6.14  4  16  2  18 

18  2  16 

il  1â  6  12 

10 

9  11   7  13  5  15  8  17  1 

1  17  8 

15  5  13  7 

9 

10  8  12  6  14  4  16  2  18 

18  2  16 

4  14  6  12 

10 

9  11  7  13  5  15  8  17  1 

1  17  8 

15  5  13  7 

9 

10  8  12  6  14  4  16  2  18 

18  2  16 

4  14  6  12 

10 

9  11   7  18  5  15  8  17  f 

18  17  8 

15  14  18  12 

9 

10  8  7  6  5  4  16  2  1 

1  2  16 

4  6  6  7 

9 

10  8^12  13  14  15  3  17  18 

18  2  16 

4  14  6  12 

10 

9  11  7  13  5  15  3  17  i 

1  17  8 

15  5  18  7 

9 

10  8  12  6  14  4  16  2  18 

18  2  16 

4  14  6  12 

10 

9  11   7  18  5  15  Z  il     1 

1  17  8 

15  5  13  7 

9 

10  8  12  6  14  4  16  2  18 

18  2  16 

4  14  6  12 

10 

9  1i  7  *8  5  U  8  17  i 

1  17  8 

15  5  13  7 

9 

10  8  12  6  U  4  16  2  18 

18  2  16 

4  14  6  12 

9 

9  11   7  13  5  15  8  17  1 

1  17  8  15  6  18  7 

10 

10  8  12  6  14  4  16  2  18 
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1  18  1  18  1  18  1  18  18  1  18  1  18  1  18  1  18  1 

17  2  17  2  17  2  17  2  17  17  2  17  2  17  2  17  2  2 

3  16  S  16  3  16  3  16  3  3  16  8  16  3  16  3  16  16 

15  4  15  4  15  4  15  4  15  15  4  15  4  15  4  15  4  4 

5  14  5  14  5  14  5  14  5  5  14  6  14  5  14  5  14  14 

18  6  13  6  13  6  13  6  13  13  6  13  6  13  6  13  6  6 

7  12  7  12  7  12  7  12  7  7  12  7  12  7  12  7  12  12 

11  8  11  8  11  8  11   8  11  11   8  11  8  11  8  11  8  8 
10  10  ^  10  9  10  9  9  9  9  10  9  10  9  10  9  10  10 

9  9  10  9  10  9  10  10  10  10  9  10  9 

8  11  8  11  8  11  8  11  8  8  11  8  11 

12  7  12  7  12  7  12  7  12  12  7  12  7 

6  13  6  13  6  13  6  13  6  6  13  6  13 
14  5  14  5  14  5  14  5  14  14  5  14  5 

4  15  4  15  4  15  4  15  4  4  15  4  15 

16  3  16  3  16  8  16  3  16  16  S  16  3 

2  17  2  17  2  17  2  17  2  2  17  2  17 
18  1  18  1  18  1  18  1   1  18.  1  18  1 

Les  changemens  peuvent  être  encore  simplifiés,  et  tout- 
à-£adt  a  volonté,  d'après  les  différences  signalées.  On  Ta  en 
donner  deux  exemples  sur  les  carrés  de  10  et  de  22.  On 
insiste  davantage  sur  ce  genre  de  carrés,  parce  que  c'est 
celui  sur  lequel  ont  échoué  les  auteurs  qui  ont  cherché  une 
méthode  expéditive  de  formation ,  et  parce  qu'il  est  bon 
de  s'abstenir  des  tableaux^  dont  la  composition  est  longue, 
et  l'addition  fatigante. 


10  9 

10  9  9 

8  11 

8  11  11 

12  7 

12  7  7 

6  13 

6  13  13 

14  5 

14  5  5 

4  15 

4  15  15 

16  3 

16  3  3 

2  17 

2  17  17 

18  1 

18  1  18 
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1  483      3  481      5  479      7  477      9  475    Î1 

462    24  460    26  458    28  45ê    30  454    32  452 

45  439    47  437    4^  435    51  433    53  431     55 

418    68  416    70  414    72  4l!2    74  410    76  408 

89  395    à?  393    93  391    95  389    97  387    99 

374  112  372  114  370  116  368  118  ^  120  364 
133  £\  ISH  349  137  347  139  345  141  ^i  143 

330  156  328  158  326  160  3^*  162  322  164  320 

177  307  179  3^  181  303  183  301  185  299  le? 

286  200  2è''î  202  282  204  280  206  278  208  276 

t^'i  263  223  261  2^  259  227  257  229  255  231 

243  241  245  239  2^5^  237  2S§  235  251  233  253 

220  266  2r8  268  216  270  214  272  212  274  210 
287  197  289  195  291  193  293  làl  295  189  297 

176  310  174  312  172  314  170  316  168  318  166 
331  153  M  151  335  itô'  337  147  3^*  145  3Î'f 

132  354  130  356  126  358  126  360  1^'  362  122 

375  109  377  107  379  105  381  103  383  101  385 

88  398    86  400    84  402    é^  404    80  406    78 

419    65  421    63  423    61  425    59  4Sr7    57  «29 

44  442    42  444    40  446    ^  448    36  450    34 

463    21  465    19  467    17  469    15  471    13  473 

' - ■■  —  1 
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12  472  14  470  16  468  18  466  ^  464  22   , 

451  35  449  37  447  39  445  41  443  43  441 

56  428  58  426  60  424  ^  422  64  420  66 

407  79  405  81  403  83  401  85  399  87  397 

100  384  1&  382  104  380  106  378  1(S  376  110 

363  123  361  125  359  127  357  129  355  131  353 

144  3^6*  146  338  148  336  150  334  152  3^  154 

319  167  317  169  315  171  313  173  311  175  309 

lés  296  190  294  192  292  194  2^'  196  288  198 

275  211  273  213  271  215  269  217  267  219  265 

232  252  234  250  236  248  238  246  240  244  2!& 

254  230  256  228  25^  226  260  224  262  222  264 

209  277  207  279  205  281  203  283  201  285  199 

298  186  300  isH  302  182  304  180  306  178  308 

165  321  163  323  161  325  159  327  157  329  155 

3I12  142  3^4  140  346  i^  348  136  350  134  352 

121  365  119  367  117  369  115  371  113  373  111 

386  98  38^  96  390  94  392  92  394  90  396 

77  403  75  411  73  413  71  415  69  417  67 

430  54  432  52  434  50  436  48  438  46  440 

33  453  31  455  29  457  27  459  25  461  23 

474  10  476   8  478   6  480   4  482  2  484 
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^  d  si  d  ^  ?i  si  d  si  ^  d 

•    •••••     ••••« 

+T +T +T  +  I  +  I  + 

cl   J^   Ô  c5   00    t^'Jg  Ift   ;^   ®^  ^ 

^^^^^^^^^^? 

I  +7 +7  +  I  +  I  +  I 

K  ;i  «.  *.  "i  "•  *•  ®.  ''.  ^  ®. 


Ch  *-  ^—   i«—   ^-   T- 

+  I  +  I  +  I  +  I  +  I  + 

g!jjOoOOt>:gLr5^î2$î 


rt     1 

. 

M 

j-otsiftco^o^tsi^eo*- 

1  +  1  +  1  +  1  +  1  +  1 

£«««».©«'.©.    ».   ©,   ©, 

^*cIc^«;ôc£5isq6cSo<p: 
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A.^  et  19.^:  alternant 
9.®  et  18.®  :  alternant 
6.»  et  17.e  s  alternant 
7.eet1(Swe:  alternant 
8.e  et  15.«  ?  alternant 
9.®  et  14.0  :  alternant 
10.eet13.e:  alternant 
11.eet12.e:  alternant 


Régularisant  les  horizontales  :  482  au  lieu  de  20,  et  20 
au  liea  de  482, 1  .r«  et  22.^ 

2.0  et  21.«  :  on  ulteme  38  et  456. 
S.«  et  20.«  :  alternant  53  et  427» 
82  et  412. 
102  et  388. 
124  et  366. 
135  et  333. 
170  et  324. 
177  et  287. 
218  et  284. 
225  et  247. 

Les  horizontales  étant  rectifiées,  si  l'on  passe  anx  rerti- 
cales,  on  peut  les  régnlariser  comme  suit  : 

Pour  les  1.1^  et  dernière,  on  permutera  21  et  42. 
2.e  et  21.e  s  alternant  332  et  351. 
3.e  et  20.e  :  alternant    91  et  108. 
4.e  et  19.e  •  alternant  290  et  305. 
5.e  et  18.e  :  alternant    49  et    62. 
6.e  et  17.e  :  dtemant  138  et  149. 
7«e  et  16.e  i  alternant  258  et  249. 
8.e  et  15.e  :  alternant  184  et  191. 
9.e  et  14.e  :  alternant  339  et  344. 
10.e  et  13.e  :  alternant  340  et  343. 
11.»  et  12.e  :  alternant  187  et  188. 
On  Toit  combien  peuyent  yarier  Içs  changemens;  et 
plus  la  racine  est  grande ,  plus  il  est  &cile  d'arriyer  au 
résultat  cherché, 
n  n'y  a  pas  à  craindre  de  ne  pas  trouTer  de  nombres 
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convenables  pour  opérer  les  mufatîoiis  nécessaires.  En 
effet  les  yerticales  à  égale  distance  de  la  ligne  séparatire 
auront  sur  la  mémo  horizontale  denx  nombres ,  dont  la 
différence  en  plus  on  en  moins  sera  celle  exigée^  et  il  j 
aura  autant  de  ces  nombres  qu'il,  j  a  dlioriaonlafes  prises 
de  2  en  2.  Par  exemple^  la  première  verticale ,  comparée 
à  la  dernière,  aura  les  nombres  1,  22;  45,  66;  89, 110; 
133, 159;  177,  198;  221,  242;  243,  264;  287, 208;  331. 
352;  375,  396;  419, 440;  463, 484.  Ces  nombres  diffèrent 
tous  de  21  unités  ou  de  r*-1 ,  et  peuvent  par  cciiséq^nt 
alterner  pour  régulariser  les  verticales  première  et  dernière. 
Gela  tient  à  la  constraction  du  carré  primitif 

fjuant  aux  horixontaks ,  on  aura  sur  une  même  verti- 
cale deux  nombres  dont  la  différence  sera  cdle  demandée, 
et  il  j  aura  autant  de  nombres  que  de  verticales  prises  de 
2  en  2  :  ainsi  1,  463;  3,  465;  5,  467;  7,  469;  9.  471;  11, 
473;  12,  474;  14,  476;  16, 478;  18,  480;  20,  482;  22, 484, 
ont  tous  pour  différence  462.  H  en  sera  de  même  pour  les 
autres  horisontales  à  égale  distance  delà  ligne  séparative. 

Toici  encore  le  carré  de  6,  qui  est  le  plus  petit  de  tous 
ceux  à  racine  divisible  par  2  seulement. 


1 

38  % 

&  S   6 

30 

8  28 

27  11  25 

û 

23  15 

16  d6  ih 

i'5 

17  21 

22  Û    ^ 

12 

26  1Ô 

'^  29  9 

31 

5  3è 

^   2  36 

BOftDV&ES* 


579 


Que  l'on  change  de  place  les  deux  nombres  do  milieii 
des  première  et  dernière  Terticale  :  on  aura  augmenté  de 
12  la  3.0,  et  diminué  de  12  la  4.e  horixontale.  Celle-ci  était 
trop  forte  de  6,  et  la  3.^  trop  figôble  de  6;  mais  si  l'on  al- 
terne 20  ot  1 4,  elles  seront  exactes.  Si  l'on  alterne  7  et  25 , 
les  2.®  et  5.e  horizontales  seront  exactes.  La  L^eyerticale  a 
5  de  moins,  et  la  dernière  5  de  plus*  Si  donc  on  alterne  2/1 
et  19 ,  qui  ont  déjà  subi  un  changement,  ces  Terticales  se- 
ront  exactes.  Alternant  32  et  35,  on  régularisera  les  2fi  et 
5.^  Terticales.  Quant  à  ceUes  du  milieu,  alternant  4  et  3, 
elles  seraient  régulières  ;  mais  si  l'on  alterne  33  et  34 ,  la 
3.0  aura  1  de  trop ,  et  la  ft.^  1  de  moins.  Qu'on  change 
10  et  9  :  elles  seront  de  nouveau  exactes.  Enfin  alternant 
4  et  34,  qui  ont  déjà  subi  un  changement,  la  1j^  et  la 
dernière  yerticale  seront  régulières. 

On  voit  que  pour  ce  carré  il  j  aurait  plus  de  difficulté  à 
la  correction  que  pour  un  carré  à  plus  forte  racine. 

Toici  les  tableaux  que  donne  ce  carré  : 


'12  4  3  5  6 

^  0  30  30    0  30    0 

624351 

5 

24    6  24  24    6    6 

653421 

M 

i 

18  18  12  12  12  18 

15  3  4  26 

12  12  18  18  18  12 

623451 

5 

6  24    6    624  24 

15  4  326 

l30    0    0  30    0  30 

Ces  tableaux  n'ont  aucun  rapport  entr'eux. 


CHAPITRE  lY. 

BoanuEBS. 
Tout  ce  qui  a  été  dit  relativement  aux  bordures  «  s'ap« 
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pliqae  anx  nombres  dont  la  ^Taoine  est  pairement  im- 
paire, n  est  inutile  de  répéter  ici  ce  qui  a  été  expliqué  en 
détail  ailleurs;  on  se  contentera  de  donner  trois  exemples* 

Le  carré  de  12  {planche  XMyfgure  116)>  n'a  qn\me 
bordure ,  et  le  carré  central  est  celui  de  1 0.  La  bordure  est 
Êdte  avec  les  44  nombres  du  mifieu^  et  le  carré  de  10  est 
celui  de  la  figure  f  1 3 ,  en  ajoutant  44  à  tous  les  nombres 
qui  surpassent  50. 

Le  carré  de  8  {planche  XSI^fi^re  1 17)  a  pour  carré 
central  six  progressions:  5*  6*  7*8*9*  10. , ..  13*  14*  15  • 
16. 17. 18....  21. 22.23. 24. 25.26.....  39.40-41. 42. 

43.44 47. 48. 49.50. 51. 52....  55. 56. 57.58. 59. 

60,  dont  trois  simples,  et  trois  de  complémens.  En  consé- 
quence y  ce  carré  de  6  étant  donné  pour  les  36  premiers 
nombres >  on  ajoutera  4  aux  six  premiers,  6  aux  six  sui- 
vans,  8  aux  six  autres ,  puis  20  aux  six  qui  suivent  les  dix-* 
huit  premiers,  22  aux  six  qui  viennent  après,  et  29  aux 
six  derniers.  La  bordure  se  composera  d'après  Vune  des 
méthodes  données. 

Le  carré  de  12  avec  "3  bordures  {planche^lSSlyfiffire 
118),  a  son  carré  central  composé  des  18  premiers  et  18 
derniers  nombres. 

CHAPITRE   V. 

COVPAKTIMBNS. 

Lorsqu'un  nombre  a  la  forme  2  £ ,  si  i  est  un  nombre  pre- 
mier, on  ne  peut  avoir  de  compartiment  :  carie  carré,  étant 
4£*,  ne  peut  se  former  par  î*  carrés  de  2,  puisque  quatre 
nombres  ne  peuvent  se  disposer  magiquement.  On  ne  peut 
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pas  ayoir  quatre  carrés  égaux  de  i*  cases,  puisque  r*  est 
nombre  impair,  dont  les  carrés  sont  inégaux. 

Mais  si  i  est  impair  composé,  il  y  aura  lieu  à  comparti- 
mensde  plusieurs  manières  :  ainsi,  soiii=:abcdy  il  Tien- 
dra 2£z=z2ahcdy  et  le  carré  =:4a'^!c*^.  On  ne  peut 
ayoir  a*b*c*d*  carrés  de  2  de  côté,  ni  quatre  carrés  de 
a^bVd*  cases,  puisque  a*bVd*  est  impair  j  mais  tout  carré 
dont  ft  fera  partie,  sera  convenable.  On  peut  fiedre  abstrac- 
tion de  4,  et  combiner  les  lettres  abc  don  leurs  carrés 
Ià1,2à2,3à  3.  Or  ces  lettres  3à  3  donnent  |^=:  A; 
combinées  2  à 2=  ^=6;  combinées  l.à  1  =  ft.  En  tout 
14  manières  de  composer  le  carré  à  compartimens.  On 
aurait  ici  Ua*.  b*c*d*;  ftfc'.a'c»^»;  HcKa^b^d*-,  id'a^bV; 
lia*b\  c*d^;tia^c\  fcy«;  aa*rf*i«c*;  ihcKxiKd*',lib^d*a*c*; 
Hc^d*.  a^b'-,  tka^b^cK  d^i  Ha^b^d^.  c'j  HaVd^.  fc»;  UbVd'.a*  : 
en  tout  1&  manières  de  composer  te  carré  de  2  abcdy, 
quant  aux  formes  seulement.  Plusieurs  carrés  partiels 
pourraient  eux-mêmes  se  décomposer  en  d'autres  comr 
partimens;  mais  on  les  considère  comme  Êisant  partie  des 
14  formes  ci-dessus  :  car  le  carré  total  ne  peut  en  ayoir 
dayantage. 

Soit  1 8  =:2* 3*  3=3* 6, seule  décomposition  possible, 
à  capse  du  double  &cteur  3  ;  on  aurait  36  carrés  de  neuf 
cases,  chose  possible  :  mais  les  carrés  ne  seraient  pas 
égaux,  et  par  conséquent  ne  pourraient  s'arranger  à  yo- 
lonté.  Us  seraient  dbtribués  d'après  la  règle  relative  au 
carré  de  6 ,  chaque  carré  de  9  étant  considéré  comme  un 
seul  nombre. 

Soit  le  carré  de  30=:[2*3*5:  on  aurait  3*10  ou5«6, 
ce  qui  donnerait  quatre  formes  de  carrés,  savoir  :  9  carrés. 
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de  100  égam,  ouinégainc;  100  carrés  de  9,  ceux-ci  consi- 
dérés comme  simples  nombres;  36  carrés  de  25  cases, 
arrangés  d'après  les  règles  da  carré  de  6;  enfin  25  carrés 
de  36 cases, égauxoi^ inégaux. 

Swt  enfin  2  •  3  •  5  •  7=210.  Il  viendrait  6  formes  :  car 
210  se  décompose  en  3-705  5.42;  7-30;  6.85;  10.21  ; 
14.15.  Parmi  les  carrés  partiels  pluneurs  se  dirisent  en 
compartimens  :  ainsi  les  36  carrés  de  35  de  racine  penrent 
donner  chacun  49  carrés  de  25  cases,  on  25  carrés  de  49 
cases,  puisque  35'=:7*i  5', et  ainsi  des  autres. 

Gomme  on  a  donné  ailleurs  la  manière  de  former  les 
carrés  à  compartimens,  on  se  contentera  de  celui  de  18, 
par  9  carrés  de  36  cases  et  par  36  carrés  de  9  cases 
iplanchc  XSn.fgures  119  et  120).  Ces  36  carrés  sV- 
raugent  comme  des  nombres  simples  5  chacun  est  composé 
de  9  nombres  en  progression  ;  Ton  a  pris  ces  nombres  par 
ordre ,  à  commencer  par  les  9  premiers ,  et  ainsi  de  suite 
{figure  120).  Pour  les  9  carrés  de  36  cases  on  a  également 
les  36  nombres  de  chacpie  carré  par  ordre  {Ji^^re  119). 
Les  36  carrés  de  9  cases  ont  été  arrangés  d'après  Tordre 
du  2.»  carré  de  la  figure  119. 

On  Toit  ce  (jue  l'on  aurait  à  fiiire  pour  toute  autre  racine 
pairement  impaire ,  ou  divisible  par  2  seulement. 

B'après  ce  qui  précède,  on  est  à  même  de  fiiire  tout 
cairré  simple  à  bordure  et  à  compartiment. 

On  terminera  ici  ce  que  l'on  avait  à  dire  sur  les  carrés 
pairs  et  impairs  réguliers,  soit  simples,  soit  àbordures,ou 
à  compartimens.  Bans  le  second  vohune  on  examinera  les 
formes  particulières  dont  sont  susceptibles  les  carrés. 
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formes  nouvelles,  et  dont  aucun  auteur,  à  notre  connais- 
sauce,  ne  s'est  occupé.  La  troisième  partie,  qui  fidt  la 
matière  de  ce  second  volume ,  est  la  plus  intéressante  : 
les  croix I  châssis,  équerres,  bandes  détachées ,  offrent  de 
nouvelles  combinaisons  propres  à  piquer  vivement  la  cu- 
riosité. La  théorie  des  cubes  magiques,  et  un  essai  sur  les 
cercles  magiques,  compléteront  l'ouvrage.  De  nombreuses 
figures  accompagneront  et  éclairciront  le  texte ,  auquel 
on  ajoutera  le  développement  d'une  formule  d'Euler,  qui 
trouve  naturellement  place  à  la  suite  des  carrés  magiques, 
puisqu'elle  a  pour  but  de  résoudre  un  problème  qui  se 
rattache  à  la  théorie  de  ces  carrés. 
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Ebbatum. 

Tome  1.^,  page  12,  ligne  9,  pair  par  pair  donne 
qnotient  pair,  Usez  pair  par  pair  donne  quotient  pair  ou 
impair. 
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